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BACKGROUND AND OBJECTIVES: Demographic indicators such as mortality rates play a very 
important role in health, financial and pension policies. Therefore, the accuracy of mathematical 
models in estimating mortality rates is an important challenge. One of the tasks of actuaries is 
to construct a suitable mortality model for the available data so that these mortality models can 
calculate mortality for different ages and longevity, as well as the different information available 
to individuals on retirement plans. Missing data is a problem that may be faced by actuaries 
when they are analyzing the real data. Missing data can occur for a variety of reasons, such as 
unanswered or censored. The presence of missing data can pose a threat to the accuracy of 
the data analysis results. The purpose of this study is to model the mortality in a retirement 
plan. In this regard, it is assumed that data are available at the individual level, including date 
of birth, date of joining the retirement plan, date of completion of the observation, and reason 
for discontinuation (usually death or right censoring). Information on covariate variables such 
as gender, benefits or size of pension, demographic geography or health status will also be 
available. More precisely, this study aims to model the mortality in a retirement plan based on 
missing data and access to information from various covariate variables, to carefully analyze the 
structure of different models, to estimate and finally to investigate the financial implications for 
different mortality experiences containing missing data.
METHODS: Demographic indicators such as mortality rates play a very important role in health, 
financial and pension policies. Therefore, the accuracy of mathematical models in estimating 
mortality rates is an important challenge. One of the tasks of actuaries is to construct a suitable 
mortality model for the available data so that these mortality models can calculate mortality 
for different ages and longevity, as well as the different information available to individuals 
on retirement plans. Missing data is a problem that may be faced by actuaries when they are 
analyzing the real data. Missing data can occur for a variety of reasons, such as unanswered or 
censored. The presence of missing data can pose a threat to the accuracy of the data analysis 
results. The purpose of this study is to model the mortality in a retirement plan. In this regard, it 
is assumed that data are available at the individual level, including date of birth, date of joining 
the retirement plan, date of completion of the observation, and reason for discontinuation 
(usually death or right censoring). Information on covariate variables such as gender, benefits or 
size of pension, demographic geography or health status will also be available. More precisely, 
this study aims to model the mortality in a retirement plan based on missing data and access 
to information from various covariate variables, to carefully analyze the structure of different 
models, to estimate and finally to investigate the financial implications for different mortality 
experiences containing missing data.
FINDINGS: First, complete data are analyzed and modeled for observations of members 
of a retirement plan, which includes survival time and ancillary variables for each individual. 
Estimation of parameters is obtained using the maximum likelihood method. however, when the 
data is missing, it is not easy to estimate the parameters with the maximum likelihood method. 
In this case, the model parameters are estimated by the maximum likelihood method which 
are calculated using the proposed algorithm; then, statistical indicators such as identifiability of 
parameters are calculated to evaluate the performance of the proposed structure and algorithm. 
Furthermore, the financial effects, in particular the annuity factors, and the mis-estimation risk 
capital requirements for the mortality experience which includes the maximum covariates 
variables are calculated and compared with the individual segments when the data are missing. 
In addition, it can be seen that when the two statistical variables are not observed together, the 
model is not identifiable according to the data.
CONCLUSION: It was found that if the data are missing, the statistical model is not always 
identifiable using the maximum likelihood, and data combination from two or more experiments 
can avoid identifiable barriers. The methods proposed in this paper can be useful for actuaries 
when calculating financial committees based on annuity factors. These methods may combine 
different datasets with equal or similar mortality experiences, increase sample size, and reduce 
parameter risk, thus, reducing capital requirements. Socio-economic variables such as the level 
of benefits and geographical characteristics of the population are given more attention if the 
interest rate is low.
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مقاله علمی 
تجزیه‌وتحلیل مدل‌های مرگ‌ومیر با متغیرهای کمکی دارای گمشدگی تصادفی  

شیرین شعاعی*، ریحانه فتحی 

 گروه بیم‌سنجی، دانشکده علوم ریاضی، دانشگاه شهید بهشتی، تهران، ایران

پیشینه و اهداف: این پژوهش با هدف مدل‌بندی مرگ‌ومیر در یک طرح بازنشستگی بر اساس داده‌های گمشده و 
دسترسی به اطلاعات مختلف از متغیرهای کمکی، تجزیه و تحلیل دقیق ساختار مدل‌های مختلف، برآوردیابی و در نهایت 

بررسی تأثیرات مالی برای تجربه‌های مختلف مرگ‌ومیر و حاوی داده‌های گمشده انجام شده است.  
روش‌شناسی: ‌این مقاله با یک طرح بازنشستگی سروکار دارد که در آن طول‌ عمر آتی هر فرد با ‌مدل‌های بقای پارامتری 
با ترکیب متغیرهای کمکی که ممکن است برای برخی از افراد گمشده باشند، مدل‌سازی شده است. پارامترها با روش 
ماکسیمم درستنمایی برآورد شده و ‌الگوریتمی پیشنهاد گردیده که بتواند وظیفه برآوردیابی را به بهترین شکل ممکن انجام 

دهد.
یافته‌ها: نتایج نشان داد در صورتی‌که داده‌ها گمشده باشند، مدل آماری همیشه با استفاده از ماکسیمم درستنمایی 

شناسایی‌پذیر نیست و تلفیق داده‌های حاصل از دو یا چند تجربه می‌تواند از موانع شناسایی‌پذیری جلوگیری نماید. ‌
عامل‌های  براساس  علاقه  مورد  مالی  کمیت‌های  محاسبه  هنگام  مقاله  پیشنهادی ‌این  روش‌های  نتیجه‌گیری:  
مستمری، برای بیم‌سنجان می‌تواند مفید باشد. این روش‌ها ممکن است مجموعه داده‌های مختلف با تجربه مرگ‌ومیر 
برابر یا مشابه را با هم ترکیب کنند، اندازه نمونه را افزایش دهند و ریسک پارامتر را کاهش دهند، بنابراین منجر به 
کاهش الزام سرمایه شوند. متغیرهای اقتصادی-اجتماعی از جمله سطح مزایا و مشخصات جغرافیایی جمعیتی در 

صورت پایین بودن نرخ بهره بیشتر مورد توجه قرار می‌گیرند.
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مقدمه
شاخص‌هاي جمعیتی همواره نقش مهمی در تصمیم‌گیري‌هاي 
الگوي  عامل ‌تغییر  مهم‌ترین  مرگ‌ومیر  نرخ  و  داشته‌اند  جمعیتی 
جمعیت  آینده  از  درست  اطلاعات  داشتن  می‌آید.  به‌‌شمار  جمعیت 
براي برآورد دقیق جمعیت سالخورده ‌به‌منظور برنامه‌ریزي‌هاي دقیق 
با  مطابق  عمر  آتی  جداول  ساخت  افراد،  آینده  تأمین  جهت  مالی 
محتمل‌ترین الگوي مرگ‌ومیر و قیمت‌گذاري صحیح سالانه‌هاي عمر، 
در  مرگ‌ومیر  نرخ  آتی  مقادیر  پیش‌بینی  کاربردهاي  از  بخشی  تنها 

جمعیت‌شناسی، بیمه و آمار است.
جداول  و  دارد  طولانی  پیشینه‌اي  مرگ‌ومیر  نرخ  ‌مدل‌بندي 
قدیمی‌ترین  و  متداول‌ترین  از  یکی  بیم‌سنجان،  براي  مرگ‌ومیر 
الگوي  توصیف  اصلی  ابزار  و  مرگ‌ومیر  میزان  بررسی  روش‌های 
مرگ‌ومیر تلقی می‌شوند. رویکرد یک جدول مرگ‌ومیر بر این اساس 
است که آزمایش گذشته بدون هیچ دگرگونی در آینده تکرار شود. 
لذا تلاش‌هاي بسیاري براي دستیابی به مدلی که بتواند این جداول 
را تبیین کند، صورت گرفته است. یافتن مدل ریاضی براي احتمال 
از  از نظر کاربردي مفیدتر است. روشن است که استفاده  مرگ‌ومیر 
تابعی که پارامتر کمی دارد و از نظر هندسی داراي منحنی همواري 
پارامترهاي  که  است  عمري  جدول  با  کار  از  آسان‌تر  به‌مراتب  است 
فراوانی دارد و در موارد بسیاري نیز احتیاج به درون‌یابی، برون‌یابی، 
یافتن  جهت  در  دیگر،  آماري  متعدد  تعدیل‌هاي  و  هموارسازي 
احتمال‌هاي فوت دارد که در محاسبه حق‌بیمه فنی استفاده می‌شوند. 
لذا بیم‌سنج‌ها علاقه‌مند هستند که مدل مرگ‌ومیری را ارائه دهند 
که بتواند برای سنین‌ و طول ‌عمرهای متفاوت و همچنین اطلاعات 
متفاوتی که برای افراد در طرح‌های بازنشستگی موجود است، شدت 

مرگ‌ومیر را محاسبه نماید.
یک  در  مرگ‌ومیر  مدل‌بندی  هدف  با  حاضر  مطالعه  ‌بنابراین، 
داده‌ها  که  نمود  فرض  می‌توان  است.  شده  انجام  بازنشستگی  طرح 
در سطح فردی شامل تاریخ تولد، تاریخ پیوستن به طرح، تاریخ اتمام 
مشاهده و دلیل قطع مشاهده )معمولاً مرگ یا سانسور از راست( در 
دسترس هستند. همچنین سایر اطلاعات به‌صورت متغیرهای کمکی 
است  جنسیت  کمکی،  متغیرهای  ازجمله  بود.  خواهند  دسترس  در 
که شامل  دیگری  متغیرهای کمکی  است.  معمولاً شناخته شده  که 
اطلاعات غنی‌تری هستند، از قبیل مزایا یا اندازه حقوق بازنشستگی، 
نیز در دسترس  یا وضعیت سلامتی  مشخصات جغرافیایی جمعیتی 

هستند.
در طرح‌های بازنشستگی اطلاعات متفاوتی برای هر فرد موجود 
است و وابستگی مرگ‌ومیر به این اطلاعات به‌خصوص زمانی‌که ریسک 
روی زیر‌مجموعه‌هایی از اعضا متمرکز است، بسیار اهمیت دارد. در 
می‌شویم  مواجه  مواردی  با  بازنشستگی  طرح‌های  داده‌ها در  بررسی 
تحليل  در  نیست.  موجود  فرد  هر  مورد  در  اطلاعات  از  برخی  که 
  (Missing Values) گمشده  مقادیر  حضور  با  مرگ‌ومیر  مدل‌های 
 )Maximum Likelihood( درستنمایی ماکسیمم  روش  از  می‌توان 
برازش مدل ممکن  اغلب هنگام  این‌گونه‌ حالت‌ها  نمود. در  استفاده 

یک  از  مدل‌سازی  با  می‌توان  که  شود،  حاصل  برآورد  خطای  است 
جمعیت بزرگ‌تر آن ‌را کاهش داد. به‌همین علت معمولاً از طرح‌های 
بازنشستگی ترکیبی که همگن باقی بمانند، استفاده می‌شود. این امر 
باعث افزایش اندازه نمونه، کاهش ریسک پارامتر و در نتیجه، کاهش 

الزام سرمایه ‌می‌گردد.
نظری  در ادامه، مبانی  مقدمه،  بیان  از  بعد  پژوهش  این  در 
شامل  بعدی  بخش  است.  شده  مرور  اختصار  به  و پیشینه پژوهش 
نمادگذاری مورد نیاز برای توزیع احتمال متغیرهای کمکی، توصیف 
برای  آن  توسیع  و   (Capital Requirement) درستنمایی  تابع 
این  ابتدای  در  همچنین  است.  هستند،  گمشده  داده‌ها  زمانی‌که 
بخش، به تحلیل و مدل‌بندی داده‌های کامل برای مشاهدات اعضای 
برای  متغیرهای کمکی  و  بقا  زمان  بازنشستگی که شامل  یک طرح 
براساس  بخش  این  در  است. همچنین  پرداخته شده  است،  فرد  هر 
مجموعه  ابتدا  بازنشستگی،  صندوق  داده‌های  از  کامل  مشاهدات 
برای  کمکی  متغیرهای  حذف  با  گمشده  داده‌های  حاوی  داده‌هایی 
شرایط  برآورد،  مسئله  سپس  شده اند.  شبیه‌سازی  واحدها  برخی 
پارامترها  برآورد    (Identifiability) شناسایی‌پذیری  برای  ریاضی 
در  می‌شود  مشاهده  به‌علاوه  است.  شده  توصیف  برازش  الگوریتم  و 
توجه  با  مدل  نمی‌شوند،  مشاهده  تواماً  آماری  متغیر  دو  حالتی‌که 
شناسایی‌پذیری،  عدم  بر  غلبه  برای  نیست.  شناسایی‌پذیر  داده‌ها  به 
آن‌  کمکی  متغیرهای  که  شده  گرفته  نظر  در  کوچکی  بسیار  نمونه 
کاملًا مشاهده ‌شده است. در پایان ‌درباره ‌تأثیر مالی ترکیب مجموعه 
داده‌های مختلف برای برآورد شدت مرگ‌ومیر مطالعه شده و درنهایت 

نتیجه‌گیری ‌ارائه گردیده است.

مبانی نظری پژوهش 
گمشده  داده‌های  با  داده‌ها،  مجموعه  از  بسیاری  بررسی‌  در 
مانند  مختلفی  به‌علل  می‌تواند  گمشدگی داده‌ها  می‌شویم.  روبه‌رو 
در  داده‌ها  مجموعه  در  آید.  به‌وجود  سانسورشده  یا  داده‌نشده  پاسخ 
موارد پاسخ داده‌نشده، برخی از اطلاعات هر فرد موجود نیست. موارد 
سانسورشده از جایی به بعد تمامی اطلاعات دربارۀ فرد موجود نیست 
خارج  مشاهده  از  فرد  دیگری  علت  هر  یا  فوت  به‌دلیل  می‌تواند  که 
شود. وجود دادۀ گمشده می‌تواند منجر به تهدیدی برای صحت نتایج 
حاصل از تحلیل داده‌ها شود. در نظر نگرفتن دادۀ گمشده یا استفاده 
از روش‌های نامناسب برخورد با این داده‌ها، به‌عنوان مثال جایگذاری 
داده‌های گمشده با میانگین می‌تواند به مشکلاتی همچون آماسیدگی 
)Inflation( در نقطه‌ای مانند میانگین منجر شود. بسیاری از محققین 
کرده‌اند.  ارائه  گمشده  داده  مشکلات  با  مقابله  برای  را  روش‌هایی 
هستند  گمشدگی داده‌ها  سازوکار  نوع  به  وابسته  روش‌ها  این  اکثر 
و برحسب آن می‌توان روش تحلیل مناسبی را انتخاب نمود. در این 
داده  مشاهدات  برای  را  طبقه‌بندی  سیستم   Rubin (1976) راستا، 

گمشده معرفی نمود که به‌طور گسترده مورد استفاده قرار می‌گیرد.
به‌طور معمول سه مکانیسم گمشدگی شامل گمشدگی تصادفی 
تصادفی کاملًا  گمشدگی   ،)Missing at Random  (MAR)( 
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گمشدگی  )Missing Completely at Random (MCAR)(و   
غیرتصادفی(Missing not at Random (MNAR))  وجود دارد. در 
  ( )1, ,i i ijy y y= … به‌صورت  ام  i فرد  برای  پاسخ  بردار  راستا،  این 
به‌صورت   نشانگر  متغیرهای  از  برداری  پاسخ  متغیر  هر  برای  است. 
ijy مشاهده شود و   اگر 

د، استفاده نبمان  یکه همگن باق  یبیترک  یبازنشستگ  یهاعلت معمولاً از طرح  نیهم. بهدادکاهش  را  آن  تر  بزرگ  تیجمع  کیاز    یسازبا مدل  توانیکه م حاصل شود،  برآورد    یخطا
 .گردد می  1ه یکاهش الزام سرما  جه،یپارامتر و در نت سکیاندازه نمونه، کاهش ر شیباعث افزا . این امرشودیم 

،  برای توزیع احتمال متغیرهای کمکی   مورد نیاز  گذارینمادشامل    بعدیبخش    .استبه اختصار مرور شده    پژوهش پیشینه و مبانی نظری ،ادامه دردر این پژوهش بعد از بیان مقدمه،  
های کامل بندی دادهدر ابتدای این بخش، به تحلیل و مدلها گمشده هستند، است. همچنین که دادهآن برای زمانی یع و توس (Capital Requirement) درستنمایی تابع توصیف 

های داده  همچنین در این بخش براسا  مشاهدات کامل از.  ، پرداخته شده استکه شامل زمان بقا و متغیرهای کمکی برای هر فرد است  یک طرح بازنشستگیبرای مشاهدات اعضای  
مسئله برآورد، شرایط ریاضی برای   اند. سپسشدهسازی  های گمشده با حذف متغیرهای کمکی برای برخی واحدها شبیهادهدحاوی    هایی مجموعه داده  صندوق بازنشستگی، ابتدا

شوند، مدل با مشاهده نمی  تواماًدو متغیر آماری    کهشود در حالتیعلاوه مشاهده میبه  . شده استبرآورد پارامترها و الگوریتم برازش توصیف    (Identifiability) پذیریشناسایی
 باره درپایان  . در  شده است  مشاهده  کاملاً  که متغیرهای کمکی آن  در نظر گرفته شدهنمونه بسیار کوچکی    ،پذیریشناساییعدم    برای غلبه بر  پذیر نیست. ها شناساییتوجه به داده

 .گردیده استارائه گیری و درنهایت نتیجهمطالعه شده  ومیرهای مختلف برای برآورد شدت مرگتیریر مالی ترکیب مجموعه داده
 

   پژوهشمبانی نظری 
ید. در مجموعه آوجود  نشده یا سانسورشده بهپاسخ داده  مختلفی مانندعلل  به  تواندمیها  داده گمشدگی.  شویممیرو  های گمشده روبهها، با دادهمجموعه دادهبسیاری از    یدر بررس
دلیل فوت یا هر به  تواندمیاطلاعات دربارۀ فرد موجود نیست که   میموارد سانسورشده از جایی به بعد تما .  ز اطلاعات هر فرد موجود نیستی انشده، برخها در موارد پاسخ دادهداده
ها شود. در نظر نگرفتن دادۀ گمشده یا استفاده از داده  منجر به تهدیدی برای صحت نتایج حاصل از تحلیل  تواندمیفرد از مشاهده خارج شود. وجود دادۀ گمشده    دیگریعلت  
ای مانند میانگین منجر در نقطه(  Inflation)ی  همچون آماسیدگ مشکلاتیبه    تواندمیهای گمشده با میانگین  داده  جایگذاریعنوان مثال  ها، بهاین دادههای نامناسب برخورد با  روش
روش   توانو برحسب آن می   ها هستندداده  گمشدگیها وابسته به نوع سازوکار  اکثر این روشاند.  داده گمشده ارائه کرده  مشکلاتهایی را برای مقابله با  بسیاری از محققین روش.  شود

 .د گیریطور گسترده مورد استفاده قرار م نمود که بهرفی داده گمشده مع اهداتبندی را برای مشسیستم طبقه  در این راستا،  تحلیل مناسبی را انتخاب نمود. 
تصادفی (Missing at Random   (MAR))   تصادفی شامل گمشدگی  گمشدگی  انیسممک  طور معمول سهبه  Missing Completely at Random)  ، گمشدگی کاملاً 

(MCAR)) و گمشدگی غیرتصادفی (Missing not at Random (MNAR))  د  بردار پاسخ برای فردر این راستا،    د. وجود دار𝑖𝑖صورتام به   𝑦𝑦𝑖𝑖 = (𝑦𝑦𝑖𝑖1, … , 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖)   .است
𝑚𝑚𝑖𝑖   صورتمتغیرهای نشانگر به  برای هر متغیر پاسخ برداری از = (𝑚𝑚𝑖𝑖1, … ,𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖)،  که در آن 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖مشاهده شود و    𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖اگر    ۰ = مشاهده   𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖وقتی    ۱

 شود.  ک میتفکیگمشده( مقادیر ) 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚( و  شدهمقادیر مشاهده) 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜صورت بهبردار مشاهدات برای هر فرد . نشود وجود دارد 
شده دیگر وابسته، اما به مقدار گیریبه برخی از متغیرهای اندازه  𝑌𝑌ها در یک متغیرن دادهگمشدال  . بدین مفهوم که احتمهستند   گمشدهی  طور تصادفها بهدادهدر گمشدگی تصادفی  

 . ای وجود ندارد پس از جدا کردن سایر متغیرها رابطه 𝑌𝑌و مقادیر  𝑌𝑌های گمشده در دیگر بین داده عبارتوابسته نیست. به 𝑌𝑌گمشده 
 ی هاروشتوان به  ها هستند. از جملۀ میداده  ی شدگموابسته به نوع سازوکار گ  آنها  اغلبکه    دانمقابله با مشکل داده گمشده ارائه کرده  ی را برا  ییهاروش  نیاز محقق  یاری امروزه بس

یک مدل لوگ خطی    های بقا،  داده  ۀکه در زمیناند، درحالیاشاره کرد که بر توزیع نرمال تمرکز کرده  و    
 Cox Proportional) بر مدل خطرات متناسب کاکس   های بقا سانسورشده همراه با عوامل قطعی در نظر گرفتندوتحلیل دادهبرای تجزیه

Hazards Model )  های گمشده مطرح و پارامترها با استفاده از الگوریتم  گوی کلی دادهاند. در این دو مطالعه التمرکز کردهEM  (Expectation Maximization)   برآورد
های تمایل های نمرههای چند متغیره با مقادیر گمشده بر اسا  رگرسیون روی اسپلاینرا برای داده  MAR  بر احتمال قوییک روش مبتنی     اند. شده

های طولی و  بندی برای دادهیک مدل     های نیمه پارامتری معرفی نمود. های گمشده و سانسورشده یک روش با مدل برای داده  ارائه دادند.  
از معادلات برآوردساز مورد  بود  بیزی  های  های گمشده و سانسورشده از چپ معرفی نمودند که بر پایۀ مدل کاکس، مدل آمیختۀ خطی و مدلبقا بر روی داده

در شرایطی که متغیرهای کمکی و برآمدها پیوسته یا گسسته هستند قابل استفاده است، اما برای ها  آن  نمودند. شایان ذکر است که رویکرد  انتظار برای تولید یک نظریه کلی استفاده 
در نهایت    .گیرد های مقطعی و متغیرهای مستقل از زمان را در نظر میپارامتری، یک طرح با داده. این روش نیمهنمود استفاده  بایستی    Bootstrapبرآورد واریانس از روش  

 سازی مقید پرداختند.وسیله اعمال یک توزیع آمیخته برای متغیرهای کمکی و روش بهینههای گمشده بههای بقا بر اسا  دادهبه برآورد پارامترهای مدل برای داده  
توان ادعا نمود که پذیری، میپذیری است. در صورت عدم شناساییاند، شناساییها حاوی مقادیر گمشدهکه دادهخصوص زمانیهای لازم برای کفایت مدل آماری، بهیکی از ویژگی

وجود ها گمشده  طور خاص اگر در یک مدل آماری، دادهبهها نیست. یک مدل رتبه کامل مدلی است که پارامتر افزونه ندارد.  مدل آماری رتبه کامل نبوده و مدل مناسبی برای داده
مدل    کیاگر    دادندنشان  مقاله خود    ۴در قضیه      ارر بگذارد.   یپذیرشود و روی شناسایی  حاصلباشد، ممکن است پارامتر افزونه  داشته  

 مقادیر ویژۀد،  اشب  رتبه کاملمدل  یک  اگر    . شوندی م   فیتعر  رتبه کاملصورت  به  ستند،ینپارامتر افزونه   که  یآمار  یهامدل  . ستین  یرپذشناسایی  ی صورت محلبهباشد،    پارامتر افزونه
برای تشخیص  . خواهند بود و از صفر دور  یمنف ی همگ (Maximum likelihood Estimation( MLEبراورد ماکسیمم درستنمایی ))شده توسط یابیارز یاطلاع تجرب سیماتر

برابر بود، مدل رتبه   )(Matrix  (Jacobian های ماتریس ژاکوبیننیاز است. اگر رتبۀ نمادین این ماتریس با تعداد پارامترهای مدل )تعداد ردیفین  رتبه کامل بودن به ماتریس ژاکوب
پذیر و درنتیجه شناسایی  (Parameter Redundant)  مدل حاصل شود، مدل پارامتر افزونهاست. اما اگر رتبۀ نمادین ماتریس ژاکوبین کمتر از تعداد پارامترهای    (Full Rank) کامل

تری نیز تعریف نمود. بنابراین مدل دارای تعداد زیادی پارامتر )بیش از تعداد مورد شود که بتوان مدل آماری مدنظر را با بردار پارامتری کوچکحالتی گفته می نیست. پارامتر افزونه به
 پذیر نیست.  نیاز( است و درنتیجه شناسایی

هایی از اعضا متمرکز است،  مجموعهکه ریسک روی زیرخصوص زمانیومیر به این اطلاعات بهمرگ  وابستگیهای بازنشستگی اطلاعات متفاوتی برای هر فرد موجود است و  در طرح
برآورد در  های موجود  یکی از رویکرده.  ستیهر فرد موجود ن  در مورد  از اطلاعات   یکه برخ  می شویمواجه م   یبا موارد   یبازنشستگ  یهادر طرح هابندی دادهمدلدر  .  اهمیت داردبسیار  

ها در براورد پارامترهای دلیل عدم دسترسی به برخی از دادهاما در اغلب موارد به  است.   ییدرستنما  ممیروش ماکس  استفاده از  گمشده   ریبا حضور مقاد   ری وم مرگ  یها مدلپارامترهای  
د،  ن بمان  یکه همگن باق  یبیترک  یبازنشستگ  یها علت معمولاً از طرح  نیهم . بهداد کاهش    تر بزرگ  تیجمع  کیاز    یسازبا مدلها را  آن  توانیم که  حاصل شود،  برآورد    یخطامدل  

 .گرددمی هیکاهش الزام سرما  جه،یپارامتر و در نت سکی اندازه نمونه، کاهش ر شیباعث افزا . این امرشودیاستفاده م 
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، که در آن ( )1, ,i i ijm m m= …

ijy مشاهده نشود وجود دارد. بردار مشاهدات برای   وقتی 

د، استفاده نبمان  یکه همگن باق  یبیترک  یبازنشستگ  یهاعلت معمولاً از طرح  نیهم. بهدادکاهش  را  آن  تر  بزرگ  تیجمع  کیاز    یسازبا مدل  توانیکه م حاصل شود،  برآورد    یخطا
 .گردد می  1ه یکاهش الزام سرما  جه،یپارامتر و در نت سکیاندازه نمونه، کاهش ر شیباعث افزا . این امرشودیم 

،  برای توزیع احتمال متغیرهای کمکی   مورد نیاز  گذارینمادشامل    بعدیبخش    .استبه اختصار مرور شده    پژوهش پیشینه و مبانی نظری ،ادامه دردر این پژوهش بعد از بیان مقدمه،  
های کامل بندی دادهدر ابتدای این بخش، به تحلیل و مدلها گمشده هستند، است. همچنین که دادهآن برای زمانی یع و توس (Capital Requirement) درستنمایی تابع توصیف 

های داده  همچنین در این بخش براسا  مشاهدات کامل از.  ، پرداخته شده استکه شامل زمان بقا و متغیرهای کمکی برای هر فرد است  یک طرح بازنشستگیبرای مشاهدات اعضای  
مسئله برآورد، شرایط ریاضی برای   اند. سپسشدهسازی  های گمشده با حذف متغیرهای کمکی برای برخی واحدها شبیهادهدحاوی    هایی مجموعه داده  صندوق بازنشستگی، ابتدا

شوند، مدل با مشاهده نمی  تواماًدو متغیر آماری    کهشود در حالتیعلاوه مشاهده میبه  . شده استبرآورد پارامترها و الگوریتم برازش توصیف    (Identifiability) پذیریشناسایی
 باره درپایان  . در  شده است  مشاهده  کاملاً  که متغیرهای کمکی آن  در نظر گرفته شدهنمونه بسیار کوچکی    ،پذیریشناساییعدم    برای غلبه بر  پذیر نیست. ها شناساییتوجه به داده

 .گردیده استارائه گیری و درنهایت نتیجهمطالعه شده  ومیرهای مختلف برای برآورد شدت مرگتیریر مالی ترکیب مجموعه داده
 

   پژوهشمبانی نظری 
ید. در مجموعه آوجود  نشده یا سانسورشده بهپاسخ داده  مختلفی مانندعلل  به  تواندمیها  داده گمشدگی.  شویممیرو  های گمشده روبهها، با دادهمجموعه دادهبسیاری از    یدر بررس
دلیل فوت یا هر به  تواندمیاطلاعات دربارۀ فرد موجود نیست که   میموارد سانسورشده از جایی به بعد تما .  ز اطلاعات هر فرد موجود نیستی انشده، برخها در موارد پاسخ دادهداده
ها شود. در نظر نگرفتن دادۀ گمشده یا استفاده از داده  منجر به تهدیدی برای صحت نتایج حاصل از تحلیل  تواندمیفرد از مشاهده خارج شود. وجود دادۀ گمشده    دیگریعلت  
ای مانند میانگین منجر در نقطه(  Inflation)ی  همچون آماسیدگ مشکلاتیبه    تواندمیهای گمشده با میانگین  داده  جایگذاریعنوان مثال  ها، بهاین دادههای نامناسب برخورد با  روش
روش   توانو برحسب آن می   ها هستندداده  گمشدگیها وابسته به نوع سازوکار  اکثر این روشاند.  داده گمشده ارائه کرده  مشکلاتهایی را برای مقابله با  بسیاری از محققین روش.  شود

 .د گیریطور گسترده مورد استفاده قرار م نمود که بهرفی داده گمشده مع اهداتبندی را برای مشسیستم طبقه  در این راستا،  تحلیل مناسبی را انتخاب نمود. 
تصادفی (Missing at Random   (MAR))   تصادفی شامل گمشدگی  گمشدگی  انیسممک  طور معمول سهبه  Missing Completely at Random)  ، گمشدگی کاملاً 

(MCAR)) و گمشدگی غیرتصادفی (Missing not at Random (MNAR))  د  بردار پاسخ برای فردر این راستا،    د. وجود دار𝑖𝑖صورتام به   𝑦𝑦𝑖𝑖 = (𝑦𝑦𝑖𝑖1, … , 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖)   .است
𝑚𝑚𝑖𝑖   صورتمتغیرهای نشانگر به  برای هر متغیر پاسخ برداری از = (𝑚𝑚𝑖𝑖1, … ,𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖)،  که در آن 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖مشاهده شود و    𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖اگر    ۰ = مشاهده   𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖وقتی    ۱

 شود.  ک میتفکیگمشده( مقادیر ) 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚( و  شدهمقادیر مشاهده) 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜صورت بهبردار مشاهدات برای هر فرد . نشود وجود دارد 
شده دیگر وابسته، اما به مقدار گیریبه برخی از متغیرهای اندازه  𝑌𝑌ها در یک متغیرن دادهگمشدال  . بدین مفهوم که احتمهستند   گمشدهی  طور تصادفها بهدادهدر گمشدگی تصادفی  

 . ای وجود ندارد پس از جدا کردن سایر متغیرها رابطه 𝑌𝑌و مقادیر  𝑌𝑌های گمشده در دیگر بین داده عبارتوابسته نیست. به 𝑌𝑌گمشده 
 ی هاروشتوان به  ها هستند. از جملۀ میداده  ی شدگموابسته به نوع سازوکار گ  آنها  اغلبکه    دانمقابله با مشکل داده گمشده ارائه کرده  ی را برا  ییهاروش  نیاز محقق  یاری امروزه بس

یک مدل لوگ خطی    های بقا،  داده  ۀکه در زمیناند، درحالیاشاره کرد که بر توزیع نرمال تمرکز کرده  و    
 Cox Proportional) بر مدل خطرات متناسب کاکس   های بقا سانسورشده همراه با عوامل قطعی در نظر گرفتندوتحلیل دادهبرای تجزیه

Hazards Model )  های گمشده مطرح و پارامترها با استفاده از الگوریتم  گوی کلی دادهاند. در این دو مطالعه التمرکز کردهEM  (Expectation Maximization)   برآورد
های تمایل های نمرههای چند متغیره با مقادیر گمشده بر اسا  رگرسیون روی اسپلاینرا برای داده  MAR  بر احتمال قوییک روش مبتنی     اند. شده

های طولی و  بندی برای دادهیک مدل     های نیمه پارامتری معرفی نمود. های گمشده و سانسورشده یک روش با مدل برای داده  ارائه دادند.  
از معادلات برآوردساز مورد  بود  بیزی  های  های گمشده و سانسورشده از چپ معرفی نمودند که بر پایۀ مدل کاکس، مدل آمیختۀ خطی و مدلبقا بر روی داده

در شرایطی که متغیرهای کمکی و برآمدها پیوسته یا گسسته هستند قابل استفاده است، اما برای ها  آن  نمودند. شایان ذکر است که رویکرد  انتظار برای تولید یک نظریه کلی استفاده 
در نهایت    .گیرد های مقطعی و متغیرهای مستقل از زمان را در نظر میپارامتری، یک طرح با داده. این روش نیمهنمود استفاده  بایستی    Bootstrapبرآورد واریانس از روش  

 سازی مقید پرداختند.وسیله اعمال یک توزیع آمیخته برای متغیرهای کمکی و روش بهینههای گمشده بههای بقا بر اسا  دادهبه برآورد پارامترهای مدل برای داده  
توان ادعا نمود که پذیری، میپذیری است. در صورت عدم شناساییاند، شناساییها حاوی مقادیر گمشدهکه دادهخصوص زمانیهای لازم برای کفایت مدل آماری، بهیکی از ویژگی

وجود ها گمشده  طور خاص اگر در یک مدل آماری، دادهبهها نیست. یک مدل رتبه کامل مدلی است که پارامتر افزونه ندارد.  مدل آماری رتبه کامل نبوده و مدل مناسبی برای داده
مدل    کیاگر    دادندنشان  مقاله خود    ۴در قضیه      ارر بگذارد.   یپذیرشود و روی شناسایی  حاصلباشد، ممکن است پارامتر افزونه  داشته  

 مقادیر ویژۀد،  اشب  رتبه کاملمدل  یک  اگر    . شوندی م   فیتعر  رتبه کاملصورت  به  ستند،ینپارامتر افزونه   که  یآمار  یهامدل  . ستین  یرپذشناسایی  ی صورت محلبهباشد،    پارامتر افزونه
برای تشخیص  . خواهند بود و از صفر دور  یمنف ی همگ (Maximum likelihood Estimation( MLEبراورد ماکسیمم درستنمایی ))شده توسط یابیارز یاطلاع تجرب سیماتر

برابر بود، مدل رتبه   )(Matrix  (Jacobian های ماتریس ژاکوبیننیاز است. اگر رتبۀ نمادین این ماتریس با تعداد پارامترهای مدل )تعداد ردیفین  رتبه کامل بودن به ماتریس ژاکوب
پذیر و درنتیجه شناسایی  (Parameter Redundant)  مدل حاصل شود، مدل پارامتر افزونهاست. اما اگر رتبۀ نمادین ماتریس ژاکوبین کمتر از تعداد پارامترهای    (Full Rank) کامل

تری نیز تعریف نمود. بنابراین مدل دارای تعداد زیادی پارامتر )بیش از تعداد مورد شود که بتوان مدل آماری مدنظر را با بردار پارامتری کوچکحالتی گفته می نیست. پارامتر افزونه به
 پذیر نیست.  نیاز( است و درنتیجه شناسایی

هایی از اعضا متمرکز است،  مجموعهکه ریسک روی زیرخصوص زمانیومیر به این اطلاعات بهمرگ  وابستگیهای بازنشستگی اطلاعات متفاوتی برای هر فرد موجود است و  در طرح
برآورد در  های موجود  یکی از رویکرده.  ستیهر فرد موجود ن  در مورد  از اطلاعات   یکه برخ  می شویمواجه م   یبا موارد   یبازنشستگ  یهادر طرح هابندی دادهمدلدر  .  اهمیت داردبسیار  

ها در براورد پارامترهای دلیل عدم دسترسی به برخی از دادهاما در اغلب موارد به  است.   ییدرستنما  ممیروش ماکس  استفاده از  گمشده   ریبا حضور مقاد   ری وم مرگ  یها مدلپارامترهای  
د،  ن بمان  یکه همگن باق  یبیترک  یبازنشستگ  یها علت معمولاً از طرح  نیهم . بهداد کاهش    تر بزرگ  تیجمع  کیاز    یسازبا مدلها را  آن  توانیم که  حاصل شود،  برآورد    یخطامدل  

 .گرددمی هیکاهش الزام سرما  جه،یپارامتر و در نت سکی اندازه نمونه، کاهش ر شیباعث افزا . این امرشودیاستفاده م 
 

 شپژوه شناییروش

 

mis )مقادیر گمشده( 
iy obs )مقادیر مشاهده‌شده( و 

iy هر فرد به‌صورت 
تفکیک می‌شود. 

هستند.  گمشده‌  تصادفی  به‌طور  داده‌ها  تصادفی  گمشدگی  در 
Y به برخی  بدین مفهوم که احتمال گمشدن داده‌ها در یک متغیر
 Y از متغیرهای اندازه‌گیری‌شده دیگر وابسته، اما به مقدار گمشده 
 Y Y و مقادیر وابسته نیست. به‌عبارت‌ دیگر بین داده‌های گمشده در

پس از جدا کردن سایر متغیرها رابطه‌ای وجود ندارد. 
‌امروزه بسیاری از محققین روش‌هایی را برای مقابله با مشکل داده 
گمشده ارائه کرده‌اند که اغلب آنها وابسته به نوع سازوکار گمشدگی داده‌ها 
Lord (1955) و Wilks (1932) هستند. از جملۀ می‌توان به ‌روش‌های 

 اشاره کرد که بر توزیع نرمال تمرکز کرده‌اند، درحالی‌که در زمینۀ 
داده‌های بقا، Schluchter and Jackson (1989) یک مدل لوگ خطی 
برای تجزیه‌وتحلیل داده‌های بقا سانسورشده همراه با عوامل قطعی در 
نظر گرفتندHerring and Ibrahim (2001)  بر مدل خطرات متناسب 
کاکس (Cox Proportional Hazards Model) تمرکز کرده‌اند. در 
پارامترها  و  مطرح  گمشده  داده‌های  کلی  الگوی  مطالعه  دو  این 
 EM (Expectation Maximization) الگوریتم  از  استفاده   با 
برآورد شده‌اند. Little and An (2004)  یک روش مبتنی‌بر احتمال 
قوی MAR را برای داده‌های چند متغیره با مقادیر گمشده بر اساس 
Tsiatis (2006) .رگرسیون روی اسپلاین‌های نمره‌های تمایل ارائه دادند 
نیمه  مدل‌های  با  روش  یک  سانسورشده  و  گمشده  داده‌های  برای   
برای  Chen et al. (2014) یک مدل‌بندی  نمود.  معرفی  پارامتری 
از  سانسورشده  و  گمشده  داده‌های  روی  بر  بقا  و  طولی  داده‌های 
و  آمیختۀ خطی  پایۀ مدل کاکس، مدل  بر  نمودند که  چپ معرفی 
برآوردساز مورد  Xu et al. (2017) از معادلات  بود  بیزی  مدل‌های 
انتظار برای تولید یک نظریه کلی استفاده نمودند. شایان ذکر است 
که رویکرد آن‌ها در شرایطی که متغیرهای کمکی و برآمدها پیوسته 
 یا گسسته هستند قابل استفاده است، اما برای برآورد واریانس از روش
یک  نیمه‌پارامتری،  روش  این  نمود.  استفاده  بایستی   Bootstrap  
نظر  در  را  زمان  از  مستقل  متغیرهای  و  مقطعی  داده‌های  با  طرح 
پارامترهای  برآورد  به   Ungolo et al. (2019) نهایت  در  می‌گیرد. 
مدل برای داده‌های بقا بر اساس داده‌های گمشده به‌وسیله اعمال یک 
توزیع آمیخته برای متغیرهای کمکی و روش بهینه‌سازی مقید پرداختند.
به‌خصوص  آماری،  مدل  کفایت  برای  لازم  ویژگی‌های  از  یکی 
است.  شناسایی‌پذیری  گمشده‌اند،  مقادیر  حاوی  داده‌ها  زمانی‌که 
مدل  که  نمود  ادعا  می‌توان  شناسایی‌پذیری،  عدم  صورت  در 
یک  نیست.  داده‌ها  برای  مناسبی  مدل  و  نبوده  کامل  رتبه  آماری 
خاص  به‌طور  ندارد.  افزونه  پارامتر  که  است  مدلی  کامل  رتبه  مدل 

ممکن  باشد،  داشته  وجود  داده‌ها گمشده  آماری،  مدل  یک  در  اگر 
بگذارد. اثر  روی شناسایی‌پذیری  و  افزونه حاصل شود  پارامتر   است 

  Catchpole and Morgan (1997) در قضیه ۴ مقاله خود نشان 
دادند اگر یک مدل پارامتر افزونه باشد، ‌به‌صورت محلی شناسایی‌پذیر 
رتبه  به‌صورت  نیستند،  افزونه  که پارامتر  آماری  مدل‌های  نیست. 
مقادیر  باشد،  کامل  رتبه  مدل  یک  اگر  می‌شوند.  تعریف  کامل 
ماکسیمم  براورد  توسط  ارزیابی‌شده  تجربی  اطلاع  ماتریس  ویژۀ 
((MLE) Maximum likelihood Estimation)  درستنمایی 
 همگی منفی و از صفر دور خواهند بود. برای تشخیص رتبه کامل 
ماتریس  این  نمادین  رتبۀ  اگر  است.  نیاز  ژاکوبین  ماتریس  به  بودن 
ژاکوبین ماتریس  ردیف‌های  )تعداد  مدل  پارامترهای  تعداد   با 
 Matrix (Jacobian() برابر بود، مدل رتبه کامل )Full Rank( است. 
اما اگر رتبۀ نمادین ماتریس ژاکوبین کمتر از تعداد پارامترهای مدل 
و   )Parameter Redundant( افزونه  پارامتر  مدل  شود،  حاصل 
درنتیجه شناسایی‌پذیر نیست. پارامتر افزونه به‌حالتی گفته می‌شود 
نیز  کوچک‌تری  پارامتری  بردار  با  را  مدنظر  آماری  مدل  بتوان  که 
تعریف نمود. بنابراین مدل دارای تعداد زیادی پارامتر )بیش از تعداد 

مورد نیاز( است و درنتیجه شناسایی‌پذیر نیست. 
در طرح‌های بازنشستگی اطلاعات متفاوتی برای هر فرد موجود 
زمانی‌که  به‌خصوص  اطلاعات  این  به  مرگ‌ومیر  وابستگی  و  است 
اهمیت  بسیار  است،  متمرکز  اعضا  از  زیر‌مجموعه‌هایی  روی  ریسک 
دارد. در مدل‌بندی داده‌ها در طرح‌های بازنشستگی با مواردی مواجه 
می‌شویم که برخی از اطلاعات در مورد هر فرد موجود نیست. یکی 
با  پارامترهای مدل‌های مرگ‌ومیر  برآورد  از رویکرده‌های موجود در 
حضور مقادیر گمشده استفاده از روش ماکسیمم درستنمایی است. 
اما در اغلب موارد به‌دلیل عدم دسترسی به برخی از داده‌ها در براورد 
با  را  برآورد حاصل شود، که می‌توان آن‌ها  پارامترهای مدل خطای 
مدل‌سازی از یک جمعیت بزرگ‌تر کاهش داد. به‌همین علت معمولاً 
استفاده  بمانند،  باقی  همگن  که  ترکیبی  بازنشستگی  طرح‌های  از 
می‌شود. این امر باعث افزایش اندازه نمونه، کاهش ریسک پارامتر و 

در نتیجه، کاهش الزام سرمایه می‌گردد.

روش‌شناسی پژوهش
مشاهدات و تابع درستنمایی

بردار  برآورد  برای  توأم  درستنمایی  تابع  بخش، ساختار  این  در 
پارامترهای مدل در حالت مشاهدات کامل ارائه و سپس برای مواردی 

که دادۀ گمشده وجود دارد، توسیع شده است.

مشاهدات کامل
قطعی  اغلب  کمکی  متغیرهای  رگرسیونی،  تحلیل  و  تجزیه  در 
درنظر گرفته می‌شوند، در این بخش آن‌ها را به‌عنوان متغیر تصادفی 
با  فرد  متغیرهای کمکی تصادفی یک  مدل‌بندی می‌کنیم. مجموعۀ 
بردار تصادفی P  بعدی Z نشان می‌دهیم. مقدار تحقق‌یافته Z، شدت 
) را تعیین می‌کند. تابع توزیع و تابع چگالی  );x zµ τ مرگ‌ومیر فرد 
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) نشان داده می‌شود  );zf z ζ ) و  );zF z ζ یا احتمالZ، به‌ترتیب با 
n  تعداد افراد  ζ یک بردار پارامتری ناشناخته است. فرض‌کنید  که
مشاهده‌شده در یک دورۀ زمانی محدود است. نماد‌های زیر را تعریف 

می‌کنیم:

	
ام در آغاز دورۀ مشاهده است، i ix سن فرد 

	
زمان  بیانگر   ، iT تصادفی  متغیر  تحقق‌یافته  مقدار   it

ام در طول دوره است، i زندگی‌شده فرد 

	
id  شمارنده‌ای است که مقدار تحقق‌یافته متغیر تصادفی 
ام فوت کرده باشد مقدار آن یک و  i iD را نشان می‌دهد؛ اگر فرد 

اگر بر اثر سانسور از مشاهده خارج شده باشد مقدار آن صفر است،

	
متغیرهای  که   ، iZ تصادفی  متغیر  تحقق‌یافته  مقدار   iz

ام را مشخص می‌کند. i کمکی فرد 
 در طول یک دوره مشاهدات متناهی برای آن دسته از افرادی که 
ix است. برای  iT بیانگر طول‌عمر باقی‌مانده برای سن  فوت می‌کنند، 
افراد زنده )سانسورشده از راست(، تمام آن چیزی که می‌دانیم این 

iT خواهد بود. است که طول‌عمر باقی‌مانده آن‌ها بیشتر از 
,1 مستقل و هم‌توزیع  ,nZ Z… ‌فرض می‌کنیم متغیر‌های کمکی 
 )i.i.d.) (Independent and Identically Distributed (i.i.d)(
سنین  به‌علاوه  هستند.  شرطی  خود  تحقق‌یافتۀ  مقادیر  روی  و 
 1, ,nT T… مشاهده‌شدۀ  طول‌عمرهای  و   1, ,nx x… مشاهده‌شدۀ 
به‌صورت.i.i.d هستند. درنهایت فرض می‌شود که سانسورها به‌صورت 
متغیر  به‌عنوان  را  طول‌عمرها  می‌توان  یعنی  هستند.  ناآگاهی‌بخش 
تصادفی در نظر و توزیع آن‌را مستقل از زمان سانسور، برآورد نمود، 

 .)Macdonald et al., 2018(
دسترس  در  کامل  به‌صورت  مشاهدات  می‌کنیم  فرض  ادامه  در 
iz  به‌طور کامل مشاهده  هستند، به‌طوری‌که هر بردار متغیر کمکی 
نمایش   iL با  را  تابع درستنمایی  ام در  i فرد  اگر سهم  شده است. 
iL خواهد بود. L= ∏ دهیم، بنابراین تابع درستنمایی کل به‌صورت 

تابع درستنمایی  افرادی که فوت می‌شوند )di = 1( سهم  برای 
iz مربوطه در تابع چگالی  ix و  iT روی  به‌وسیلۀ ضرب چگالی شرطی 

iz به‌دست می‌آید که به‌صورت زیر محاسبه می‌گردد: یا احتمال 

( ) ( ) ( ), | ; ; ,
ii x i i Z iL f t z f zτ ζ τ ζ=

�  
(۱)

) بردار پارامترهای نامعلوم هستند و در رابطۀ  ),τ ζ که در آن 
  (Full Model)کامل مدل  به‌عنوان   ( ), T Z توام  چگالی  فوق 
شرطی   T چگالی  به  همچنین  و  می‌شود،  تعریف   ) x سن  )برای 
Z مدل جزئی (Partial Model)  گفته می‌شود. عبارت  شده روی 
x t+ x ساله بعد از سن  ) به این معنی است که فرد  )| ;

ix i if t z τ
، دیگر زنده نیست.

برای افرادی که طول‌عمرهای مشاهده‌شدۀ آن‌ها سانسورشده از 
راست است )di = 0(، زمان دقیق فوت مشاهده نشده است. لذا سهم 

تابع درستنمایی برای این افراد به‌صورت زیر محاسبه می‌شود:

( ) ( ) ( ), , ; ; ,
ii x i i Z iL S t z f zτ ζ τ ζ= �)۲(

x ساله  فرد  است که  این  بیانگر  و  بقا  تابع   ( ), ;
ix i iS t z τ که 

t سال زنده مانده است و داریم:  حداقل 

( ) ( )
0

, ; ; ,
i

i i

t

x i i x s iS t z exp z dsτ µ τ+

  = − 
  
∫ �)۳(

  x s+ ام دارای سن  i  بیانگر شدت مرگ‌ومیر فرد 
ix sµ + که 

است. با تلفیق این دو رابطه و ارتباط شدت مرگ‌ومیر، تابع احتمال 
ام به‌صورت زیر است: i و بقا، سهم مشارکت در تابع درستنمایی فرد 

( ) ( ) ( ) ( )
0

, ; ; ; .
i

i

i i i

t
d

i x s i x t i Z iL exp z ds z f zτ ζ µ τ µ τ ζ+ +

  = − 
  
∫ �)۴(

Z برای تمام افراد مشاهده‌ شود، تابع درستنمایی به  اگر عناصر
ζ تبدیل می‌شود: τ و یک تابع از یک تابع از

مشاهدات و تابع درستنمایی
 ، توسیع شده است. برای مواردی که دادۀ گمشده وجود دارددر حالت مشاهدات کامل ارائه و سپس  مدلم برای برآورد بردار پارامترهای أتابع درستنمایی تو  ، ساختاراین بخشدر 
 

 مشاهدات کامل 
 مجموعۀ متغیرهای کمکی  کنیم. میبندی  عنوان متغیر تصادفی مدلها را بهآن  در این بخششوند،  در تجزیه و تحلیل رگرسیونی، متغیرهای کمکی اغلب قطعی درنظر گرفته می

;𝜇𝜇𝑥𝑥(𝑧𝑧ومیر فرد  مرگ  شدت ،  𝑧𝑧  یافتهمقدار تحقق   یم. دهنشان می  𝑍𝑍  بعدی  𝑝𝑝  بردار تصادفی با  یک فرد    تصادفی 𝜏𝜏)   و تابع چگالی یا احتمال  کند. تابع توزیعرا تعیین می  𝑍𝑍  ،
;𝐹𝐹𝑧𝑧(𝑧𝑧با  ترتیب  به 𝜁𝜁)  و 𝑓𝑓𝑧𝑧(𝑧𝑧; 𝜁𝜁)  شود کهنشان داده می𝜁𝜁  کنید  ضفر . یک بردار پارامتری ناشناخته است 𝑛𝑛  ای  هنماددورۀ زمانی محدود است.  یک  شده در  تعداد افراد مشاهده

 :کنیمتعریف میزیر را 

✓ 𝑥𝑥𝑖𝑖  سن فرد𝑖𝑖است، ام در آغاز دورۀ مشاهده 

✓ 𝑡𝑡𝑖𝑖  یافته متغیر تصادفی  مقدار تحقق𝑇𝑇𝑖𝑖، شده فرد بیانگر زمان زندگی𝑖𝑖ام در طول دوره است، 
✓ 𝑑𝑑𝑖𝑖   یافته متغیر تصادفی  است که مقدار تحقق   ایشمارنده𝐷𝐷𝑖𝑖  دهد؛ اگر فرد  را نشان می𝑖𝑖ارر سانسور از مشاهده خارج شده باشد    یک و اگر بر  مقدار آن  ام فوت کرده باشد

 ، صفر است مقدار آن
✓ 𝑧𝑧𝑖𝑖  یافته متغیر تصادفی  مقدار تحقق𝑍𝑍𝑖𝑖 ،فرد  کمکی که متغیرهای𝑖𝑖 کند.مشخص می راام 

آن  )سانسورشده از راست(، تمام    زنده  افرادبرای    است.   𝑥𝑥𝑖𝑖مانده برای سن  عمر باقیبیانگر طول  𝑇𝑇𝑖𝑖کنند،  برای آن دسته از افرادی که فوت می  در طول یک دوره مشاهدات متناهی 
 .خواهد بود 𝑇𝑇𝑖𝑖ها بیشتر از مانده آنعمر باقیاین است که طول  دانیممیچیزی که 
…,𝑍𝑍𝑛𝑛  های کمکیمتغیر  کنیمفرض می , 𝑍𝑍1  مستقل و هم( توزیعi.i.d.)  (Independent and Identically Distributed (i.i.d))  یافتۀ خود شرطی و روی مقادیر تحقق
,𝑥𝑥𝑛𝑛شدۀ  مشاهده  علاوه سنین. بههستند … , 𝑥𝑥1   شدۀعمرهای مشاهدهو طول  𝑇𝑇𝑛𝑛,… , 𝑇𝑇1  صورتبهi.i.d.  .بخش  ناآگاهی صورت  بهسانسورها  که    شودفرض می  درنهایت  هستند
 .  ()را مستقل از زمان سانسور، برآورد نمود، عنوان متغیر تصادفی در نظر و توزیع آنعمرها را بهتوان طولیعنی می هستند. 

ام در تابع درستنمایی را 𝑖𝑖سهم فرد اگر    طور کامل مشاهده شده است. به   𝑧𝑧𝑖𝑖که هر بردار متغیر کمکی طوریبه  هستند،  در دستر   کاملصورت  بهکنیم مشاهدات  فرض می  دامهدر ا
𝐿𝐿 صورتبهدرستنمایی کل تابع بنابراین  دهیم،نمایش  𝐿𝐿𝑖𝑖با  = ∏𝐿𝐿𝑖𝑖 .خواهد بود 

𝑑𝑑𝑖𝑖شوند )برای افرادی که فوت می = صورت  به  کهآید  دست می به  𝑧𝑧𝑖𝑖مربوطه در تابع چگالی یا احتمال    𝑧𝑧𝑖𝑖و    𝑥𝑥𝑖𝑖روی    𝑇𝑇𝑖𝑖وسیلۀ ضرب چگالی شرطی  درستنمایی بهتابع  ( سهم  ۱
 :گرددزیر محاسبه می

(۱)  𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑖𝑖|𝑧𝑧𝑖𝑖; 𝜏𝜏)𝑓𝑓𝑍𝑍(𝑧𝑧𝑖𝑖; 𝜁𝜁), 
,𝜏𝜏)که در آن   𝜁𝜁)    در رابطۀ فوق چگالی توامبردار پارامترهای نامعلوم هستند و  (𝑇𝑇, 𝑍𝑍)  عنوان مدل کاملبه (Full Model)    برای سن(𝑥𝑥  تعریف ) همچنین به چگالی   شود، ومی

𝑇𝑇  شرطی شده روی𝑍𝑍 مدل جزئی (Partial Model)  عبارت شود.  گفته می𝑓𝑓𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑖𝑖|𝑧𝑧𝑖𝑖; 𝜏𝜏)  به این معنی است که فرد𝑥𝑥  ساله بعد از سن𝑥𝑥 + 𝑡𝑡 .دیگر زنده نیست ، 

𝑑𝑑𝑖𝑖ها سانسورشده از راست است ) شدۀ آنعمرهای مشاهدهبرای افرادی که طول = زیر  صورتبهدرستنمایی برای این افراد تابع سهم لذا  (، زمان دقیق فوت مشاهده نشده است. ۰
 شود:میمحاسبه 

(۲ ) 𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) = 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑧𝑧𝑖𝑖; 𝜏𝜏)𝑓𝑓𝑍𝑍(𝑧𝑧𝑖𝑖; 𝜁𝜁), 
,𝑆𝑆𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑖𝑖که  𝑧𝑧𝑖𝑖; 𝜏𝜏)   تابع بقا و بیانگر این است که فرد𝑥𝑥  ساله حداقل𝑡𝑡  :سال زنده مانده است و داریم 

(۳ ) 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑧𝑧𝑖𝑖; 𝜏𝜏) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {−∫ 𝜇𝜇𝑥𝑥𝑖𝑖+𝑠𝑠(𝑧𝑧𝑖𝑖; 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡𝑖𝑖

0
}, 

𝑥𝑥ام دارای سن  𝑖𝑖ومیر فرد  بیانگر شدت مرگ  𝜇𝜇𝑥𝑥𝑖𝑖+𝑠𝑠که   + 𝑠𝑠   ومیر، تابع احتمال و بقا، سهم مشارکت در تابع درستنمایی فرد است. با تلفیق این دو رابطه و ارتباط شدت مرگ
𝑖𝑖صورت زیر است:ام به 

(۴ ) 𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {−∫ 𝜇𝜇𝑥𝑥𝑖𝑖+𝑠𝑠(𝑧𝑧𝑖𝑖; 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡𝑖𝑖

0
} 𝜇𝜇𝑥𝑥𝑖𝑖+𝑡𝑡𝑖𝑖(𝑧𝑧𝑖𝑖; 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑖𝑖𝑓𝑓𝑍𝑍(𝑧𝑧𝑖𝑖; 𝜁𝜁). 

 :شودتبدیل می 𝜁𝜁و یک تابع از  𝜏𝜏درستنمایی به یک تابع ازتابع ، شود برای تمام افراد مشاهده 𝑍𝑍عناصراگر 

(۵ ) 𝐿𝐿(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) =∏𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {−∫ 𝜇𝜇𝑥𝑥𝑖𝑖+𝑠𝑠(𝑧𝑧𝑖𝑖; 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡𝑖𝑖

0
} 𝜇𝜇𝑥𝑥𝑖𝑖+𝑡𝑡𝑖𝑖(𝑧𝑧𝑖𝑖; 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑖𝑖

𝑖𝑖⏟                            
𝐿𝐿𝜏𝜏(𝜏𝜏)

∏𝑓𝑓𝑍𝑍(𝑧𝑧𝑖𝑖; 𝜁𝜁).   
𝑖𝑖⏟        

𝐿𝐿𝜁𝜁(𝜁𝜁)

 

که اگر بعضی از مشاهدات   شودمشاهده میبعد    شود. در بخشو توزیع متغیرهای کمکی در تحلیل رگرسیونی نادیده گرفته می  برآورد  𝜁𝜁صورت مستقل از  تواند بهمی   𝜏𝜏در این حالت  
𝑍𝑍𝑖𝑖 و پارامترهای   پذیر نیستگمشده باشند، این کار امکان𝜏𝜏 و  𝜁𝜁  .باید توأماً برآورد شوند  

 
 مشاهدات گمشده 

�)5(

ζ برآورد و توزیع  τ می‌تواند به‌صورت مستقل از  در این حالت 
متغیرهای کمکی در تحلیل رگرسیونی نادیده گرفته می‌شود. در بخش‌ 
iZ گمشده باشند، این  بعد مشاهده می‌شود که اگر بعضی از مشاهدات 

ζ باید توأماً برآورد شوند.  τ و  کار امکان‌پذیر نیست و پارامترهای 

مشاهدات گمشده
گمشده  داده‌های  با  داده‌ها،  مجموعه  از  بسیاری  بررسی‌  در 
مانند  مختلفی  به‌علل  می‌تواند  گمشدگی داده‌ها  می‌شویم.  روبه‌رو 
پاسخ داده‌نشده یا سانسورشده به‌وجود آید. حال فرض کنید بعضی 
Z برای برخی از افراد تحت مطالعه  از مولفه‌های متغیرهای کمکی 
دو  به    

, ,1( , , )i i p iZ Z Z= … بعدی   p بردار  لذا  هستند.  گمشده 
بردار  تابع چگالی  فرد  برای هر  تقسیم می‌‌شود.   mis

iZ و   obs
iZ بردار 

) به‌صورت زیر تجزیه می‌شود: ),obs mis
i i iZ Z Z= متغیرهای کمکی 

( ) ( ) ( )|
; | ; .obs mis obs

i i i i

obs mis obs
Z i i i iZ Z Z

f z f z f z zζ ζ= �)۶(

عبارت  لذا  تصادفی هستند،  دارای گمشدگی  متغیرهای کمکی 
 ،)۴( رابطۀ  نادیده گرفت. مشابه  را می‌توان   ( )|

| ;mis obs
i i

mis obs
i iZ Z

f z z ζ

میزان سهم درستنمایی برای هر فرد، بر پایۀ طول‌عمر مشاهده شدۀ 
obsZ به‌صورت  T، سن و مجموعۀ متغیرهای کمکی مشاهده‌شده 

زیر است:
( ),iL τ ζ = � )۷(

( ) ( ) ( )
0

, ; , ; , ; ,
i

i

i i i

miszi

t
dobs obs obs

x s i x t i Z i
S

exp µ z y ds µ z y f z y dyτ τ ζ+ +

  − 
  

∫ ∫

https://towardsdatascience.com/independent-and-identically-distributed-ce250ad1bfa8
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انتگرال   mis
iZ mis (State Space) از 

iz
S که روی فضای وضعیت 

گسسته  وضعیت  فضای  دارای   mis
iZ مولفه‌های  اگر  می‌شود.  گرفته 

mis تبدیل به مجموع خواهد شد. 
iz

S باشند، انتگرال روی 
نمی‌توان  را  کل  درستنمایی  تابع  گمشده،  داده‌های  حالت   در 
نمود.  عامل‌بندی   ζ و   τ از  تابع جداگانه  به دو   )۵( رابطه  مشابه 
ζ برآورد کرد و بایستی  τ را به‌طور مستقل از  بنابراین نمی‌توان 
متغیرهای  و  مشاهده‌شده  عمر  طول  برپایۀ  توأم  به‌صورت  را  آن‌ها 

کمکی برآورد نماییم.
ζ هر دو  τ و  همچنین زمانی‌که داده‌ها گمشده و پارامترهای 

نامعلوم هستند،  شناسایی‌پذیری مدل کامل را نمی‌توان تصدیق نمود.

نتایج و بحث
تحلیل و مدل‌بندی بر اساس داده‌های کامل

یک  اعضای  مشاهدات  برای  داده‌ها  مدل‌بندی  بخش  این  هدف 
برای هر عضو صندوق، دو متغیر کمکی  است.  بازنشستگی  صندوق 

وجود ‌دارد. این مجموعه دادۀ کامل نامیده می‌شوند.

مجموعه داده‌های کامل
مجموعه داده‌های کامل دارای مشخصه‌های زیر است:

 ۱۸۷۴۱ مستمری در حال پرداخت است،	
 مجموع سال‌های در معرض ریسک افراد برابر ۱۷۲۶۰۱/۴ 	
سال است،
 تعداد افراد فوت شده ۴۹۵۶ نفر است،	
 تا ۳۱ دسامبر ۲۰۰۹ 	 نوامبر ۱۹۹۲  از ۱۰  دورۀ مشاهده 

است،
 	 �B� با  را  مشاهده‌شده  فرد  هر  برای  سالانه  مزایای  مقدار 

نشان می‌دهیم که یک متغیر کمکی با دو سطح مزایای بالا و مزایای 
پایین است،
 مشخصات جغرافیایی جمعیتی برای هر فرد برپایۀ سیستم 	

C نمایش می‌دهیم و شامل سه سطح ۰ و  طبقه‌بندی موزاییک، را با 
۱ و ۲ است. سطح ۰ نمایندۀ محروم‌ترین مناطق و سطح ۲ مناطقی 

با کم‌ترین محرومیت است.

دو ایتم آخر، بردار متغیرهای کمکی  را تشکیل می‌دهند. در 
این مجموعه داده مزایا بر حسب پوند است و می‌توان با آن به‌عنوان 
به‌صورت متغیر  به چند دلیل آن‌را  اما  نمود،  متغیر پیوسته برخورد 
نشان   Macdonald et al. (2018) اول:  لحاظ می‌نماییم.  گسسته 
اعمال  دوم:  نیست.  مناسب  مدل  در  آن  استفادۀ مستقیم  که  دادند 
متغیر پیوسته به‌عنوان یک متغیر طبقه‌بندی شده، از لحاظ امساک 
Madrigal et al. (2011) :در رویکرد مدل‌بندی راحت‌تر است. سوم 

یک  بازنشستگی می‌تواند  حقوق  پایین  مقدار  که  کردند  مشاهده   
این  به  می‌تواند  که  بوده  فرد  ثروتمندی  برای  گمراه‌کننده  شاخص 
خدمات  برای  عضو(  مستخدم،  )یا  کارمند  یک  که  دهد  رخ  دلیل 
طولانی مدت حقوق پایینی داشته یا برای خدمات کوتاه مدت حقوق 

بالایی داشته است.

تجزیه و تحلیل مقدماتی داده‌ها
در این بخش ویژگی‌های مجموعه داده کامل را توصیف می‌کنیم. 
x/ در هر سال واحد از سن محاسبه و  xD E ابتدا نرخ خام مرگ‌ومیر 
در شکل ۱ نمایش داده‌شده است. نرخ‌های مرگ‌ومیر به‌طور جداگانه 
برای هر دو سطح مزایا )نمودار سمت چپ( و سه گروه مشخصات 
این  )نمودار سمت راست( رسم شده است. در  جغرافیایی جمعیتی 
x و   افرادی است که بین سن‌های دقیق  تعداد  بیانگر   xD نمودار 
  (Exposed to Risk) )در معرض ریسک  xE و  فوت شده‌اند  1x +
افراد بین این دو سن  بیانگر مجموع تمام زمان‌هایی است که تمام 

زنده هستند. براساس شکل ۱ سه نتیجه مهم حاصل می‌شود:
 تقریباً یک رابطۀ لگ-خطی بین سن و نرخ‌های مرگ‌ومیر 	
وجود دارد. 
 بین مزایای بالاتر و مرگ‌ومیر پایین‌تر ارتباط وجود دارد.	
 کم‌ترین 	 دارای  جمعیتی  جغرافیایی  مشخصات  بین 

محرومیت، با مرگ‌ومیر پایین‌تر ارتباط وجود دارد.

انتخاب مدل پارامتری
اختلاف  از  مدل،  داشتن  نگه  ساده  به‌منظور  و  مدل‌بندی  برای 
بالا  سنین  در  مختلف  گروه‌های  برای  مرگ‌ومیر  نرخ  بین  کوچک 

  
 
 
 
 

𝐃𝐃𝐱𝐱ومير  نمودار خام نرخ مرگ .1شكل  𝐄𝐄𝐱𝐱 بر اساس سن  
 

  

 بر اساس سن
x xD / E شکل 1. نمودار خام نرخ مرگ‌ومیر 
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خاص  گروه‌های  جداسازی  با   Gompertz مدل  از  و  چشم‌پوشی 
ام از رابطۀ  i استفاده می‌کنیم که در آن نیروی مرگ‌ومیر برای فرد 

زیر حاصل می‌شود:

( ) [ ]

[ ] [ ]1 21 2

1
, ; ,

1 1
i

i i

i b High
i i

c c

x
b c exp

α β γ
µ τ

δ δ
=

= =

+ +  =  + +  
�)۸(

 β پارامتر  نامعلوم،  بردار پارامترهای   

 
𝐃𝐃𝐱𝐱ومیر  نمودار خام نرخ مرگ .1شکل  𝐄𝐄𝐱𝐱⁄ بر ایاس ین 

 
 

 انتخاب مدل پارامتری 
های با جداسازی گروه  Gompertzاز مدل    وپوشی  های مختلف در سنین بالا چشمومیر برای گروهساده نگه داشتن مدل، از اختلاف کوچک بین نرخ مرگ  منظورهببندی و  برای مدل

 : شود می حاصلام از رابطۀ زیر 𝑖𝑖ومیر برای فرد  کنیم که در آن نیروی مرگخاص استفاده می
(۸ ) 𝜇𝜇(𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜏𝜏) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]}, 

𝜏𝜏که   = (𝛼𝛼, β, γ, 𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2)  پارامتر  ،  نامعلوم  رهایپارامت بردار𝛽𝛽  ریر سن،  یت𝛾𝛾  و  بالا    ریر مزایاییت𝛿𝛿1    و𝛿𝛿2  شدت  .  تابع  استمختلف    جمعیتی   جغرافیایی  مشخصات ریر  یت
,𝑆𝑆𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑖𝑖|𝑏𝑏𝑖𝑖متناظر با مدل بقای   8 هرابط در  ارائه شده ومیرمرگ 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜏𝜏)  گردداز رابطه زیر محاسبه میاست که: 

(۹ ) 

𝑆𝑆𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑖𝑖|𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜏𝜏) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− ∫ 𝜇𝜇𝑥𝑥+𝑠𝑠 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

0
}

= 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ]

+ 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2])}. 
 شود:حاصل می صورت زیر مانده بهعمر باقیتابع چگالی برای طول

(۱۰ ) 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑖𝑖|𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜏𝜏) = 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑖𝑖|𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜏𝜏)𝜇𝜇𝑥𝑥𝑖𝑖+𝑡𝑡𝑖𝑖(𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜏𝜏).  
exp (𝛼𝛼ومیر پایۀ  مرگ.  های متفاوت استومیر بین گروهبیانگر تفاوت نرخ مرگ  𝛿𝛿2و  𝛾𝛾  ،𝛿𝛿1  ( پارامترهای۸رابطۀ )  طبق + 𝛽𝛽𝛽𝛽)  ومیر برای فرد  بیانگر نرخ مرگ  ،در مدل𝑥𝑥 

 . ، استکندو در مناطق جغرافیایی جمعیتی با محرومیت بیشتر زندگی می ساله که دارای مزایا پایین
 

 های کامل نتایج تجربی برای مجموعه داده

  حاصل  مختلف  مدل  ۴  راستا  این  در.  پردازیممی   ،𝛿𝛿2و    𝛾𝛾  ،𝛿𝛿1پارامترهای    از  مناسب  هایترکیب  با  ایآشیانه  هایمدل  اسا   بر  8رابطه    در  مدل  برازش  بهترین  بررسی  به  ادامه  در
 :  است شده ارائه زیر جدول در ومیرمرگ نیروی اسا  بر هامدل این شود. ساختارمی

 ومیرمدل بر ایاس نیروی مرگ ۴. یاختار ۱جدول

ساختار مدل مدل 

𝐌𝐌𝟎𝟎 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞{𝛂𝛂 + 𝛃𝛃𝐱𝐱𝐢𝐢}; 

𝐌𝐌𝟏𝟏 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞{𝛂𝛂 + 𝛃𝛃𝐱𝐱𝐢𝐢 + 𝛄𝛄𝟙𝟙[𝐛𝐛𝐢𝐢=𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇]}; 

𝐌𝐌𝟐𝟐 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞{𝛂𝛂 + 𝛃𝛃𝐱𝐱𝐢𝐢 + 𝛅𝛅𝟏𝟏𝟙𝟙[𝐜𝐜𝐢𝐢=𝟏𝟏] + 𝛅𝛅𝟐𝟐𝟙𝟙[𝐜𝐜𝐢𝐢=𝟐𝟐]}; 

𝐌𝐌𝟑𝟑 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞{𝛂𝛂 + 𝛃𝛃𝐱𝐱𝐢𝐢 + 𝛄𝛄𝟙𝟙[𝐛𝐛𝐢𝐢=𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇] + 𝛅𝛅𝟏𝟏𝟙𝟙[𝐜𝐜𝐢𝐢=𝟏𝟏] + 𝛅𝛅𝟐𝟐𝟙𝟙[𝐜𝐜𝐢𝐢=𝟐𝟐]}. 

 
و مدل    (جمعیتی  جغرافیایی  مشخصاتترتیب مقدار مزایا و  یک متغیر کمکی )بهدارای  تنها    𝑀𝑀2و    𝑀𝑀1های  مدل،  یک مدل گومپرتز بدون متغیر کمکی  𝑀𝑀0مدل  ،  ۱جدول  در  

𝑀𝑀3    تنها برآورد    لذا( است.  ۵صورت رابطۀ )تابع درستنمایی به برای مجموعه دادۀ کامل، . را داردهر دو متغیر کمکی𝜏𝜏    نیاز است، پس کافی است فقط عامل𝐿𝐿𝜏𝜏(𝜏𝜏)    را درنظر
 :استصورت زیر به 𝑀𝑀3برای مدل  𝐿𝐿𝜏𝜏(𝜏𝜏)عنوان مثال رابطۀ را نادیده بگیریم. به 𝐿𝐿𝜁𝜁(𝜁𝜁)گرفته و 

که 
2δ تأثیر مشخصات جغرافیایی  1δ و  γ تأثیر مزایای بالا و  تأثیر سن، 
جمعیتی مختلف است.  تابع شدت مرگ‌ومیر ارائه شده در رابطه 8 
) است که از رابطه زیر محاسبه  | , ; )

ix i i iS t b c τ متناظر با مدل بقای 
می‌گردد:
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تابع چگالی برای طول‌عمر باقی‌مانده به‌صورت زیر حاصل می‌شود:

( ) ( ) ( )| , ; | , ; , ; . 
i i i ix i i i x i i i x t i if t b c S t b c b cτ τ µ τ+= �)۱۰(

نرخ  تفاوت  بیانگر   
2δ و  γ ، 1δ پارامترهای   )۸( رابطۀ  طبق 

 ( )exp xα β+ مرگ‌ومیر بین گروه‌های متفاوت است. مرگ‌ومیر پایۀ 
x ساله که دارای مزایا پایین  در مدل، بیانگر نرخ مرگ‌ومیر برای فرد 
و در مناطق جغرافیایی جمعیتی با محرومیت بیشتر زندگی می‌کند، 

است.

نتایج تجربی برای مجموعه داده‌های کامل
اساس  بر   8 رابطه  در  مدل  برازش  بهترین  بررسی  به  ادامه  در 

2δ γ و  ، 1δ مدل‌های آشیانه‌ای با ترکیب‌های مناسب از پارامترهای 
، می‌پردازیم. در این راستا ۴ مدل مختلف حاصل می‌شود. ساختار 

این مدل‌ها بر اساس نیروی مرگ‌ومیر در جدول زیر ارائه شده است: 
0M یک مدل گومپرتز بدون متغیر کمکی،  در جدول ‌‌۱، مدل 
تنها دارای یک متغیر کمکی )به‌ترتیب مقدار   2M 1M و  مدل‌های 
متغیر  دو  هر   3M مدل  و  جمعیتی(  جغرافیایی  مشخصات  و  مزایا 
کمکی را دارد. برای مجموعه دادۀ کامل، تابع درستنمایی به‌صورت 
τ نیاز است، پس کافی است فقط  رابطۀ )۵( است. لذا تنها برآورد 
) را نادیده بگیریم. به‌عنوان  )Lζ ζ )  را درنظر گرفته و  )Lτ τ عامل 

3M به‌صورت زیر است: ) برای مدل  )Lτ τ مثال رابطۀ 

( )
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لذا لگاریتم درستنمایی به‌صورت زیر حاصل می‌شود:
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حاصل  مشابه  به‌طریق  مدل‌ها  سایر  برای  درستنمایی  تابع 
بیزی  اطلاع  معیار  مدل‌ها،  برازش  نیکویی  بررسی  برای  می‌گردد. 
(Bayesian Information Criterion )(BIC) را محاسبه و آن‌ها با 
یکدیگر مقایسه می‌کنیم. این نتایج برای مجموعه داده‌های کامل در 

جدول ‌‌۲ ارائه شده‌است.
 B نتایج جدول 2، مدل‌های حاوی متغیرهای کمکی  براساس 
بهبود می‌بخشند.  را  برازش مدل  توأم(،  یا  )به‌صورت جداگانه   C و 
کمکی  متغیر  دو  هر  که  است   3M مدل  برای   BIC مقدار  کمترین 
 مدل بهتری برای داده‌های موجود است. برای 

3M را دارد. بنابراین 
به‌صورت  پواسون  انحراف  باقی‌مانده  مدل‌ها،  برازش  کیفیت  بررسی 

رابطه زیر محاسبه می‌شود:

(۱۱ ) 

𝐿𝐿𝜏𝜏(𝜏𝜏) = ∏ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− ∫ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑠𝑠) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1]
𝑡𝑡𝑖𝑖

۰𝑖𝑖

+ 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]} 𝑑𝑑𝑑𝑑} 

× 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]}
𝑑𝑑𝑖𝑖, 

 شود:میحاصل صورت زیر لگاریتم درستنمایی بهلذا 

(۱۲ ) 
 

𝑙𝑙(𝜏𝜏) = − ∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) exp (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ]

𝑖𝑖

+ 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2])} 

+ ∑ (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]).
𝑑𝑑𝑖𝑖=1

 

 
( را Bayesian Information Criterion )(BIC)معیار اطلاع بیزی    ،هامدلگردد. برای بررسی نیکویی برازش  طریق مشابه حاصل می ها بهتابع درستنمایی برای سایر مدل

 است.شده ارائه ۲جدول کامل در  هایهمجموعه داد براینتایج این  کنیم. با یکدیگر مقایسه می هامحاسبه و آن
 

 و برآورد خطای ایتاندارد برآورد پارامترها.   BIC، پارامترها، لگاریتم دریتنمایی برآورد. ۲جدول 
 α̂ β̂ γ̂ δ̂1 δ̂2 Lτ(τ) BIC مدل
M0 ۵۸/۱۱ - ۱۱/۰ - - - ۶۱/۲۰۵۹۲ - ۹۰/۴۱۲۰۴ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۹۹/۱۳۰ ۶۷/۱ - - - - - 
M1 ۵۴/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۸/۰ - - - ۸۸/۲۰۵۶۱ - ۲۷/۴۱۱۵۳ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۵۱/۱۳۱ ۶۸/۱ ۶۳/۱۳ - - - - 
M2 ۴۲/۱۱ - ۱۱/۰ - ۲۴/۰ - ۴۸/۰ - ۹۳/۲۰۵۲۸ - ۲۱/۴۱۰۹۷ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۹۷/۱۳۲ ۶۸/۱ - ۵۷/۳۳ ۰۴/۴۳ - - 
M3 ۴۱/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۱/۰ - ۲۲/۰ - ۴۳/۰ - ۶۹/۲۰۵۱۲ - ۵۷/۴۱۰۷۴ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۲۵/۱۳۳ ۶۹/۱ ۸۵/۳۶ ۷۵/۳۳ ۸۹/۴۳ - - 
 

که هر دو  است    𝑀𝑀3برای مدل   BICکمترین مقدار  .  بخشندمی، برازش مدل را بهبود  (مأنه یا تواصورت جداگبه)  𝐶𝐶و   𝐵𝐵  متغیرهای کمکی ی حاویهامدل،  2جدول براسا  نتایج  
 :شودصورت رابطه زیر محاسبه میبه انحراف پواسونمانده ها، باقیش مدلکیفیت برازی رای بررسبهای موجود است. مدل بهتری برای داده 𝑀𝑀3بنابراین  . دارد متغیر کمکی را 

(۱۳ ) 𝑟𝑟𝑖𝑖 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑑𝑑𝑖𝑖 − Λ𝑖𝑖)√2 [𝑑𝑑𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑑𝑑𝑖𝑖
Λ𝑖𝑖

− (𝑑𝑑𝑖𝑖 − Λ𝑖𝑖)], 

Λ𝑖𝑖و  ام  𝑖𝑖  ومیرها در سنمجموع تعداد مرگ𝑑𝑑𝑖𝑖   که = ∑ 𝜆𝜆𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗  پارامتر توزیع پواسون  . است   λ  برای مدل  𝑀𝑀1    و𝑖𝑖 = ۱, … , 𝑗𝑗و    ۴۴ = ۱, … , از رابطه زیر    ۱۸۷۴۱
 شود:محاسبه می

(۱۴ ) 
𝜆𝜆𝑖𝑖,𝑗𝑗 = (

exp (𝛽𝛽 min ((60 + 𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗), (𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖,𝑗𝑗 − 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗))) − 1
𝛽𝛽 )

× exp (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗 + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖,𝑗𝑗=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ]), 
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖,𝑗𝑗که  = 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗 + 𝑡𝑡𝑖𝑖,𝑗𝑗   وΛ𝑖𝑖 = ∑ 𝜆𝜆𝑖𝑖,𝑗𝑗

۱۸۷۴۱
𝑗𝑗=۱   ها در اطراف هماندیباق  شود کهرسم شده است. مشاهده می   2شکل ها در  برای همه مدل  انحراف پواسونمانده  است. باقی

 .کنندی تبعیت نمی صفر متمرکز و از مدل خاص
 

�)۱۳(

ومیرمدل بر اساس نیروی مرگ ۴. ساختار ۱جدول

 
ساختار مدل مدل 

𝐌𝐌𝟎𝟎 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞{𝛂𝛂 + 𝛃𝛃𝐱𝐱𝐢𝐢}; 

𝐌𝐌𝟏𝟏 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞{𝛂𝛂 + 𝛃𝛃𝐱𝐱𝐢𝐢 + 𝛄𝛄𝟙𝟙[𝐛𝐛𝐢𝐢=𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇]}; 

𝐌𝐌𝟐𝟐 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞{𝛂𝛂 + 𝛃𝛃𝐱𝐱𝐢𝐢 + 𝛅𝛅𝟏𝟏𝟙𝟙[𝐜𝐜𝐢𝐢=𝟏𝟏] + 𝛅𝛅𝟐𝟐𝟙𝟙[𝐜𝐜𝐢𝐢=𝟐𝟐]}; 

𝐌𝐌𝟑𝟑 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞{𝛂𝛂 + 𝛃𝛃𝐱𝐱𝐢𝐢 + 𝛄𝛄𝟙𝟙[𝐛𝐛𝐢𝐢=𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇] + 𝛅𝛅𝟏𝟏𝟙𝟙[𝐜𝐜𝐢𝐢=𝟏𝟏] + 𝛅𝛅𝟐𝟐𝟙𝟙[𝐜𝐜𝐢𝐢=𝟐𝟐]}. 

جدول۱. ساختار ۴ مدل بر اساس نیروی مرگ‌ومیر
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(۱۱ ) 

𝐿𝐿𝜏𝜏(𝜏𝜏) = ∏ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− ∫ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑠𝑠) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1]
𝑡𝑡𝑖𝑖

۰𝑖𝑖

+ 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]} 𝑑𝑑𝑑𝑑} 

× 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]}
𝑑𝑑𝑖𝑖, 

 شود:میحاصل صورت زیر لگاریتم درستنمایی بهلذا 

(۱۲ ) 
 

𝑙𝑙(𝜏𝜏) = − ∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) exp (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ]

𝑖𝑖

+ 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2])} 

+ ∑ (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]).
𝑑𝑑𝑖𝑖=1

 

 
( را Bayesian Information Criterion )(BIC)معیار اطلاع بیزی    ،هامدلگردد. برای بررسی نیکویی برازش  طریق مشابه حاصل می ها بهتابع درستنمایی برای سایر مدل

 است.شده ارائه ۲جدول کامل در  هایهمجموعه داد براینتایج این  کنیم. با یکدیگر مقایسه می هامحاسبه و آن
 

 و برآورد خطای ایتاندارد برآورد پارامترها.   BIC، پارامترها، لگاریتم دریتنمایی برآورد. ۲جدول 
 α̂ β̂ γ̂ δ̂1 δ̂2 Lτ(τ) BIC مدل
M0 ۵۸/۱۱ - ۱۱/۰ - - - ۶۱/۲۰۵۹۲ - ۹۰/۴۱۲۰۴ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۹۹/۱۳۰ ۶۷/۱ - - - - - 
M1 ۵۴/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۸/۰ - - - ۸۸/۲۰۵۶۱ - ۲۷/۴۱۱۵۳ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۵۱/۱۳۱ ۶۸/۱ ۶۳/۱۳ - - - - 
M2 ۴۲/۱۱ - ۱۱/۰ - ۲۴/۰ - ۴۸/۰ - ۹۳/۲۰۵۲۸ - ۲۱/۴۱۰۹۷ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۹۷/۱۳۲ ۶۸/۱ - ۵۷/۳۳ ۰۴/۴۳ - - 
M3 ۴۱/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۱/۰ - ۲۲/۰ - ۴۳/۰ - ۶۹/۲۰۵۱۲ - ۵۷/۴۱۰۷۴ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۲۵/۱۳۳ ۶۹/۱ ۸۵/۳۶ ۷۵/۳۳ ۸۹/۴۳ - - 
 

که هر دو  است    𝑀𝑀3برای مدل   BICکمترین مقدار  .  بخشندمی، برازش مدل را بهبود  (مأنه یا تواصورت جداگبه)  𝐶𝐶و   𝐵𝐵  متغیرهای کمکی ی حاویهامدل،  2جدول براسا  نتایج  
 :شودصورت رابطه زیر محاسبه میبه انحراف پواسونمانده ها، باقیش مدلکیفیت برازی رای بررسبهای موجود است. مدل بهتری برای داده 𝑀𝑀3بنابراین  . دارد متغیر کمکی را 

(۱۳ ) 𝑟𝑟𝑖𝑖 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑑𝑑𝑖𝑖 − Λ𝑖𝑖)√2 [𝑑𝑑𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑑𝑑𝑖𝑖
Λ𝑖𝑖

− (𝑑𝑑𝑖𝑖 − Λ𝑖𝑖)], 

Λ𝑖𝑖و  ام  𝑖𝑖  ومیرها در سنمجموع تعداد مرگ𝑑𝑑𝑖𝑖   که = ∑ 𝜆𝜆𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗  پارامتر توزیع پواسون  . است   λ  برای مدل  𝑀𝑀1    و𝑖𝑖 = ۱, … , 𝑗𝑗و    ۴۴ = ۱, … , از رابطه زیر    ۱۸۷۴۱
 شود:محاسبه می

(۱۴ ) 
𝜆𝜆𝑖𝑖,𝑗𝑗 = (

exp (𝛽𝛽 min ((60 + 𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗), (𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖,𝑗𝑗 − 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗))) − 1
𝛽𝛽 )

× exp (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗 + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖,𝑗𝑗=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ]), 
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖,𝑗𝑗که  = 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗 + 𝑡𝑡𝑖𝑖,𝑗𝑗   وΛ𝑖𝑖 = ∑ 𝜆𝜆𝑖𝑖,𝑗𝑗

۱۸۷۴۱
𝑗𝑗=۱   ها در اطراف هماندیباق  شود کهرسم شده است. مشاهده می   2شکل ها در  برای همه مدل  انحراف پواسونمانده  است. باقی

 .کنندی تبعیت نمی صفر متمرکز و از مدل خاص
 

ام و  i id مجموع تعداد مرگ‌ومیرها در سن  که 
و   

(۱۱ ) 

𝐿𝐿𝜏𝜏(𝜏𝜏) = ∏ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− ∫ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑠𝑠) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1]
𝑡𝑡𝑖𝑖

۰𝑖𝑖

+ 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]} 𝑑𝑑𝑑𝑑} 

× 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]}
𝑑𝑑𝑖𝑖, 

 شود:میحاصل صورت زیر لگاریتم درستنمایی بهلذا 

(۱۲ ) 
 

𝑙𝑙(𝜏𝜏) = − ∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) exp (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ]

𝑖𝑖

+ 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2])} 

+ ∑ (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]).
𝑑𝑑𝑖𝑖=1

 

 
( را Bayesian Information Criterion )(BIC)معیار اطلاع بیزی    ،هامدلگردد. برای بررسی نیکویی برازش  طریق مشابه حاصل می ها بهتابع درستنمایی برای سایر مدل

 است.شده ارائه ۲جدول کامل در  هایهمجموعه داد براینتایج این  کنیم. با یکدیگر مقایسه می هامحاسبه و آن
 

 و برآورد خطای ایتاندارد برآورد پارامترها.   BIC، پارامترها، لگاریتم دریتنمایی برآورد. ۲جدول 
 α̂ β̂ γ̂ δ̂1 δ̂2 Lτ(τ) BIC مدل
M0 ۵۸/۱۱ - ۱۱/۰ - - - ۶۱/۲۰۵۹۲ - ۹۰/۴۱۲۰۴ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۹۹/۱۳۰ ۶۷/۱ - - - - - 
M1 ۵۴/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۸/۰ - - - ۸۸/۲۰۵۶۱ - ۲۷/۴۱۱۵۳ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۵۱/۱۳۱ ۶۸/۱ ۶۳/۱۳ - - - - 
M2 ۴۲/۱۱ - ۱۱/۰ - ۲۴/۰ - ۴۸/۰ - ۹۳/۲۰۵۲۸ - ۲۱/۴۱۰۹۷ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۹۷/۱۳۲ ۶۸/۱ - ۵۷/۳۳ ۰۴/۴۳ - - 
M3 ۴۱/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۱/۰ - ۲۲/۰ - ۴۳/۰ - ۶۹/۲۰۵۱۲ - ۵۷/۴۱۰۷۴ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۲۵/۱۳۳ ۶۹/۱ ۸۵/۳۶ ۷۵/۳۳ ۸۹/۴۳ - - 
 

که هر دو  است    𝑀𝑀3برای مدل   BICکمترین مقدار  .  بخشندمی، برازش مدل را بهبود  (مأنه یا تواصورت جداگبه)  𝐶𝐶و   𝐵𝐵  متغیرهای کمکی ی حاویهامدل،  2جدول براسا  نتایج  
 :شودصورت رابطه زیر محاسبه میبه انحراف پواسونمانده ها، باقیش مدلکیفیت برازی رای بررسبهای موجود است. مدل بهتری برای داده 𝑀𝑀3بنابراین  . دارد متغیر کمکی را 

(۱۳ ) 𝑟𝑟𝑖𝑖 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑑𝑑𝑖𝑖 − Λ𝑖𝑖)√2 [𝑑𝑑𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑑𝑑𝑖𝑖
Λ𝑖𝑖

− (𝑑𝑑𝑖𝑖 − Λ𝑖𝑖)], 

Λ𝑖𝑖و  ام  𝑖𝑖  ومیرها در سنمجموع تعداد مرگ𝑑𝑑𝑖𝑖   که = ∑ 𝜆𝜆𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗  پارامتر توزیع پواسون  . است   λ  برای مدل  𝑀𝑀1    و𝑖𝑖 = ۱, … , 𝑗𝑗و    ۴۴ = ۱, … , از رابطه زیر    ۱۸۷۴۱
 شود:محاسبه می

(۱۴ ) 
𝜆𝜆𝑖𝑖,𝑗𝑗 = (

exp (𝛽𝛽 min ((60 + 𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗), (𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖,𝑗𝑗 − 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗))) − 1
𝛽𝛽 )

× exp (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗 + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖,𝑗𝑗=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ]), 
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖,𝑗𝑗که  = 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗 + 𝑡𝑡𝑖𝑖,𝑗𝑗   وΛ𝑖𝑖 = ∑ 𝜆𝜆𝑖𝑖,𝑗𝑗

۱۸۷۴۱
𝑗𝑗=۱   ها در اطراف هماندیباق  شود کهرسم شده است. مشاهده می   2شکل ها در  برای همه مدل  انحراف پواسونمانده  است. باقی
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و   
1M مدل  برای    

(۱۱ ) 

𝐿𝐿𝜏𝜏(𝜏𝜏) = ∏ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− ∫ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑠𝑠) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1]
𝑡𝑡𝑖𝑖

۰𝑖𝑖

+ 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]} 𝑑𝑑𝑑𝑑} 

× 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]}
𝑑𝑑𝑖𝑖, 

 شود:میحاصل صورت زیر لگاریتم درستنمایی بهلذا 

(۱۲ ) 
 

𝑙𝑙(𝜏𝜏) = − ∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) exp (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ]

𝑖𝑖

+ 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2])} 

+ ∑ (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]).
𝑑𝑑𝑖𝑖=1

 

 
( را Bayesian Information Criterion )(BIC)معیار اطلاع بیزی    ،هامدلگردد. برای بررسی نیکویی برازش  طریق مشابه حاصل می ها بهتابع درستنمایی برای سایر مدل

 است.شده ارائه ۲جدول کامل در  هایهمجموعه داد براینتایج این  کنیم. با یکدیگر مقایسه می هامحاسبه و آن
 

 و برآورد خطای ایتاندارد برآورد پارامترها.   BIC، پارامترها، لگاریتم دریتنمایی برآورد. ۲جدول 
 α̂ β̂ γ̂ δ̂1 δ̂2 Lτ(τ) BIC مدل
M0 ۵۸/۱۱ - ۱۱/۰ - - - ۶۱/۲۰۵۹۲ - ۹۰/۴۱۲۰۴ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۹۹/۱۳۰ ۶۷/۱ - - - - - 
M1 ۵۴/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۸/۰ - - - ۸۸/۲۰۵۶۱ - ۲۷/۴۱۱۵۳ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۵۱/۱۳۱ ۶۸/۱ ۶۳/۱۳ - - - - 
M2 ۴۲/۱۱ - ۱۱/۰ - ۲۴/۰ - ۴۸/۰ - ۹۳/۲۰۵۲۸ - ۲۱/۴۱۰۹۷ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۹۷/۱۳۲ ۶۸/۱ - ۵۷/۳۳ ۰۴/۴۳ - - 
M3 ۴۱/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۱/۰ - ۲۲/۰ - ۴۳/۰ - ۶۹/۲۰۵۱۲ - ۵۷/۴۱۰۷۴ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۲۵/۱۳۳ ۶۹/۱ ۸۵/۳۶ ۷۵/۳۳ ۸۹/۴۳ - - 
 

که هر دو  است    𝑀𝑀3برای مدل   BICکمترین مقدار  .  بخشندمی، برازش مدل را بهبود  (مأنه یا تواصورت جداگبه)  𝐶𝐶و   𝐵𝐵  متغیرهای کمکی ی حاویهامدل،  2جدول براسا  نتایج  
 :شودصورت رابطه زیر محاسبه میبه انحراف پواسونمانده ها، باقیش مدلکیفیت برازی رای بررسبهای موجود است. مدل بهتری برای داده 𝑀𝑀3بنابراین  . دارد متغیر کمکی را 

(۱۳ ) 𝑟𝑟𝑖𝑖 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑑𝑑𝑖𝑖 − Λ𝑖𝑖)√2 [𝑑𝑑𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑑𝑑𝑖𝑖
Λ𝑖𝑖

− (𝑑𝑑𝑖𝑖 − Λ𝑖𝑖)], 

Λ𝑖𝑖و  ام  𝑖𝑖  ومیرها در سنمجموع تعداد مرگ𝑑𝑑𝑖𝑖   که = ∑ 𝜆𝜆𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗  پارامتر توزیع پواسون  . است   λ  برای مدل  𝑀𝑀1    و𝑖𝑖 = ۱, … , 𝑗𝑗و    ۴۴ = ۱, … , از رابطه زیر    ۱۸۷۴۱
 شود:محاسبه می

(۱۴ ) 
𝜆𝜆𝑖𝑖,𝑗𝑗 = (

exp (𝛽𝛽 min ((60 + 𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗), (𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖,𝑗𝑗 − 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗))) − 1
𝛽𝛽 )

× exp (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗 + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖,𝑗𝑗=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ]), 
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖,𝑗𝑗که  = 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗 + 𝑡𝑡𝑖𝑖,𝑗𝑗   وΛ𝑖𝑖 = ∑ 𝜆𝜆𝑖𝑖,𝑗𝑗

۱۸۷۴۱
𝑗𝑗=۱   ها در اطراف هماندیباق  شود کهرسم شده است. مشاهده می   2شکل ها در  برای همه مدل  انحراف پواسونمانده  است. باقی
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پواسون  توزیع  پارامتر  است. 
 از رابطه زیر محاسبه می‌شود:

(۱۱ ) 

𝐿𝐿𝜏𝜏(𝜏𝜏) = ∏ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− ∫ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑠𝑠) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1]
𝑡𝑡𝑖𝑖

۰𝑖𝑖

+ 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]} 𝑑𝑑𝑑𝑑} 

× 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]}
𝑑𝑑𝑖𝑖, 

 شود:میحاصل صورت زیر لگاریتم درستنمایی بهلذا 

(۱۲ ) 
 

𝑙𝑙(𝜏𝜏) = − ∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) exp (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ]

𝑖𝑖

+ 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2])} 

+ ∑ (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]).
𝑑𝑑𝑖𝑖=1

 

 
( را Bayesian Information Criterion )(BIC)معیار اطلاع بیزی    ،هامدلگردد. برای بررسی نیکویی برازش  طریق مشابه حاصل می ها بهتابع درستنمایی برای سایر مدل

 است.شده ارائه ۲جدول کامل در  هایهمجموعه داد براینتایج این  کنیم. با یکدیگر مقایسه می هامحاسبه و آن
 

 و برآورد خطای ایتاندارد برآورد پارامترها.   BIC، پارامترها، لگاریتم دریتنمایی برآورد. ۲جدول 
 α̂ β̂ γ̂ δ̂1 δ̂2 Lτ(τ) BIC مدل
M0 ۵۸/۱۱ - ۱۱/۰ - - - ۶۱/۲۰۵۹۲ - ۹۰/۴۱۲۰۴ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۹۹/۱۳۰ ۶۷/۱ - - - - - 
M1 ۵۴/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۸/۰ - - - ۸۸/۲۰۵۶۱ - ۲۷/۴۱۱۵۳ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۵۱/۱۳۱ ۶۸/۱ ۶۳/۱۳ - - - - 
M2 ۴۲/۱۱ - ۱۱/۰ - ۲۴/۰ - ۴۸/۰ - ۹۳/۲۰۵۲۸ - ۲۱/۴۱۰۹۷ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۹۷/۱۳۲ ۶۸/۱ - ۵۷/۳۳ ۰۴/۴۳ - - 
M3 ۴۱/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۱/۰ - ۲۲/۰ - ۴۳/۰ - ۶۹/۲۰۵۱۲ - ۵۷/۴۱۰۷۴ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۲۵/۱۳۳ ۶۹/۱ ۸۵/۳۶ ۷۵/۳۳ ۸۹/۴۳ - - 
 

که هر دو  است    𝑀𝑀3برای مدل   BICکمترین مقدار  .  بخشندمی، برازش مدل را بهبود  (مأنه یا تواصورت جداگبه)  𝐶𝐶و   𝐵𝐵  متغیرهای کمکی ی حاویهامدل،  2جدول براسا  نتایج  
 :شودصورت رابطه زیر محاسبه میبه انحراف پواسونمانده ها، باقیش مدلکیفیت برازی رای بررسبهای موجود است. مدل بهتری برای داده 𝑀𝑀3بنابراین  . دارد متغیر کمکی را 

(۱۳ ) 𝑟𝑟𝑖𝑖 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑑𝑑𝑖𝑖 − Λ𝑖𝑖)√2 [𝑑𝑑𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑑𝑑𝑖𝑖
Λ𝑖𝑖

− (𝑑𝑑𝑖𝑖 − Λ𝑖𝑖)], 

Λ𝑖𝑖و  ام  𝑖𝑖  ومیرها در سنمجموع تعداد مرگ𝑑𝑑𝑖𝑖   که = ∑ 𝜆𝜆𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗  پارامتر توزیع پواسون  . است   λ  برای مدل  𝑀𝑀1    و𝑖𝑖 = ۱, … , 𝑗𝑗و    ۴۴ = ۱, … , از رابطه زیر    ۱۸۷۴۱
 شود:محاسبه می

(۱۴ ) 
𝜆𝜆𝑖𝑖,𝑗𝑗 = (

exp (𝛽𝛽 min ((60 + 𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗), (𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖,𝑗𝑗 − 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗))) − 1
𝛽𝛽 )

× exp (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗 + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖,𝑗𝑗=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ]), 
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖,𝑗𝑗که  = 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗 + 𝑡𝑡𝑖𝑖,𝑗𝑗   وΛ𝑖𝑖 = ∑ 𝜆𝜆𝑖𝑖,𝑗𝑗

۱۸۷۴۱
𝑗𝑗=۱   ها در اطراف هماندیباق  شود کهرسم شده است. مشاهده می   2شکل ها در  برای همه مدل  انحراف پواسونمانده  است. باقی
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 است. باقی‌مانده انحراف 

(۱۱ ) 

𝐿𝐿𝜏𝜏(𝜏𝜏) = ∏ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− ∫ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑠𝑠) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1]
𝑡𝑡𝑖𝑖

۰𝑖𝑖

+ 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]} 𝑑𝑑𝑑𝑑} 

× 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]}
𝑑𝑑𝑖𝑖, 

 شود:میحاصل صورت زیر لگاریتم درستنمایی بهلذا 

(۱۲ ) 
 

𝑙𝑙(𝜏𝜏) = − ∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) exp (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ]

𝑖𝑖

+ 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2])} 

+ ∑ (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]).
𝑑𝑑𝑖𝑖=1

 

 
( را Bayesian Information Criterion )(BIC)معیار اطلاع بیزی    ،هامدلگردد. برای بررسی نیکویی برازش  طریق مشابه حاصل می ها بهتابع درستنمایی برای سایر مدل

 است.شده ارائه ۲جدول کامل در  هایهمجموعه داد براینتایج این  کنیم. با یکدیگر مقایسه می هامحاسبه و آن
 

 و برآورد خطای ایتاندارد برآورد پارامترها.   BIC، پارامترها، لگاریتم دریتنمایی برآورد. ۲جدول 
 α̂ β̂ γ̂ δ̂1 δ̂2 Lτ(τ) BIC مدل
M0 ۵۸/۱۱ - ۱۱/۰ - - - ۶۱/۲۰۵۹۲ - ۹۰/۴۱۲۰۴ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۹۹/۱۳۰ ۶۷/۱ - - - - - 
M1 ۵۴/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۸/۰ - - - ۸۸/۲۰۵۶۱ - ۲۷/۴۱۱۵۳ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۵۱/۱۳۱ ۶۸/۱ ۶۳/۱۳ - - - - 
M2 ۴۲/۱۱ - ۱۱/۰ - ۲۴/۰ - ۴۸/۰ - ۹۳/۲۰۵۲۸ - ۲۱/۴۱۰۹۷ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۹۷/۱۳۲ ۶۸/۱ - ۵۷/۳۳ ۰۴/۴۳ - - 
M3 ۴۱/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۱/۰ - ۲۲/۰ - ۴۳/۰ - ۶۹/۲۰۵۱۲ - ۵۷/۴۱۰۷۴ 

σ̂(θ̂) × ۱۰۳ ۲۵/۱۳۳ ۶۹/۱ ۸۵/۳۶ ۷۵/۳۳ ۸۹/۴۳ - - 
 

که هر دو  است    𝑀𝑀3برای مدل   BICکمترین مقدار  .  بخشندمی، برازش مدل را بهبود  (مأنه یا تواصورت جداگبه)  𝐶𝐶و   𝐵𝐵  متغیرهای کمکی ی حاویهامدل،  2جدول براسا  نتایج  
 :شودصورت رابطه زیر محاسبه میبه انحراف پواسونمانده ها، باقیش مدلکیفیت برازی رای بررسبهای موجود است. مدل بهتری برای داده 𝑀𝑀3بنابراین  . دارد متغیر کمکی را 

(۱۳ ) 𝑟𝑟𝑖𝑖 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑑𝑑𝑖𝑖 − Λ𝑖𝑖)√2 [𝑑𝑑𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑑𝑑𝑖𝑖
Λ𝑖𝑖

− (𝑑𝑑𝑖𝑖 − Λ𝑖𝑖)], 

Λ𝑖𝑖و  ام  𝑖𝑖  ومیرها در سنمجموع تعداد مرگ𝑑𝑑𝑖𝑖   که = ∑ 𝜆𝜆𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗  پارامتر توزیع پواسون  . است   λ  برای مدل  𝑀𝑀1    و𝑖𝑖 = ۱, … , 𝑗𝑗و    ۴۴ = ۱, … , از رابطه زیر    ۱۸۷۴۱
 شود:محاسبه می

(۱۴ ) 
𝜆𝜆𝑖𝑖,𝑗𝑗 = (

exp (𝛽𝛽 min ((60 + 𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗), (𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖,𝑗𝑗 − 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗))) − 1
𝛽𝛽 )

× exp (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗 + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖,𝑗𝑗=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ]), 
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖,𝑗𝑗که  = 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑗𝑗 + 𝑡𝑡𝑖𝑖,𝑗𝑗   وΛ𝑖𝑖 = ∑ 𝜆𝜆𝑖𝑖,𝑗𝑗

۱۸۷۴۱
𝑗𝑗=۱   ها در اطراف هماندیباق  شود کهرسم شده است. مشاهده می   2شکل ها در  برای همه مدل  انحراف پواسونمانده  است. باقی

 .کنندی تبعیت نمی صفر متمرکز و از مدل خاص
 

, و  , ,i j i j i jla x t= + که 
مشاهده  است.  شده  رسم   2 شکل  در  مدل‌‌ها  همه  برای  پواسون 
خاصی  مدل  از  و  متمرکز  صفر  اطراف  در  باقی‌مانده‌ها  که  می‌شود 

تبعیت نمی‌کنند.‌
پارامترها که  برآورد  به مقادیر ویژۀ ماتریس هسین در  با توجه 
همگی منفی و از صفر دور هستند، لذا تمامی مدل‌ها شناسایی‌پذیر 
خواهند بود. همچنین باتوجه به مجموعه داده‌های کامل، توزیع توام 
C به‌وسیلۀ فراوانی نسبی آن‌ها که در جدول  B و  متغیرهای کمکی 
بردار  مقادیر  همان  مقادیر  این  است.  شده  برآورد  شده،  گزارش   3

 هستند.

 
 مدل  ۴هر انحرا: پوایون در برابر ین برای   مانده. نمودار باقی۲شکل 

 
 
 

 های هباتوجه به مجموعه دادهمچنین    .پذیر خواهند بودشناسایی  هالذا تمامی مدلاز صفر دور هستند،  همگی منفی و  با توجه به مقادیر ویژۀ ماتریس هسین در برآورد پارامترها که  
 .هستند ζاین مقادیر همان مقادیر بردار پارامتری   گزارش شده، برآورد شده است.  3جدول ها که در وسیلۀ فراوانی نسبی آنبه Cو  Bکامل، توزیع توام متغیرهای کمکی 

 
 

 برای طرح بازنشستگی جمعیتی جغرافیایی مشخصات. فراوانی نسبی یطح مزایا و ۳جدول 
 جغرافیایی مشخصات
 ( C) جمعیتی 

 ( Bسطح مزایا )

 (C) جمعیتی جغرافیایی مشخصات
 ۰ ۱ ۲ 

 ۷۵/۰ ۱۳/۰ ۴۳/۰ ۱۹/۰ پایین

 ۲۵/۰ ۰۹/۰ ۱۳/۰ ۰۳/۰ بالا 
۲۲/۰ ۵۶/۰ ۲۲/۰ ۱ 

 
 بندی بر اسا  مشاهدات گمشدهتحلیل و مدل 

طور تصادفی به چند بخش تقسیم و یکی از کنیم. برای این منظور مجموعه داده کامل را بهسازی میدر این بخش با استفاده از حذف برخی از اطلاعات افراد، دادۀ گمشده را شبیه
 کنیم. ها را در هر زیر مجموعه دادۀ کامل حذف میمتغیرهای کمکی یا هر دو آن

 
 تولید مجموعه داده حاوی مشاهدات گمشده 

نمایش    𝑃𝑃2و    𝑃𝑃1ها را با  صورت تصادفی به دو زیرمجموعه تقسیم و آن به  ، فرد است  𝑛𝑛که شامل  را  مشاهدات گمشده، مجموعه دادۀ کامل  حاوی    هایبرای تولید مجموعه داده
به  دهیممی 𝑛𝑛1ترتیب شاملکه هرکدام  = 𝑛𝑛2 و   ۹۳۷۰ = 𝑛𝑛1عضوهستند )۹۳۷۱ + 𝑛𝑛2 = 𝑛𝑛برای هر فرد در (. فرض می را مشاهده   𝐵𝐵تنها متغیر کمکی  𝑃𝑃1کنیم 

عنوان دو طرح بازنشستگی جداگانه درنظر  دو زیرمجموعۀ را بهاین  را حذف کردیم(.    𝐵𝐵را مشاهده کردیم )   𝐶𝐶تنها متغیر کمکی   𝑃𝑃2را حذف کردیم( و برای هر فرد در   𝐶𝐶کردیم )
  . هستیم أمصورت توها بهبندی آنمند به مدلگیریم که علاقهمی

  𝑃𝑃1ومیر یکسان برای اعضای توان یک قانون مرگمیو    ها وجود نداردهیچ ناهمگنی بین داده  لذا مجموعه دادۀ ترکیبی توسط یک منبع تولید شده )مجموعه داده کامل(،    از آنجائی که
 درنظرگرفت. 𝑃𝑃2و 

  مشخصاتکه    𝑃𝑃1شود. برای هر فرد در به یک مجموع متناهی روی فضای نمونۀ مشاهدات گمشده تبدیل می  7  های هستند، انتگرال در رابط که متغیرهای گمشده رستهدلیل اینبه
 است:صورت زیر درستنمایی بهتابع ، سهم است مشاهده نشده جمعیتی جغرافیایی

(۱۵ ) 𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) ∝ ∑ 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑖𝑖|𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐; 𝜏𝜏)µ𝑥𝑥𝑖𝑖+𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑖𝑖 (𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐; 𝜏𝜏)𝑓𝑓𝐵𝐵,𝐶𝐶(𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐; 𝜁𝜁)

𝑐𝑐∈{0,1,2}
. 

 فرم زیر است:که متغیر مزایا مشاهده نشده است، سهم تابع درستنمایی به 𝑃𝑃2برای اعضای و 

(۱۶ ) 𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) ∝ ∑ 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑖𝑖|𝑏𝑏, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜏𝜏)µ𝑥𝑥𝑖𝑖+𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑖𝑖 (𝑏𝑏, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜏𝜏)𝑓𝑓𝐵𝐵,𝐶𝐶(𝑏𝑏, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜁𝜁)

𝑏𝑏∈{𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿,𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ}
.  

 است:  صورت زیرتابع درستنمایی بهبنابراین 

پارامتری 

تحلیل و مدل‌بندی بر اساس مشاهدات گمشده
افراد، دادۀ  از اطلاعات  با استفاده از حذف برخی  در این بخش 
گمشده را شبیه‌سازی می‌کنیم. برای این منظور مجموعه داده کامل 
را به‌طور تصادفی به چند بخش تقسیم و یکی از متغیرهای کمکی یا 

هر دو آن‌ها را در هر زیر مجموعه دادۀ کامل حذف می‌کنیم.

تولید مجموعه داده حاوی مشاهدات گمشده
برای تولید مجموعه داده‌های حاوی مشاهدات گمشده، مجموعه 
دو  به  تصادفی  به‌صورت  است،  فرد   n شامل  که  را  کامل  دادۀ 
2P  نمایش می‌دهیم که هرکدام  1P و  زیرمجموعه تقسیم و آن‌ها را با 
 .) 1 2n n n+ =  عضوهستند )
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 های هباتوجه به مجموعه دادهمچنین    .پذیر خواهند بودشناسایی  هالذا تمامی مدلاز صفر دور هستند،  همگی منفی و  با توجه به مقادیر ویژۀ ماتریس هسین در برآورد پارامترها که  
 .هستند ζاین مقادیر همان مقادیر بردار پارامتری   گزارش شده، برآورد شده است.  3جدول ها که در وسیلۀ فراوانی نسبی آنبه Cو  Bکامل، توزیع توام متغیرهای کمکی 

 
 

 برای طرح بازنشستگی جمعیتی جغرافیایی مشخصات. فراوانی نسبی یطح مزایا و ۳جدول 
 جغرافیایی مشخصات
 ( C) جمعیتی 

 ( Bسطح مزایا )

 (C) جمعیتی جغرافیایی مشخصات
 ۰ ۱ ۲ 

 ۷۵/۰ ۱۳/۰ ۴۳/۰ ۱۹/۰ پایین

 ۲۵/۰ ۰۹/۰ ۱۳/۰ ۰۳/۰ بالا 
۲۲/۰ ۵۶/۰ ۲۲/۰ ۱ 

 
 بندی بر اسا  مشاهدات گمشدهتحلیل و مدل 

طور تصادفی به چند بخش تقسیم و یکی از کنیم. برای این منظور مجموعه داده کامل را بهسازی میدر این بخش با استفاده از حذف برخی از اطلاعات افراد، دادۀ گمشده را شبیه
 کنیم. ها را در هر زیر مجموعه دادۀ کامل حذف میمتغیرهای کمکی یا هر دو آن

 
 تولید مجموعه داده حاوی مشاهدات گمشده 

نمایش    𝑃𝑃2و    𝑃𝑃1ها را با  صورت تصادفی به دو زیرمجموعه تقسیم و آن به  ، فرد است  𝑛𝑛که شامل  را  مشاهدات گمشده، مجموعه دادۀ کامل  حاوی    هایبرای تولید مجموعه داده
به  دهیممی 𝑛𝑛1ترتیب شاملکه هرکدام  = 𝑛𝑛2 و   ۹۳۷۰ = 𝑛𝑛1عضوهستند )۹۳۷۱ + 𝑛𝑛2 = 𝑛𝑛برای هر فرد در (. فرض می را مشاهده   𝐵𝐵تنها متغیر کمکی  𝑃𝑃1کنیم 

عنوان دو طرح بازنشستگی جداگانه درنظر  دو زیرمجموعۀ را بهاین  را حذف کردیم(.    𝐵𝐵را مشاهده کردیم )   𝐶𝐶تنها متغیر کمکی   𝑃𝑃2را حذف کردیم( و برای هر فرد در   𝐶𝐶کردیم )
  . هستیم أمصورت توها بهبندی آنمند به مدلگیریم که علاقهمی

  𝑃𝑃1ومیر یکسان برای اعضای توان یک قانون مرگمیو    ها وجود نداردهیچ ناهمگنی بین داده  لذا مجموعه دادۀ ترکیبی توسط یک منبع تولید شده )مجموعه داده کامل(،    از آنجائی که
 درنظرگرفت. 𝑃𝑃2و 

  مشخصاتکه    𝑃𝑃1شود. برای هر فرد در به یک مجموع متناهی روی فضای نمونۀ مشاهدات گمشده تبدیل می  7  های هستند، انتگرال در رابط که متغیرهای گمشده رستهدلیل اینبه
 است:صورت زیر درستنمایی بهتابع ، سهم است مشاهده نشده جمعیتی جغرافیایی

(۱۵ ) 𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) ∝ ∑ 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑖𝑖|𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐; 𝜏𝜏)µ𝑥𝑥𝑖𝑖+𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑖𝑖 (𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐; 𝜏𝜏)𝑓𝑓𝐵𝐵,𝐶𝐶(𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐; 𝜁𝜁)

𝑐𝑐∈{0,1,2}
. 

 فرم زیر است:که متغیر مزایا مشاهده نشده است، سهم تابع درستنمایی به 𝑃𝑃2برای اعضای و 

(۱۶ ) 𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) ∝ ∑ 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑖𝑖|𝑏𝑏, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜏𝜏)µ𝑥𝑥𝑖𝑖+𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑖𝑖 (𝑏𝑏, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜏𝜏)𝑓𝑓𝐵𝐵,𝐶𝐶(𝑏𝑏, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜁𝜁)

𝑏𝑏∈{𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿,𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ}
.  

 است:  صورت زیرتابع درستنمایی بهبنابراین 

 و 
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 های هباتوجه به مجموعه دادهمچنین    .پذیر خواهند بودشناسایی  هالذا تمامی مدلاز صفر دور هستند،  همگی منفی و  با توجه به مقادیر ویژۀ ماتریس هسین در برآورد پارامترها که  
 .هستند ζاین مقادیر همان مقادیر بردار پارامتری   گزارش شده، برآورد شده است.  3جدول ها که در وسیلۀ فراوانی نسبی آنبه Cو  Bکامل، توزیع توام متغیرهای کمکی 

 
 

 برای طرح بازنشستگی جمعیتی جغرافیایی مشخصات. فراوانی نسبی یطح مزایا و ۳جدول 
 جغرافیایی مشخصات
 ( C) جمعیتی 

 ( Bسطح مزایا )

 (C) جمعیتی جغرافیایی مشخصات
 ۰ ۱ ۲ 

 ۷۵/۰ ۱۳/۰ ۴۳/۰ ۱۹/۰ پایین

 ۲۵/۰ ۰۹/۰ ۱۳/۰ ۰۳/۰ بالا 
۲۲/۰ ۵۶/۰ ۲۲/۰ ۱ 

 
 بندی بر اسا  مشاهدات گمشدهتحلیل و مدل 

طور تصادفی به چند بخش تقسیم و یکی از کنیم. برای این منظور مجموعه داده کامل را بهسازی میدر این بخش با استفاده از حذف برخی از اطلاعات افراد، دادۀ گمشده را شبیه
 کنیم. ها را در هر زیر مجموعه دادۀ کامل حذف میمتغیرهای کمکی یا هر دو آن

 
 تولید مجموعه داده حاوی مشاهدات گمشده 

نمایش    𝑃𝑃2و    𝑃𝑃1ها را با  صورت تصادفی به دو زیرمجموعه تقسیم و آن به  ، فرد است  𝑛𝑛که شامل  را  مشاهدات گمشده، مجموعه دادۀ کامل  حاوی    هایبرای تولید مجموعه داده
به  دهیممی 𝑛𝑛1ترتیب شاملکه هرکدام  = 𝑛𝑛2 و   ۹۳۷۰ = 𝑛𝑛1عضوهستند )۹۳۷۱ + 𝑛𝑛2 = 𝑛𝑛برای هر فرد در (. فرض می را مشاهده   𝐵𝐵تنها متغیر کمکی  𝑃𝑃1کنیم 

عنوان دو طرح بازنشستگی جداگانه درنظر  دو زیرمجموعۀ را بهاین  را حذف کردیم(.    𝐵𝐵را مشاهده کردیم )   𝐶𝐶تنها متغیر کمکی   𝑃𝑃2را حذف کردیم( و برای هر فرد در   𝐶𝐶کردیم )
  . هستیم أمصورت توها بهبندی آنمند به مدلگیریم که علاقهمی

  𝑃𝑃1ومیر یکسان برای اعضای توان یک قانون مرگمیو    ها وجود نداردهیچ ناهمگنی بین داده  لذا مجموعه دادۀ ترکیبی توسط یک منبع تولید شده )مجموعه داده کامل(،    از آنجائی که
 درنظرگرفت. 𝑃𝑃2و 

  مشخصاتکه    𝑃𝑃1شود. برای هر فرد در به یک مجموع متناهی روی فضای نمونۀ مشاهدات گمشده تبدیل می  7  های هستند، انتگرال در رابط که متغیرهای گمشده رستهدلیل اینبه
 است:صورت زیر درستنمایی بهتابع ، سهم است مشاهده نشده جمعیتی جغرافیایی

(۱۵ ) 𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) ∝ ∑ 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑖𝑖|𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐; 𝜏𝜏)µ𝑥𝑥𝑖𝑖+𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑖𝑖 (𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐; 𝜏𝜏)𝑓𝑓𝐵𝐵,𝐶𝐶(𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐; 𝜁𝜁)

𝑐𝑐∈{0,1,2}
. 

 فرم زیر است:که متغیر مزایا مشاهده نشده است، سهم تابع درستنمایی به 𝑃𝑃2برای اعضای و 

(۱۶ ) 𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) ∝ ∑ 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑖𝑖|𝑏𝑏, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜏𝜏)µ𝑥𝑥𝑖𝑖+𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑖𝑖 (𝑏𝑏, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜏𝜏)𝑓𝑓𝐵𝐵,𝐶𝐶(𝑏𝑏, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜁𝜁)

𝑏𝑏∈{𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿,𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ}
.  

 است:  صورت زیرتابع درستنمایی بهبنابراین 

به‌ترتیب شامل 
را مشاهده   B تنها متغیر کمکی  1P فرد در برای هر  فرض می‌کنیم 
 تنها متغیر کمکی

2P C را حذف کردیم( و برای هر فرد در کردیم )

را  زیرمجموعۀ  دو  این  را حذف کردیم(.   B ( را مشاهده کردیم   C
به‌عنوان دو طرح بازنشستگی جداگانه درنظر می‌گیریم که علاقه‌مند 

به مدل‌بندی آن‌ها به‌صورت توأم هستیم. 
تولید  منبع  یک  توسط  ترکیبی  دادۀ  مجموعه  که  آنجائی  از 
وجود  داده‌ها  بین  ناهمگنی  هیچ  لذا  کامل(،  داده  )مجموعه  شده 
 

2P و   
1P اعضای برای  یکسان  قانون مرگ‌ومیر  و می‌توان یک  ندارد 

درنظرگرفت.
در  انتگرال  هستند،  رسته‌ای  گمشده  متغیرهای  این‌که  به‌دلیل 
رابطه 7 به یک مجموع متناهی روی فضای نمونۀ مشاهدات گمشده 
 که مشخصات جغرافیایی جمعیتی 

1P تبدیل می‌شود. برای هر فرد در
مشاهده نشده است، سهم تابع درستنمایی به‌صورت زیر است:

( )
{ }

( ) ( ) ( ),
0,1,2

, | , ; , ; , ; .i

i i i

d
i x i i x t i B C i

c

L S t b c µ b c f b cτ ζ τ τ ζ+
∈

∝ ∑ �)۱۵(

 که متغیر مزایا مشاهده نشده است، سهم تابع 
2P و برای اعضای 

درستنمایی به‌فرم زیر است:

( )
{ }

( ) ( ) ( ),
,

, | , ; , ; , ; . i

i i i

d
i x i i x t i B C i

b Low High

L S t b c µ b c f b cτ ζ τ τ ζ+
∈

∝ ∑ �)۱۶(

بنابراین تابع درستنمایی به‌صورت زیر است:

( )
{ } { }1 2

, | , , , , . obs obs i i
i P i P

L t x b c d L Lτ ζ
∈ ∈

∝ ∏ ∏ �)۱۷(

ζ از تابع  τ از تابع مرگ‌ومیر، پارامتر هدف براورد توأم پارامتر
احتمال توأم برای سطوح مزایا و مشخصات جغرافیایی‌ جمعیتی است. 
C است.  B و  یک روش منطقی ساختن یک توزیع توأم مناسب برای 

شناسایی‌پذیری
پارامتری  بردار  شناسایی‌پذیری  برای  که  ریاضی  دو شرط  حال 
 لازم است را ارائه می‌کنیم. فرض می‌کنیم که هیچ‌کدام 

(۱۷ ) 𝐿𝐿(𝜏𝜏, 𝜁𝜁|𝑡𝑡, 𝑥𝑥, 𝑏𝑏𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑑𝑑) ∝ ∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃1}

∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃2}

.  

 مناسب م أیک توزیع تو ساختنمنطقی ش است. یک رو جمعیتی جغرافیایی مشخصاتم برای سطوح مزایا و أ از تابع احتمال تو 𝜁𝜁پارامتر  ،ومیراز تابع مرگ 𝜏𝜏پارامترهدف براورد توأم 
 . است 𝐶𝐶و   𝐵𝐵برای  
 

 پذیری شناسایی

θ  پذیری بردار پارامتریکه برای شناسایی  دو شرط ریاضی حال   = (𝜏𝜏, ζ)    کدام از متغیرهای کمکی که هیچ  کنیمفرض می .  کنیمارائه می لازم است را𝐵𝐵  و𝐶𝐶   برای یک فرد
،  مولفه  ۶( تابع چگالی احتمال آمیخته با  ۷رابطۀ )  راسا ب  . شوداست، ارائه می  (B,Cنتایج ممکن )آن تمام  توزیع آمیختۀ متناهی که اجزای    توسط  سهم درستنمایی  . اندمشاهده نشده

 :صورت زیر نوشتبه توانرا می

(۱۸ ) 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡; 𝜏𝜏, 𝜁𝜁) = 𝜁𝜁1𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏) + 𝜁𝜁2𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁3𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁4𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁5𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁6𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏).  

 : () پذیری مدل آمیختۀ متناهی لازم استط زیر برای شناساییوشر 
ℎ( باید تابع چگالی احتمال متفاوتی را نتیجه دهند. یعنی برای B,C، مقادیر متفاوت )عمرهای متفاوتسنین مختلف با طولبرای  .1 ≠ 𝑘𝑘  :باید داشته باشیم 

(۱۹ ) 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = ℎ; 𝜏𝜏) ≠ 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = 𝑘𝑘; 𝜏𝜏). 
 نتیجه دهند.بایستی ومیر متفاوتی را ( تابع مرگB,Cبقا، به این معنا است که مقادیر متفاوت ) که این شرط در مورد تابع

𝑗𝑗برای  𝜁𝜁𝑗𝑗مقادیر  .2 = ۱, … ۰صورت بایستی به ۶, < 𝜁𝜁𝑗𝑗 <  باشد. ۱
  . پذیر استشناسایی 18اگر دو شرط بالا برقرار شد، مدل آمیخته در رابطۀ  . () دیستنها لازم هستند، اما کافی نشرطشایان ذکر است که 

دست آیند که دارای توان بررسی نمود. هنگام برآورد پارامترهای مدل ممکن است برآوردهایی بههای دیگری نیز میپذیری مدل را از روشکه داده گمشده وجود دارد، شناساییزمانی
پذیر توان نتیجه گرفت مدل شناساییهای بسیار بزرگ و یا بسیار کوچک و نزدیک به صفر هستند و یا ممکن است برآوردها در فضای پارامتری موردنظر، تعریف نشوند، که می واریانس

  شده در مرحله برآوردیابی( نیز بررسی نمود. در صورتی که مقادیر ویژه )حاصل   (Hessian Matrix)  توان از طریق مقادیر ویژۀ ماتریس هسینپذیری را مینیست. همچنین شناسایی

(Eigenvalues) پذیر است.شود مدل آماری شناساییدست آیند، نتیجه میفر دور به، همگی منفی و از ص 
 الگوریتم برازش 

ها روی بردار پارامتری محدودیت  چگونهمسئلۀ کلی محاسباتی این است که    . آسانی صورت نگیردبه حداکثر رساندن تابع درستنمایی ممکن است  گمشده هستند، به  هاکه دادهزمانی
𝜁𝜁    را با توجه به توزیع توام𝐵𝐵    و𝐶𝐶  عناصر  نماییم  ، کنترل(𝜁𝜁    بهاند و مجموع آنشدهبین صفر و یک محدود .)سازی مقید معمولی ممکن است  همین دلایل هر بهینهها برابر یک است

 .شود ریو استوا شامل عدم پایداری
  به  مقید  سازیبهینه  مسئله  برای تبدیل  جدید  اصلاح  یک  درادامه.  نمودمی برآورد را برای برخی مسائل آسان  ارائه شد،    که ابتدا توسط    EMالگوریتم  
سازی . برای تبدیل مسئلۀ بهینهشودشود، ارائه میمتفاوت می  اولیۀ  مقادیر  به  نسبت  برآوردها  استواری  نیز  و  EM  الگوریتم  به  نسبت  ترسریع  منجر به همگرایی  قید که  بدون  سازیبهینه

این    شود. استفاده می  ارائه شد،  که توسط  Isometric Log-Ratio Transform  (ILR  )مقید به یک مسئلۀ بدون قید، از تبدیل نسبت لگاریتمی  
𝜁𝜁مجدد بردار   سازی پارامترهای ترکیبی برای  تحلیل دادهوهبیشتر در تجزی  و  بعدی است   ℝ𝑘𝑘−1بعدی ساده به فضای   kحاوی نگاشت حفظ فاصله از  تبدیل   = (𝜁𝜁1,… , 𝜁𝜁𝑘𝑘)  

 .شوداستفاده می

(۲۰ ) π = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼(𝜁𝜁) = Ψ𝑇𝑇log (ζ) 
𝑘𝑘یک بردار    πکه  − 𝑘𝑘)یک ماتریس با ابعاد   Ψبعدی و   ۱ × (𝑘𝑘 − ,𝜓𝜓1)های  است که ستون  ((۱ … , 𝜓𝜓𝑘𝑘−1)  را برای ابرصفحه از یکامتعامد  های  پایهℝ𝑘𝑘   متعامد 

 شود: صورت زیر تعریف میکه به دهندمیرا نشان  ۱واحدی  𝑘𝑘 به بردار

(۲۱ ) 𝜓𝜓𝑖𝑖 = √
𝑖𝑖
𝑖𝑖 + ۱

[
 
 
 
 ۱
𝑖𝑖 , …

۱
𝑖𝑖⏟  

𝑖𝑖 عنصر

, −1, ۰, … ,۰⏟  
  𝑘𝑘−𝑖𝑖−۱ عنصر

]
 
 
 
 
. 

 
 صورت زیر است: به 20در رابطه  ILRموجود، معکو  تبدیل  πبرای هر 𝜁𝜁 دست آوردن برای به

(۲۲ ) 𝜁𝜁 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼−1(𝜋𝜋) = [ exp (𝜓𝜓1𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

, … , exp (𝜓𝜓𝑘𝑘𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

]. 

 شود:های زیر میشامل گام پیشنهادی سازی الگوریتم بهینه لذا کنیم. به یک مسئلۀ بدون قید، استفاده می مقید سازیبرای تغییر مسئلۀ بهینه ILRحال از تبدیل 

سهم  نشده‌اند.  مشاهده  فرد  یک  برای   C و  B کمکی متغیرهای  از 
نتایج  درستنمایی توسط توزیع آمیختۀ متناهی که اجزای آن تمام 
چگالی  تابع   )۷( رابطۀ  براساس  می‌شود.  ارائه  است،   )B,C( ممکن 

و برآورد خطای استاندارد برآورد پارامترها.   پارامترها، لگاریتم درستنمایی،  برآورد. ۲جدول 

 α̂ β̂ γ̂ δ̂1 δ̂2 Lτ(τ) BIC مدل
M0 - - - ۶۱/۲۰۵۹۲ -۹۰/۴۱۲۰۴ 

σ̂(θ̂) × 103  - - - - - 
M1 ۲۸/۰ -- - ۸۸/۲۰۵۶۱ - ۲۷/۴۱۱۵۳ 

σ̂(θ̂) × 103  ۶۳/۱۳ - - - - 
M2 - ۲۴/۰ -۴۸/۰ -۹۳/۲۰۵۲۸ - ۲۱/۴۱۰۹۷ 

σ̂(θ̂) × 103  - ۵۷/۳۳ ۰۴/۴۳ - - 
M3 ۲۱/۰ - ۲۲/۰ -۴۳/۰ -۶۹/۲۰۵۱۲ - ۵۷/۴۱۰۷۴ 

σ̂(θ̂) × 103  ۸۵/۳۶ ۷۵/۳۳ ۸۹/۴۳ - - 

جدول ۲. برآورد پارامترها، لگاریتم درستنمایی، BIC و برآورد خطای استاندارد برآورد پارامترها.
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احتمال آمیخته با ۶ مولفه، را می‌توان به‌صورت زیر نوشت:

�)18(
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; , | , 0;
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= =

 شروط زیر برای شناسایی‌پذیری مدل آمیختۀ متناهی لازم است 
:)McLachlan and Peel, 2000(

متفاوت .1  مقادیر  متفاوت،  طول‌عمرهای  با  مختلف  سنین  برای 
)B,C( باید تابع چگالی احتمال متفاوتی را نتیجه دهند. یعنی برای 

h باید داشته باشیم: k≠

( )( ) ( )( )| , ; | , ; .x xf t b c h f t b c kτ τ= ≠ = �)۱۹(

مقادیر  که  است  معنا  این  به  بقا،  تابع  مورد  در  شرط  این  که 
متفاوت )B,C( تابع مرگ‌ومیر متفاوتی را بایستی نتیجه دهند.

 2. 

(۱۷ ) 𝐿𝐿(𝜏𝜏, 𝜁𝜁|𝑡𝑡, 𝑥𝑥, 𝑏𝑏𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑑𝑑) ∝ ∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃1}

∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃2}

.  

 مناسب م أیک توزیع تو ساختنمنطقی ش است. یک رو جمعیتی جغرافیایی مشخصاتم برای سطوح مزایا و أ از تابع احتمال تو 𝜁𝜁پارامتر  ،ومیراز تابع مرگ 𝜏𝜏پارامترهدف براورد توأم 
 . است 𝐶𝐶و   𝐵𝐵برای  
 

 پذیری شناسایی

θ  پذیری بردار پارامتریکه برای شناسایی  دو شرط ریاضی حال   = (𝜏𝜏, ζ)    کدام از متغیرهای کمکی که هیچ  کنیمفرض می .  کنیمارائه می لازم است را𝐵𝐵  و𝐶𝐶   برای یک فرد
،  مولفه  ۶( تابع چگالی احتمال آمیخته با  ۷رابطۀ )  راسا ب  . شوداست، ارائه می  (B,Cنتایج ممکن )آن تمام  توزیع آمیختۀ متناهی که اجزای    توسط  سهم درستنمایی  . اندمشاهده نشده

 :صورت زیر نوشتبه توانرا می

(۱۸ ) 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡; 𝜏𝜏, 𝜁𝜁) = 𝜁𝜁1𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏) + 𝜁𝜁2𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁3𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁4𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁5𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁6𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏).  

 : () پذیری مدل آمیختۀ متناهی لازم استط زیر برای شناساییوشر 
ℎ( باید تابع چگالی احتمال متفاوتی را نتیجه دهند. یعنی برای B,C، مقادیر متفاوت )عمرهای متفاوتسنین مختلف با طولبرای  .1 ≠ 𝑘𝑘  :باید داشته باشیم 

(۱۹ ) 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = ℎ; 𝜏𝜏) ≠ 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = 𝑘𝑘; 𝜏𝜏). 
 نتیجه دهند.بایستی ومیر متفاوتی را ( تابع مرگB,Cبقا، به این معنا است که مقادیر متفاوت ) که این شرط در مورد تابع

𝑗𝑗برای  𝜁𝜁𝑗𝑗مقادیر  .2 = ۱, … ۰صورت بایستی به ۶, < 𝜁𝜁𝑗𝑗 <  باشد. ۱
  . پذیر استشناسایی 18اگر دو شرط بالا برقرار شد، مدل آمیخته در رابطۀ  . () دیستنها لازم هستند، اما کافی نشرطشایان ذکر است که 

دست آیند که دارای توان بررسی نمود. هنگام برآورد پارامترهای مدل ممکن است برآوردهایی بههای دیگری نیز میپذیری مدل را از روشکه داده گمشده وجود دارد، شناساییزمانی
پذیر توان نتیجه گرفت مدل شناساییهای بسیار بزرگ و یا بسیار کوچک و نزدیک به صفر هستند و یا ممکن است برآوردها در فضای پارامتری موردنظر، تعریف نشوند، که می واریانس

  شده در مرحله برآوردیابی( نیز بررسی نمود. در صورتی که مقادیر ویژه )حاصل   (Hessian Matrix)  توان از طریق مقادیر ویژۀ ماتریس هسینپذیری را مینیست. همچنین شناسایی

(Eigenvalues) پذیر است.شود مدل آماری شناساییدست آیند، نتیجه میفر دور به، همگی منفی و از ص 
 الگوریتم برازش 

ها روی بردار پارامتری محدودیت  چگونهمسئلۀ کلی محاسباتی این است که    . آسانی صورت نگیردبه حداکثر رساندن تابع درستنمایی ممکن است  گمشده هستند، به  هاکه دادهزمانی
𝜁𝜁    را با توجه به توزیع توام𝐵𝐵    و𝐶𝐶  عناصر  نماییم  ، کنترل(𝜁𝜁    بهاند و مجموع آنشدهبین صفر و یک محدود .)سازی مقید معمولی ممکن است  همین دلایل هر بهینهها برابر یک است

 .شود ریو استوا شامل عدم پایداری
  به  مقید  سازیبهینه  مسئله  برای تبدیل  جدید  اصلاح  یک  درادامه.  نمودمی برآورد را برای برخی مسائل آسان  ارائه شد،    که ابتدا توسط    EMالگوریتم  
سازی . برای تبدیل مسئلۀ بهینهشودشود، ارائه میمتفاوت می  اولیۀ  مقادیر  به  نسبت  برآوردها  استواری  نیز  و  EM  الگوریتم  به  نسبت  ترسریع  منجر به همگرایی  قید که  بدون  سازیبهینه

این    شود. استفاده می  ارائه شد،  که توسط  Isometric Log-Ratio Transform  (ILR  )مقید به یک مسئلۀ بدون قید، از تبدیل نسبت لگاریتمی  
𝜁𝜁مجدد بردار   سازی پارامترهای ترکیبی برای  تحلیل دادهوهبیشتر در تجزی  و  بعدی است   ℝ𝑘𝑘−1بعدی ساده به فضای   kحاوی نگاشت حفظ فاصله از  تبدیل   = (𝜁𝜁1,… , 𝜁𝜁𝑘𝑘)  

 .شوداستفاده می

(۲۰ ) π = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼(𝜁𝜁) = Ψ𝑇𝑇log (ζ) 
𝑘𝑘یک بردار    πکه  − 𝑘𝑘)یک ماتریس با ابعاد   Ψبعدی و   ۱ × (𝑘𝑘 − ,𝜓𝜓1)های  است که ستون  ((۱ … , 𝜓𝜓𝑘𝑘−1)  را برای ابرصفحه از یکامتعامد  های  پایهℝ𝑘𝑘   متعامد 

 شود: صورت زیر تعریف میکه به دهندمیرا نشان  ۱واحدی  𝑘𝑘 به بردار

(۲۱ ) 𝜓𝜓𝑖𝑖 = √
𝑖𝑖
𝑖𝑖 + ۱

[
 
 
 
 ۱
𝑖𝑖 , …

۱
𝑖𝑖⏟  

𝑖𝑖 عنصر

, −1, ۰, … ,۰⏟  
  𝑘𝑘−𝑖𝑖−۱ عنصر

]
 
 
 
 
. 

 
 صورت زیر است: به 20در رابطه  ILRموجود، معکو  تبدیل  πبرای هر 𝜁𝜁 دست آوردن برای به

(۲۲ ) 𝜁𝜁 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼−1(𝜋𝜋) = [ exp (𝜓𝜓1𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

, … , exp (𝜓𝜓𝑘𝑘𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

]. 

 شود:های زیر میشامل گام پیشنهادی سازی الگوریتم بهینه لذا کنیم. به یک مسئلۀ بدون قید، استفاده می مقید سازیبرای تغییر مسئلۀ بهینه ILRحال از تبدیل 

به‌صورت  بایستی   

(۱۷ ) 𝐿𝐿(𝜏𝜏, 𝜁𝜁|𝑡𝑡, 𝑥𝑥, 𝑏𝑏𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑑𝑑) ∝ ∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃1}

∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃2}

.  

 مناسب م أیک توزیع تو ساختنمنطقی ش است. یک رو جمعیتی جغرافیایی مشخصاتم برای سطوح مزایا و أ از تابع احتمال تو 𝜁𝜁پارامتر  ،ومیراز تابع مرگ 𝜏𝜏پارامترهدف براورد توأم 
 . است 𝐶𝐶و   𝐵𝐵برای  
 

 پذیری شناسایی

θ  پذیری بردار پارامتریکه برای شناسایی  دو شرط ریاضی حال   = (𝜏𝜏, ζ)    کدام از متغیرهای کمکی که هیچ  کنیمفرض می .  کنیمارائه می لازم است را𝐵𝐵  و𝐶𝐶   برای یک فرد
،  مولفه  ۶( تابع چگالی احتمال آمیخته با  ۷رابطۀ )  راسا ب  . شوداست، ارائه می  (B,Cنتایج ممکن )آن تمام  توزیع آمیختۀ متناهی که اجزای    توسط  سهم درستنمایی  . اندمشاهده نشده

 :صورت زیر نوشتبه توانرا می

(۱۸ ) 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡; 𝜏𝜏, 𝜁𝜁) = 𝜁𝜁1𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏) + 𝜁𝜁2𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁3𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁4𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁5𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁6𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏).  

 : () پذیری مدل آمیختۀ متناهی لازم استط زیر برای شناساییوشر 
ℎ( باید تابع چگالی احتمال متفاوتی را نتیجه دهند. یعنی برای B,C، مقادیر متفاوت )عمرهای متفاوتسنین مختلف با طولبرای  .1 ≠ 𝑘𝑘  :باید داشته باشیم 

(۱۹ ) 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = ℎ; 𝜏𝜏) ≠ 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = 𝑘𝑘; 𝜏𝜏). 
 نتیجه دهند.بایستی ومیر متفاوتی را ( تابع مرگB,Cبقا، به این معنا است که مقادیر متفاوت ) که این شرط در مورد تابع

𝑗𝑗برای  𝜁𝜁𝑗𝑗مقادیر  .2 = ۱, … ۰صورت بایستی به ۶, < 𝜁𝜁𝑗𝑗 <  باشد. ۱
  . پذیر استشناسایی 18اگر دو شرط بالا برقرار شد، مدل آمیخته در رابطۀ  . () دیستنها لازم هستند، اما کافی نشرطشایان ذکر است که 

دست آیند که دارای توان بررسی نمود. هنگام برآورد پارامترهای مدل ممکن است برآوردهایی بههای دیگری نیز میپذیری مدل را از روشکه داده گمشده وجود دارد، شناساییزمانی
پذیر توان نتیجه گرفت مدل شناساییهای بسیار بزرگ و یا بسیار کوچک و نزدیک به صفر هستند و یا ممکن است برآوردها در فضای پارامتری موردنظر، تعریف نشوند، که می واریانس

  شده در مرحله برآوردیابی( نیز بررسی نمود. در صورتی که مقادیر ویژه )حاصل   (Hessian Matrix)  توان از طریق مقادیر ویژۀ ماتریس هسینپذیری را مینیست. همچنین شناسایی

(Eigenvalues) پذیر است.شود مدل آماری شناساییدست آیند، نتیجه میفر دور به، همگی منفی و از ص 
 الگوریتم برازش 

ها روی بردار پارامتری محدودیت  چگونهمسئلۀ کلی محاسباتی این است که    . آسانی صورت نگیردبه حداکثر رساندن تابع درستنمایی ممکن است  گمشده هستند، به  هاکه دادهزمانی
𝜁𝜁    را با توجه به توزیع توام𝐵𝐵    و𝐶𝐶  عناصر  نماییم  ، کنترل(𝜁𝜁    بهاند و مجموع آنشدهبین صفر و یک محدود .)سازی مقید معمولی ممکن است  همین دلایل هر بهینهها برابر یک است

 .شود ریو استوا شامل عدم پایداری
  به  مقید  سازیبهینه  مسئله  برای تبدیل  جدید  اصلاح  یک  درادامه.  نمودمی برآورد را برای برخی مسائل آسان  ارائه شد،    که ابتدا توسط    EMالگوریتم  
سازی . برای تبدیل مسئلۀ بهینهشودشود، ارائه میمتفاوت می  اولیۀ  مقادیر  به  نسبت  برآوردها  استواری  نیز  و  EM  الگوریتم  به  نسبت  ترسریع  منجر به همگرایی  قید که  بدون  سازیبهینه

این    شود. استفاده می  ارائه شد،  که توسط  Isometric Log-Ratio Transform  (ILR  )مقید به یک مسئلۀ بدون قید، از تبدیل نسبت لگاریتمی  
𝜁𝜁مجدد بردار   سازی پارامترهای ترکیبی برای  تحلیل دادهوهبیشتر در تجزی  و  بعدی است   ℝ𝑘𝑘−1بعدی ساده به فضای   kحاوی نگاشت حفظ فاصله از  تبدیل   = (𝜁𝜁1,… , 𝜁𝜁𝑘𝑘)  

 .شوداستفاده می

(۲۰ ) π = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼(𝜁𝜁) = Ψ𝑇𝑇log (ζ) 
𝑘𝑘یک بردار    πکه  − 𝑘𝑘)یک ماتریس با ابعاد   Ψبعدی و   ۱ × (𝑘𝑘 − ,𝜓𝜓1)های  است که ستون  ((۱ … , 𝜓𝜓𝑘𝑘−1)  را برای ابرصفحه از یکامتعامد  های  پایهℝ𝑘𝑘   متعامد 

 شود: صورت زیر تعریف میکه به دهندمیرا نشان  ۱واحدی  𝑘𝑘 به بردار

(۲۱ ) 𝜓𝜓𝑖𝑖 = √
𝑖𝑖
𝑖𝑖 + ۱

[
 
 
 
 ۱
𝑖𝑖 , …

۱
𝑖𝑖⏟  

𝑖𝑖 عنصر

, −1, ۰, … ,۰⏟  
  𝑘𝑘−𝑖𝑖−۱ عنصر

]
 
 
 
 
. 

 
 صورت زیر است: به 20در رابطه  ILRموجود، معکو  تبدیل  πبرای هر 𝜁𝜁 دست آوردن برای به

(۲۲ ) 𝜁𝜁 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼−1(𝜋𝜋) = [ exp (𝜓𝜓1𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

, … , exp (𝜓𝜓𝑘𝑘𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

]. 

 شود:های زیر میشامل گام پیشنهادی سازی الگوریتم بهینه لذا کنیم. به یک مسئلۀ بدون قید، استفاده می مقید سازیبرای تغییر مسئلۀ بهینه ILRحال از تبدیل 

برای   jζ مقادیر
باشد.

نیستند  کافی  اما  هستند،  لازم  شرط‌ها  که  است  ذکر  ‌شایان 
مدل  برقرار شد،  بالا  دو شرط  اگر   .)Titterington et al., 1985(

آمیخته در رابطۀ 18 شناسایی‌پذیر است. 
از  را  مدل  شناسایی‌پذیری  دارد،  وجود  گمشده  داده  زمانی‌که 
روش‌های دیگری نیز می‌توان بررسی نمود. هنگام برآورد پارامترهای 
واریانس‌های  دارای  که  آیند  به‌دست  برآوردهایی  است  ممکن  مدل 
بسیار بزرگ و یا بسیار کوچک و نزدیک به صفر هستند و یا ممکن 
است برآوردها در فضای پارامتری موردنظر، تعریف نشوند، که می‌توان 
نتیجه گرفت مدل شناسایی‌پذیر نیست. همچنین شناسایی‌پذیری را 
 )Hessian Matrix( هسین ماتریس  ویژۀ  مقادیر  طریق  از  می‌توان 
نیز بررسی نمود. در صورتی که  برآوردیابی(  )حاصل‌شده در مرحله 
به‌دست  دور  صفر  از  و  منفی  همگی   ،)Eigenvalues( ویژه  مقادیر 

آیند، نتیجه می‌شود مدل آماری شناسایی‌پذیر است.

الگوریتم برازش
تابع  رساندن  به‌حداکثر  هستند،  گمشده  داده‌ها  زمانی‌که 
کلی  مسئلۀ  نگیرد.  صورت  به‌آسانی  است  ممکن  درستنمایی 
 ζ محاسباتی این است که چگونه محدودیت‌ها روی بردار پارامتری 
ζ بین  ، کنترل نماییم )عناصر  C B و  را با توجه به توزیع توام 
صفر و یک محدود شده‌اند و مجموع آن‌ها برابر یک است(. به‌همین 
دلایل هر بهینه‌سازی مقید معمولی ممکن است شامل عدم پایداری 

و استواری شود.
الگوریتم EM که ابتدا توسط Dempster et al. (1997) ارائه 

  
 
 
 

  مدل  4هر انحراف پواسون در برابر سن براي   مانده. نمودار باقي2شكل 
 

فراوانی نسبی سطح مزایا و مشخصات جغرافیایی جمعیتی برای طرح بازنشستگی. ۳جدول 

 
 مشخصات جغرافیایی

 ( جمعیتی ) 
 ( سطح مزایا )

 (مشخصات جغرافیایی جمعیتی )
 ۰ ۱ ۲ 

 ۷۵/۰ ۱۳/۰ ۴۳/۰ ۱۹/۰ پایین

 ۲۵/۰ ۰۹/۰ ۱۳/۰ ۰۳/۰ بال 
۲۲/۰ ۵۶/۰ ۲۲/۰ ۱ 

شکل ۲. نمودار باقی‌مانده انحراف پواسون در برابر سن برای هر ۴ مدل

جدول ۳. فراوانی نسبی سطح مزایا و مشخصات جغرافیایی جمعیتی برای طرح بازنشستگی‌
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شد، برآورد را برای برخی مسائل آسان می‌نمود. درادامه یک اصلاح 
جدید برای تبدیل مسئله بهینه‌سازی مقید به بهینه‌سازی بدون قید 
که منجر به همگرایی سریع‌تر نسبت به الگوریتم EM و نیز استواری 
می‌شود.  ارائه  می‌شود،  متفاوت  اولیۀ  مقادیر  به  نسبت  برآوردها 
از  قید،  بدون  مسئلۀ  یک  به  مقید  بهینه‌سازی  مسئلۀ  تبدیل  برای 
 Isometric Log-Ratio Transform (ILR) تبدیل نسبت لگاریتمی 
می‌شود.  استفاده  شد،  ارائه   Egozcue et al. (2003) توسط  که 
فضای  به  ساده  بعدی   k از  فاصله  حفظ  نگاشت  حاوی  تبدیل  این 
 بعدی است و بیشتر در تجزیه‌و‌تحلیل داده‌های ترکیبی برای 

(۱۷ ) 𝐿𝐿(𝜏𝜏, 𝜁𝜁|𝑡𝑡, 𝑥𝑥, 𝑏𝑏𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑑𝑑) ∝ ∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃1}

∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃2}

.  

 مناسب م أیک توزیع تو ساختنمنطقی ش است. یک رو جمعیتی جغرافیایی مشخصاتم برای سطوح مزایا و أ از تابع احتمال تو 𝜁𝜁پارامتر  ،ومیراز تابع مرگ 𝜏𝜏پارامترهدف براورد توأم 
 . است 𝐶𝐶و   𝐵𝐵برای  
 

 پذیری شناسایی

θ  پذیری بردار پارامتریکه برای شناسایی  دو شرط ریاضی حال   = (𝜏𝜏, ζ)    کدام از متغیرهای کمکی که هیچ  کنیمفرض می .  کنیمارائه می لازم است را𝐵𝐵  و𝐶𝐶   برای یک فرد
،  مولفه  ۶( تابع چگالی احتمال آمیخته با  ۷رابطۀ )  راسا ب  . شوداست، ارائه می  (B,Cنتایج ممکن )آن تمام  توزیع آمیختۀ متناهی که اجزای    توسط  سهم درستنمایی  . اندمشاهده نشده

 :صورت زیر نوشتبه توانرا می

(۱۸ ) 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡; 𝜏𝜏, 𝜁𝜁) = 𝜁𝜁1𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏) + 𝜁𝜁2𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁3𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁4𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁5𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁6𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏).  

 : () پذیری مدل آمیختۀ متناهی لازم استط زیر برای شناساییوشر 
ℎ( باید تابع چگالی احتمال متفاوتی را نتیجه دهند. یعنی برای B,C، مقادیر متفاوت )عمرهای متفاوتسنین مختلف با طولبرای  .1 ≠ 𝑘𝑘  :باید داشته باشیم 

(۱۹ ) 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = ℎ; 𝜏𝜏) ≠ 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = 𝑘𝑘; 𝜏𝜏). 
 نتیجه دهند.بایستی ومیر متفاوتی را ( تابع مرگB,Cبقا، به این معنا است که مقادیر متفاوت ) که این شرط در مورد تابع

𝑗𝑗برای  𝜁𝜁𝑗𝑗مقادیر  .2 = ۱, … ۰صورت بایستی به ۶, < 𝜁𝜁𝑗𝑗 <  باشد. ۱
  . پذیر استشناسایی 18اگر دو شرط بالا برقرار شد، مدل آمیخته در رابطۀ  . () دیستنها لازم هستند، اما کافی نشرطشایان ذکر است که 

دست آیند که دارای توان بررسی نمود. هنگام برآورد پارامترهای مدل ممکن است برآوردهایی بههای دیگری نیز میپذیری مدل را از روشکه داده گمشده وجود دارد، شناساییزمانی
پذیر توان نتیجه گرفت مدل شناساییهای بسیار بزرگ و یا بسیار کوچک و نزدیک به صفر هستند و یا ممکن است برآوردها در فضای پارامتری موردنظر، تعریف نشوند، که می واریانس

  شده در مرحله برآوردیابی( نیز بررسی نمود. در صورتی که مقادیر ویژه )حاصل   (Hessian Matrix)  توان از طریق مقادیر ویژۀ ماتریس هسینپذیری را مینیست. همچنین شناسایی

(Eigenvalues) پذیر است.شود مدل آماری شناساییدست آیند، نتیجه میفر دور به، همگی منفی و از ص 
 الگوریتم برازش 

ها روی بردار پارامتری محدودیت  چگونهمسئلۀ کلی محاسباتی این است که    . آسانی صورت نگیردبه حداکثر رساندن تابع درستنمایی ممکن است  گمشده هستند، به  هاکه دادهزمانی
𝜁𝜁    را با توجه به توزیع توام𝐵𝐵    و𝐶𝐶  عناصر  نماییم  ، کنترل(𝜁𝜁    بهاند و مجموع آنشدهبین صفر و یک محدود .)سازی مقید معمولی ممکن است  همین دلایل هر بهینهها برابر یک است

 .شود ریو استوا شامل عدم پایداری
  به  مقید  سازیبهینه  مسئله  برای تبدیل  جدید  اصلاح  یک  درادامه.  نمودمی برآورد را برای برخی مسائل آسان  ارائه شد،    که ابتدا توسط    EMالگوریتم  
سازی . برای تبدیل مسئلۀ بهینهشودشود، ارائه میمتفاوت می  اولیۀ  مقادیر  به  نسبت  برآوردها  استواری  نیز  و  EM  الگوریتم  به  نسبت  ترسریع  منجر به همگرایی  قید که  بدون  سازیبهینه

این    شود. استفاده می  ارائه شد،  که توسط  Isometric Log-Ratio Transform  (ILR  )مقید به یک مسئلۀ بدون قید، از تبدیل نسبت لگاریتمی  
𝜁𝜁مجدد بردار   سازی پارامترهای ترکیبی برای  تحلیل دادهوهبیشتر در تجزی  و  بعدی است   ℝ𝑘𝑘−1بعدی ساده به فضای   kحاوی نگاشت حفظ فاصله از  تبدیل   = (𝜁𝜁1,… , 𝜁𝜁𝑘𝑘)  

 .شوداستفاده می

(۲۰ ) π = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼(𝜁𝜁) = Ψ𝑇𝑇log (ζ) 
𝑘𝑘یک بردار    πکه  − 𝑘𝑘)یک ماتریس با ابعاد   Ψبعدی و   ۱ × (𝑘𝑘 − ,𝜓𝜓1)های  است که ستون  ((۱ … , 𝜓𝜓𝑘𝑘−1)  را برای ابرصفحه از یکامتعامد  های  پایهℝ𝑘𝑘   متعامد 

 شود: صورت زیر تعریف میکه به دهندمیرا نشان  ۱واحدی  𝑘𝑘 به بردار

(۲۱ ) 𝜓𝜓𝑖𝑖 = √
𝑖𝑖
𝑖𝑖 + ۱

[
 
 
 
 ۱
𝑖𝑖 , …

۱
𝑖𝑖⏟  

𝑖𝑖 عنصر

, −1, ۰, … ,۰⏟  
  𝑘𝑘−𝑖𝑖−۱ عنصر

]
 
 
 
 
. 

 
 صورت زیر است: به 20در رابطه  ILRموجود، معکو  تبدیل  πبرای هر 𝜁𝜁 دست آوردن برای به

(۲۲ ) 𝜁𝜁 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼−1(𝜋𝜋) = [ exp (𝜓𝜓1𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

, … , exp (𝜓𝜓𝑘𝑘𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

]. 

 شود:های زیر میشامل گام پیشنهادی سازی الگوریتم بهینه لذا کنیم. به یک مسئلۀ بدون قید، استفاده می مقید سازیبرای تغییر مسئلۀ بهینه ILRحال از تبدیل 

) استفاده می‌شود. )1, , kζ ζ ζ= … پارامتر‌سازی مجدد بردار

(۱۷ ) 𝐿𝐿(𝜏𝜏, 𝜁𝜁|𝑡𝑡, 𝑥𝑥, 𝑏𝑏𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑑𝑑) ∝ ∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃1}

∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃2}

.  

 مناسب م أیک توزیع تو ساختنمنطقی ش است. یک رو جمعیتی جغرافیایی مشخصاتم برای سطوح مزایا و أ از تابع احتمال تو 𝜁𝜁پارامتر  ،ومیراز تابع مرگ 𝜏𝜏پارامترهدف براورد توأم 
 . است 𝐶𝐶و   𝐵𝐵برای  
 

 پذیری شناسایی

θ  پذیری بردار پارامتریکه برای شناسایی  دو شرط ریاضی حال   = (𝜏𝜏, ζ)    کدام از متغیرهای کمکی که هیچ  کنیمفرض می .  کنیمارائه می لازم است را𝐵𝐵  و𝐶𝐶   برای یک فرد
،  مولفه  ۶( تابع چگالی احتمال آمیخته با  ۷رابطۀ )  راسا ب  . شوداست، ارائه می  (B,Cنتایج ممکن )آن تمام  توزیع آمیختۀ متناهی که اجزای    توسط  سهم درستنمایی  . اندمشاهده نشده

 :صورت زیر نوشتبه توانرا می

(۱۸ ) 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡; 𝜏𝜏, 𝜁𝜁) = 𝜁𝜁1𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏) + 𝜁𝜁2𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁3𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁4𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁5𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁6𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏).  

 : () پذیری مدل آمیختۀ متناهی لازم استط زیر برای شناساییوشر 
ℎ( باید تابع چگالی احتمال متفاوتی را نتیجه دهند. یعنی برای B,C، مقادیر متفاوت )عمرهای متفاوتسنین مختلف با طولبرای  .1 ≠ 𝑘𝑘  :باید داشته باشیم 

(۱۹ ) 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = ℎ; 𝜏𝜏) ≠ 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = 𝑘𝑘; 𝜏𝜏). 
 نتیجه دهند.بایستی ومیر متفاوتی را ( تابع مرگB,Cبقا، به این معنا است که مقادیر متفاوت ) که این شرط در مورد تابع

𝑗𝑗برای  𝜁𝜁𝑗𝑗مقادیر  .2 = ۱, … ۰صورت بایستی به ۶, < 𝜁𝜁𝑗𝑗 <  باشد. ۱
  . پذیر استشناسایی 18اگر دو شرط بالا برقرار شد، مدل آمیخته در رابطۀ  . () دیستنها لازم هستند، اما کافی نشرطشایان ذکر است که 

دست آیند که دارای توان بررسی نمود. هنگام برآورد پارامترهای مدل ممکن است برآوردهایی بههای دیگری نیز میپذیری مدل را از روشکه داده گمشده وجود دارد، شناساییزمانی
پذیر توان نتیجه گرفت مدل شناساییهای بسیار بزرگ و یا بسیار کوچک و نزدیک به صفر هستند و یا ممکن است برآوردها در فضای پارامتری موردنظر، تعریف نشوند، که می واریانس

  شده در مرحله برآوردیابی( نیز بررسی نمود. در صورتی که مقادیر ویژه )حاصل   (Hessian Matrix)  توان از طریق مقادیر ویژۀ ماتریس هسینپذیری را مینیست. همچنین شناسایی

(Eigenvalues) پذیر است.شود مدل آماری شناساییدست آیند، نتیجه میفر دور به، همگی منفی و از ص 
 الگوریتم برازش 

ها روی بردار پارامتری محدودیت  چگونهمسئلۀ کلی محاسباتی این است که    . آسانی صورت نگیردبه حداکثر رساندن تابع درستنمایی ممکن است  گمشده هستند، به  هاکه دادهزمانی
𝜁𝜁    را با توجه به توزیع توام𝐵𝐵    و𝐶𝐶  عناصر  نماییم  ، کنترل(𝜁𝜁    بهاند و مجموع آنشدهبین صفر و یک محدود .)سازی مقید معمولی ممکن است  همین دلایل هر بهینهها برابر یک است

 .شود ریو استوا شامل عدم پایداری
  به  مقید  سازیبهینه  مسئله  برای تبدیل  جدید  اصلاح  یک  درادامه.  نمودمی برآورد را برای برخی مسائل آسان  ارائه شد،    که ابتدا توسط    EMالگوریتم  
سازی . برای تبدیل مسئلۀ بهینهشودشود، ارائه میمتفاوت می  اولیۀ  مقادیر  به  نسبت  برآوردها  استواری  نیز  و  EM  الگوریتم  به  نسبت  ترسریع  منجر به همگرایی  قید که  بدون  سازیبهینه

این    شود. استفاده می  ارائه شد،  که توسط  Isometric Log-Ratio Transform  (ILR  )مقید به یک مسئلۀ بدون قید، از تبدیل نسبت لگاریتمی  
𝜁𝜁مجدد بردار   سازی پارامترهای ترکیبی برای  تحلیل دادهوهبیشتر در تجزی  و  بعدی است   ℝ𝑘𝑘−1بعدی ساده به فضای   kحاوی نگاشت حفظ فاصله از  تبدیل   = (𝜁𝜁1,… , 𝜁𝜁𝑘𝑘)  

 .شوداستفاده می

(۲۰ ) π = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼(𝜁𝜁) = Ψ𝑇𝑇log (ζ) 
𝑘𝑘یک بردار    πکه  − 𝑘𝑘)یک ماتریس با ابعاد   Ψبعدی و   ۱ × (𝑘𝑘 − ,𝜓𝜓1)های  است که ستون  ((۱ … , 𝜓𝜓𝑘𝑘−1)  را برای ابرصفحه از یکامتعامد  های  پایهℝ𝑘𝑘   متعامد 

 شود: صورت زیر تعریف میکه به دهندمیرا نشان  ۱واحدی  𝑘𝑘 به بردار

(۲۱ ) 𝜓𝜓𝑖𝑖 = √
𝑖𝑖
𝑖𝑖 + ۱

[
 
 
 
 ۱
𝑖𝑖 , …

۱
𝑖𝑖⏟  

𝑖𝑖 عنصر

, −1, ۰, … ,۰⏟  
  𝑘𝑘−𝑖𝑖−۱ عنصر

]
 
 
 
 
. 

 
 صورت زیر است: به 20در رابطه  ILRموجود، معکو  تبدیل  πبرای هر 𝜁𝜁 دست آوردن برای به

(۲۲ ) 𝜁𝜁 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼−1(𝜋𝜋) = [ exp (𝜓𝜓1𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

, … , exp (𝜓𝜓𝑘𝑘𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

]. 

 شود:های زیر میشامل گام پیشنهادی سازی الگوریتم بهینه لذا کنیم. به یک مسئلۀ بدون قید، استفاده می مقید سازیبرای تغییر مسئلۀ بهینه ILRحال از تبدیل 

�)۲۰(

ابعاد  با  ماتریس  یک   

(۱۷ ) 𝐿𝐿(𝜏𝜏, 𝜁𝜁|𝑡𝑡, 𝑥𝑥, 𝑏𝑏𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑑𝑑) ∝ ∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃1}

∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃2}

.  

 مناسب م أیک توزیع تو ساختنمنطقی ش است. یک رو جمعیتی جغرافیایی مشخصاتم برای سطوح مزایا و أ از تابع احتمال تو 𝜁𝜁پارامتر  ،ومیراز تابع مرگ 𝜏𝜏پارامترهدف براورد توأم 
 . است 𝐶𝐶و   𝐵𝐵برای  
 

 پذیری شناسایی

θ  پذیری بردار پارامتریکه برای شناسایی  دو شرط ریاضی حال   = (𝜏𝜏, ζ)    کدام از متغیرهای کمکی که هیچ  کنیمفرض می .  کنیمارائه می لازم است را𝐵𝐵  و𝐶𝐶   برای یک فرد
،  مولفه  ۶( تابع چگالی احتمال آمیخته با  ۷رابطۀ )  راسا ب  . شوداست، ارائه می  (B,Cنتایج ممکن )آن تمام  توزیع آمیختۀ متناهی که اجزای    توسط  سهم درستنمایی  . اندمشاهده نشده

 :صورت زیر نوشتبه توانرا می

(۱۸ ) 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡; 𝜏𝜏, 𝜁𝜁) = 𝜁𝜁1𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏) + 𝜁𝜁2𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁3𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁4𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁5𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁6𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏).  

 : () پذیری مدل آمیختۀ متناهی لازم استط زیر برای شناساییوشر 
ℎ( باید تابع چگالی احتمال متفاوتی را نتیجه دهند. یعنی برای B,C، مقادیر متفاوت )عمرهای متفاوتسنین مختلف با طولبرای  .1 ≠ 𝑘𝑘  :باید داشته باشیم 

(۱۹ ) 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = ℎ; 𝜏𝜏) ≠ 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = 𝑘𝑘; 𝜏𝜏). 
 نتیجه دهند.بایستی ومیر متفاوتی را ( تابع مرگB,Cبقا، به این معنا است که مقادیر متفاوت ) که این شرط در مورد تابع

𝑗𝑗برای  𝜁𝜁𝑗𝑗مقادیر  .2 = ۱, … ۰صورت بایستی به ۶, < 𝜁𝜁𝑗𝑗 <  باشد. ۱
  . پذیر استشناسایی 18اگر دو شرط بالا برقرار شد، مدل آمیخته در رابطۀ  . () دیستنها لازم هستند، اما کافی نشرطشایان ذکر است که 

دست آیند که دارای توان بررسی نمود. هنگام برآورد پارامترهای مدل ممکن است برآوردهایی بههای دیگری نیز میپذیری مدل را از روشکه داده گمشده وجود دارد، شناساییزمانی
پذیر توان نتیجه گرفت مدل شناساییهای بسیار بزرگ و یا بسیار کوچک و نزدیک به صفر هستند و یا ممکن است برآوردها در فضای پارامتری موردنظر، تعریف نشوند، که می واریانس

  شده در مرحله برآوردیابی( نیز بررسی نمود. در صورتی که مقادیر ویژه )حاصل   (Hessian Matrix)  توان از طریق مقادیر ویژۀ ماتریس هسینپذیری را مینیست. همچنین شناسایی

(Eigenvalues) پذیر است.شود مدل آماری شناساییدست آیند، نتیجه میفر دور به، همگی منفی و از ص 
 الگوریتم برازش 

ها روی بردار پارامتری محدودیت  چگونهمسئلۀ کلی محاسباتی این است که    . آسانی صورت نگیردبه حداکثر رساندن تابع درستنمایی ممکن است  گمشده هستند، به  هاکه دادهزمانی
𝜁𝜁    را با توجه به توزیع توام𝐵𝐵    و𝐶𝐶  عناصر  نماییم  ، کنترل(𝜁𝜁    بهاند و مجموع آنشدهبین صفر و یک محدود .)سازی مقید معمولی ممکن است  همین دلایل هر بهینهها برابر یک است

 .شود ریو استوا شامل عدم پایداری
  به  مقید  سازیبهینه  مسئله  برای تبدیل  جدید  اصلاح  یک  درادامه.  نمودمی برآورد را برای برخی مسائل آسان  ارائه شد،    که ابتدا توسط    EMالگوریتم  
سازی . برای تبدیل مسئلۀ بهینهشودشود، ارائه میمتفاوت می  اولیۀ  مقادیر  به  نسبت  برآوردها  استواری  نیز  و  EM  الگوریتم  به  نسبت  ترسریع  منجر به همگرایی  قید که  بدون  سازیبهینه

این    شود. استفاده می  ارائه شد،  که توسط  Isometric Log-Ratio Transform  (ILR  )مقید به یک مسئلۀ بدون قید، از تبدیل نسبت لگاریتمی  
𝜁𝜁مجدد بردار   سازی پارامترهای ترکیبی برای  تحلیل دادهوهبیشتر در تجزی  و  بعدی است   ℝ𝑘𝑘−1بعدی ساده به فضای   kحاوی نگاشت حفظ فاصله از  تبدیل   = (𝜁𝜁1,… , 𝜁𝜁𝑘𝑘)  

 .شوداستفاده می

(۲۰ ) π = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼(𝜁𝜁) = Ψ𝑇𝑇log (ζ) 
𝑘𝑘یک بردار    πکه  − 𝑘𝑘)یک ماتریس با ابعاد   Ψبعدی و   ۱ × (𝑘𝑘 − ,𝜓𝜓1)های  است که ستون  ((۱ … , 𝜓𝜓𝑘𝑘−1)  را برای ابرصفحه از یکامتعامد  های  پایهℝ𝑘𝑘   متعامد 

 شود: صورت زیر تعریف میکه به دهندمیرا نشان  ۱واحدی  𝑘𝑘 به بردار

(۲۱ ) 𝜓𝜓𝑖𝑖 = √
𝑖𝑖
𝑖𝑖 + ۱

[
 
 
 
 ۱
𝑖𝑖 , …

۱
𝑖𝑖⏟  

𝑖𝑖 عنصر

, −1, ۰, … ,۰⏟  
  𝑘𝑘−𝑖𝑖−۱ عنصر

]
 
 
 
 
. 

 
 صورت زیر است: به 20در رابطه  ILRموجود، معکو  تبدیل  πبرای هر 𝜁𝜁 دست آوردن برای به

(۲۲ ) 𝜁𝜁 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼−1(𝜋𝜋) = [ exp (𝜓𝜓1𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

, … , exp (𝜓𝜓𝑘𝑘𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

]. 

 شود:های زیر میشامل گام پیشنهادی سازی الگوریتم بهینه لذا کنیم. به یک مسئلۀ بدون قید، استفاده می مقید سازیبرای تغییر مسئلۀ بهینه ILRحال از تبدیل 

و  بعدی   

(۱۷ ) 𝐿𝐿(𝜏𝜏, 𝜁𝜁|𝑡𝑡, 𝑥𝑥, 𝑏𝑏𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑑𝑑) ∝ ∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃1}

∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃2}

.  

 مناسب م أیک توزیع تو ساختنمنطقی ش است. یک رو جمعیتی جغرافیایی مشخصاتم برای سطوح مزایا و أ از تابع احتمال تو 𝜁𝜁پارامتر  ،ومیراز تابع مرگ 𝜏𝜏پارامترهدف براورد توأم 
 . است 𝐶𝐶و   𝐵𝐵برای  
 

 پذیری شناسایی

θ  پذیری بردار پارامتریکه برای شناسایی  دو شرط ریاضی حال   = (𝜏𝜏, ζ)    کدام از متغیرهای کمکی که هیچ  کنیمفرض می .  کنیمارائه می لازم است را𝐵𝐵  و𝐶𝐶   برای یک فرد
،  مولفه  ۶( تابع چگالی احتمال آمیخته با  ۷رابطۀ )  راسا ب  . شوداست، ارائه می  (B,Cنتایج ممکن )آن تمام  توزیع آمیختۀ متناهی که اجزای    توسط  سهم درستنمایی  . اندمشاهده نشده

 :صورت زیر نوشتبه توانرا می

(۱۸ ) 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡; 𝜏𝜏, 𝜁𝜁) = 𝜁𝜁1𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏) + 𝜁𝜁2𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁3𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁4𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁5𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁6𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏).  

 : () پذیری مدل آمیختۀ متناهی لازم استط زیر برای شناساییوشر 
ℎ( باید تابع چگالی احتمال متفاوتی را نتیجه دهند. یعنی برای B,C، مقادیر متفاوت )عمرهای متفاوتسنین مختلف با طولبرای  .1 ≠ 𝑘𝑘  :باید داشته باشیم 

(۱۹ ) 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = ℎ; 𝜏𝜏) ≠ 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = 𝑘𝑘; 𝜏𝜏). 
 نتیجه دهند.بایستی ومیر متفاوتی را ( تابع مرگB,Cبقا، به این معنا است که مقادیر متفاوت ) که این شرط در مورد تابع

𝑗𝑗برای  𝜁𝜁𝑗𝑗مقادیر  .2 = ۱, … ۰صورت بایستی به ۶, < 𝜁𝜁𝑗𝑗 <  باشد. ۱
  . پذیر استشناسایی 18اگر دو شرط بالا برقرار شد، مدل آمیخته در رابطۀ  . () دیستنها لازم هستند، اما کافی نشرطشایان ذکر است که 

دست آیند که دارای توان بررسی نمود. هنگام برآورد پارامترهای مدل ممکن است برآوردهایی بههای دیگری نیز میپذیری مدل را از روشکه داده گمشده وجود دارد، شناساییزمانی
پذیر توان نتیجه گرفت مدل شناساییهای بسیار بزرگ و یا بسیار کوچک و نزدیک به صفر هستند و یا ممکن است برآوردها در فضای پارامتری موردنظر، تعریف نشوند، که می واریانس

  شده در مرحله برآوردیابی( نیز بررسی نمود. در صورتی که مقادیر ویژه )حاصل   (Hessian Matrix)  توان از طریق مقادیر ویژۀ ماتریس هسینپذیری را مینیست. همچنین شناسایی

(Eigenvalues) پذیر است.شود مدل آماری شناساییدست آیند، نتیجه میفر دور به، همگی منفی و از ص 
 الگوریتم برازش 

ها روی بردار پارامتری محدودیت  چگونهمسئلۀ کلی محاسباتی این است که    . آسانی صورت نگیردبه حداکثر رساندن تابع درستنمایی ممکن است  گمشده هستند، به  هاکه دادهزمانی
𝜁𝜁    را با توجه به توزیع توام𝐵𝐵    و𝐶𝐶  عناصر  نماییم  ، کنترل(𝜁𝜁    بهاند و مجموع آنشدهبین صفر و یک محدود .)سازی مقید معمولی ممکن است  همین دلایل هر بهینهها برابر یک است

 .شود ریو استوا شامل عدم پایداری
  به  مقید  سازیبهینه  مسئله  برای تبدیل  جدید  اصلاح  یک  درادامه.  نمودمی برآورد را برای برخی مسائل آسان  ارائه شد،    که ابتدا توسط    EMالگوریتم  
سازی . برای تبدیل مسئلۀ بهینهشودشود، ارائه میمتفاوت می  اولیۀ  مقادیر  به  نسبت  برآوردها  استواری  نیز  و  EM  الگوریتم  به  نسبت  ترسریع  منجر به همگرایی  قید که  بدون  سازیبهینه

این    شود. استفاده می  ارائه شد،  که توسط  Isometric Log-Ratio Transform  (ILR  )مقید به یک مسئلۀ بدون قید، از تبدیل نسبت لگاریتمی  
𝜁𝜁مجدد بردار   سازی پارامترهای ترکیبی برای  تحلیل دادهوهبیشتر در تجزی  و  بعدی است   ℝ𝑘𝑘−1بعدی ساده به فضای   kحاوی نگاشت حفظ فاصله از  تبدیل   = (𝜁𝜁1,… , 𝜁𝜁𝑘𝑘)  

 .شوداستفاده می

(۲۰ ) π = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼(𝜁𝜁) = Ψ𝑇𝑇log (ζ) 
𝑘𝑘یک بردار    πکه  − 𝑘𝑘)یک ماتریس با ابعاد   Ψبعدی و   ۱ × (𝑘𝑘 − ,𝜓𝜓1)های  است که ستون  ((۱ … , 𝜓𝜓𝑘𝑘−1)  را برای ابرصفحه از یکامتعامد  های  پایهℝ𝑘𝑘   متعامد 

 شود: صورت زیر تعریف میکه به دهندمیرا نشان  ۱واحدی  𝑘𝑘 به بردار

(۲۱ ) 𝜓𝜓𝑖𝑖 = √
𝑖𝑖
𝑖𝑖 + ۱

[
 
 
 
 ۱
𝑖𝑖 , …

۱
𝑖𝑖⏟  

𝑖𝑖 عنصر

, −1, ۰, … ,۰⏟  
  𝑘𝑘−𝑖𝑖−۱ عنصر

]
 
 
 
 
. 

 
 صورت زیر است: به 20در رابطه  ILRموجود، معکو  تبدیل  πبرای هر 𝜁𝜁 دست آوردن برای به

(۲۲ ) 𝜁𝜁 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼−1(𝜋𝜋) = [ exp (𝜓𝜓1𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

, … , exp (𝜓𝜓𝑘𝑘𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

]. 

 شود:های زیر میشامل گام پیشنهادی سازی الگوریتم بهینه لذا کنیم. به یک مسئلۀ بدون قید، استفاده می مقید سازیبرای تغییر مسئلۀ بهینه ILRحال از تبدیل 

بردار  یک   

(۱۷ ) 𝐿𝐿(𝜏𝜏, 𝜁𝜁|𝑡𝑡, 𝑥𝑥, 𝑏𝑏𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑑𝑑) ∝ ∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃1}

∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃2}

.  

 مناسب م أیک توزیع تو ساختنمنطقی ش است. یک رو جمعیتی جغرافیایی مشخصاتم برای سطوح مزایا و أ از تابع احتمال تو 𝜁𝜁پارامتر  ،ومیراز تابع مرگ 𝜏𝜏پارامترهدف براورد توأم 
 . است 𝐶𝐶و   𝐵𝐵برای  
 

 پذیری شناسایی

θ  پذیری بردار پارامتریکه برای شناسایی  دو شرط ریاضی حال   = (𝜏𝜏, ζ)    کدام از متغیرهای کمکی که هیچ  کنیمفرض می .  کنیمارائه می لازم است را𝐵𝐵  و𝐶𝐶   برای یک فرد
،  مولفه  ۶( تابع چگالی احتمال آمیخته با  ۷رابطۀ )  راسا ب  . شوداست، ارائه می  (B,Cنتایج ممکن )آن تمام  توزیع آمیختۀ متناهی که اجزای    توسط  سهم درستنمایی  . اندمشاهده نشده

 :صورت زیر نوشتبه توانرا می

(۱۸ ) 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡; 𝜏𝜏, 𝜁𝜁) = 𝜁𝜁1𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏) + 𝜁𝜁2𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁3𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁4𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁5𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁6𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏).  

 : () پذیری مدل آمیختۀ متناهی لازم استط زیر برای شناساییوشر 
ℎ( باید تابع چگالی احتمال متفاوتی را نتیجه دهند. یعنی برای B,C، مقادیر متفاوت )عمرهای متفاوتسنین مختلف با طولبرای  .1 ≠ 𝑘𝑘  :باید داشته باشیم 

(۱۹ ) 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = ℎ; 𝜏𝜏) ≠ 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = 𝑘𝑘; 𝜏𝜏). 
 نتیجه دهند.بایستی ومیر متفاوتی را ( تابع مرگB,Cبقا، به این معنا است که مقادیر متفاوت ) که این شرط در مورد تابع

𝑗𝑗برای  𝜁𝜁𝑗𝑗مقادیر  .2 = ۱, … ۰صورت بایستی به ۶, < 𝜁𝜁𝑗𝑗 <  باشد. ۱
  . پذیر استشناسایی 18اگر دو شرط بالا برقرار شد، مدل آمیخته در رابطۀ  . () دیستنها لازم هستند، اما کافی نشرطشایان ذکر است که 

دست آیند که دارای توان بررسی نمود. هنگام برآورد پارامترهای مدل ممکن است برآوردهایی بههای دیگری نیز میپذیری مدل را از روشکه داده گمشده وجود دارد، شناساییزمانی
پذیر توان نتیجه گرفت مدل شناساییهای بسیار بزرگ و یا بسیار کوچک و نزدیک به صفر هستند و یا ممکن است برآوردها در فضای پارامتری موردنظر، تعریف نشوند، که می واریانس

  شده در مرحله برآوردیابی( نیز بررسی نمود. در صورتی که مقادیر ویژه )حاصل   (Hessian Matrix)  توان از طریق مقادیر ویژۀ ماتریس هسینپذیری را مینیست. همچنین شناسایی

(Eigenvalues) پذیر است.شود مدل آماری شناساییدست آیند، نتیجه میفر دور به، همگی منفی و از ص 
 الگوریتم برازش 

ها روی بردار پارامتری محدودیت  چگونهمسئلۀ کلی محاسباتی این است که    . آسانی صورت نگیردبه حداکثر رساندن تابع درستنمایی ممکن است  گمشده هستند، به  هاکه دادهزمانی
𝜁𝜁    را با توجه به توزیع توام𝐵𝐵    و𝐶𝐶  عناصر  نماییم  ، کنترل(𝜁𝜁    بهاند و مجموع آنشدهبین صفر و یک محدود .)سازی مقید معمولی ممکن است  همین دلایل هر بهینهها برابر یک است

 .شود ریو استوا شامل عدم پایداری
  به  مقید  سازیبهینه  مسئله  برای تبدیل  جدید  اصلاح  یک  درادامه.  نمودمی برآورد را برای برخی مسائل آسان  ارائه شد،    که ابتدا توسط    EMالگوریتم  
سازی . برای تبدیل مسئلۀ بهینهشودشود، ارائه میمتفاوت می  اولیۀ  مقادیر  به  نسبت  برآوردها  استواری  نیز  و  EM  الگوریتم  به  نسبت  ترسریع  منجر به همگرایی  قید که  بدون  سازیبهینه

این    شود. استفاده می  ارائه شد،  که توسط  Isometric Log-Ratio Transform  (ILR  )مقید به یک مسئلۀ بدون قید، از تبدیل نسبت لگاریتمی  
𝜁𝜁مجدد بردار   سازی پارامترهای ترکیبی برای  تحلیل دادهوهبیشتر در تجزی  و  بعدی است   ℝ𝑘𝑘−1بعدی ساده به فضای   kحاوی نگاشت حفظ فاصله از  تبدیل   = (𝜁𝜁1,… , 𝜁𝜁𝑘𝑘)  

 .شوداستفاده می

(۲۰ ) π = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼(𝜁𝜁) = Ψ𝑇𝑇log (ζ) 
𝑘𝑘یک بردار    πکه  − 𝑘𝑘)یک ماتریس با ابعاد   Ψبعدی و   ۱ × (𝑘𝑘 − ,𝜓𝜓1)های  است که ستون  ((۱ … , 𝜓𝜓𝑘𝑘−1)  را برای ابرصفحه از یکامتعامد  های  پایهℝ𝑘𝑘   متعامد 

 شود: صورت زیر تعریف میکه به دهندمیرا نشان  ۱واحدی  𝑘𝑘 به بردار

(۲۱ ) 𝜓𝜓𝑖𝑖 = √
𝑖𝑖
𝑖𝑖 + ۱

[
 
 
 
 ۱
𝑖𝑖 , …

۱
𝑖𝑖⏟  

𝑖𝑖 عنصر

, −1, ۰, … ,۰⏟  
  𝑘𝑘−𝑖𝑖−۱ عنصر

]
 
 
 
 
. 

 
 صورت زیر است: به 20در رابطه  ILRموجود، معکو  تبدیل  πبرای هر 𝜁𝜁 دست آوردن برای به

(۲۲ ) 𝜁𝜁 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼−1(𝜋𝜋) = [ exp (𝜓𝜓1𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

, … , exp (𝜓𝜓𝑘𝑘𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

]. 

 شود:های زیر میشامل گام پیشنهادی سازی الگوریتم بهینه لذا کنیم. به یک مسئلۀ بدون قید، استفاده می مقید سازیبرای تغییر مسئلۀ بهینه ILRحال از تبدیل 

که 
پایه‌های   ( )1 1, , kψ ψ −… ستون‌های  که  است   

(۱۷ ) 𝐿𝐿(𝜏𝜏, 𝜁𝜁|𝑡𝑡, 𝑥𝑥, 𝑏𝑏𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑑𝑑) ∝ ∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃1}

∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃2}

.  

 مناسب م أیک توزیع تو ساختنمنطقی ش است. یک رو جمعیتی جغرافیایی مشخصاتم برای سطوح مزایا و أ از تابع احتمال تو 𝜁𝜁پارامتر  ،ومیراز تابع مرگ 𝜏𝜏پارامترهدف براورد توأم 
 . است 𝐶𝐶و   𝐵𝐵برای  
 

 پذیری شناسایی

θ  پذیری بردار پارامتریکه برای شناسایی  دو شرط ریاضی حال   = (𝜏𝜏, ζ)    کدام از متغیرهای کمکی که هیچ  کنیمفرض می .  کنیمارائه می لازم است را𝐵𝐵  و𝐶𝐶   برای یک فرد
،  مولفه  ۶( تابع چگالی احتمال آمیخته با  ۷رابطۀ )  راسا ب  . شوداست، ارائه می  (B,Cنتایج ممکن )آن تمام  توزیع آمیختۀ متناهی که اجزای    توسط  سهم درستنمایی  . اندمشاهده نشده

 :صورت زیر نوشتبه توانرا می

(۱۸ ) 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡; 𝜏𝜏, 𝜁𝜁) = 𝜁𝜁1𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏) + 𝜁𝜁2𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁3𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁4𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁5𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁6𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏).  

 : () پذیری مدل آمیختۀ متناهی لازم استط زیر برای شناساییوشر 
ℎ( باید تابع چگالی احتمال متفاوتی را نتیجه دهند. یعنی برای B,C، مقادیر متفاوت )عمرهای متفاوتسنین مختلف با طولبرای  .1 ≠ 𝑘𝑘  :باید داشته باشیم 

(۱۹ ) 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = ℎ; 𝜏𝜏) ≠ 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = 𝑘𝑘; 𝜏𝜏). 
 نتیجه دهند.بایستی ومیر متفاوتی را ( تابع مرگB,Cبقا، به این معنا است که مقادیر متفاوت ) که این شرط در مورد تابع

𝑗𝑗برای  𝜁𝜁𝑗𝑗مقادیر  .2 = ۱, … ۰صورت بایستی به ۶, < 𝜁𝜁𝑗𝑗 <  باشد. ۱
  . پذیر استشناسایی 18اگر دو شرط بالا برقرار شد، مدل آمیخته در رابطۀ  . () دیستنها لازم هستند، اما کافی نشرطشایان ذکر است که 

دست آیند که دارای توان بررسی نمود. هنگام برآورد پارامترهای مدل ممکن است برآوردهایی بههای دیگری نیز میپذیری مدل را از روشکه داده گمشده وجود دارد، شناساییزمانی
پذیر توان نتیجه گرفت مدل شناساییهای بسیار بزرگ و یا بسیار کوچک و نزدیک به صفر هستند و یا ممکن است برآوردها در فضای پارامتری موردنظر، تعریف نشوند، که می واریانس

  شده در مرحله برآوردیابی( نیز بررسی نمود. در صورتی که مقادیر ویژه )حاصل   (Hessian Matrix)  توان از طریق مقادیر ویژۀ ماتریس هسینپذیری را مینیست. همچنین شناسایی

(Eigenvalues) پذیر است.شود مدل آماری شناساییدست آیند، نتیجه میفر دور به، همگی منفی و از ص 
 الگوریتم برازش 

ها روی بردار پارامتری محدودیت  چگونهمسئلۀ کلی محاسباتی این است که    . آسانی صورت نگیردبه حداکثر رساندن تابع درستنمایی ممکن است  گمشده هستند، به  هاکه دادهزمانی
𝜁𝜁    را با توجه به توزیع توام𝐵𝐵    و𝐶𝐶  عناصر  نماییم  ، کنترل(𝜁𝜁    بهاند و مجموع آنشدهبین صفر و یک محدود .)سازی مقید معمولی ممکن است  همین دلایل هر بهینهها برابر یک است

 .شود ریو استوا شامل عدم پایداری
  به  مقید  سازیبهینه  مسئله  برای تبدیل  جدید  اصلاح  یک  درادامه.  نمودمی برآورد را برای برخی مسائل آسان  ارائه شد،    که ابتدا توسط    EMالگوریتم  
سازی . برای تبدیل مسئلۀ بهینهشودشود، ارائه میمتفاوت می  اولیۀ  مقادیر  به  نسبت  برآوردها  استواری  نیز  و  EM  الگوریتم  به  نسبت  ترسریع  منجر به همگرایی  قید که  بدون  سازیبهینه

این    شود. استفاده می  ارائه شد،  که توسط  Isometric Log-Ratio Transform  (ILR  )مقید به یک مسئلۀ بدون قید، از تبدیل نسبت لگاریتمی  
𝜁𝜁مجدد بردار   سازی پارامترهای ترکیبی برای  تحلیل دادهوهبیشتر در تجزی  و  بعدی است   ℝ𝑘𝑘−1بعدی ساده به فضای   kحاوی نگاشت حفظ فاصله از  تبدیل   = (𝜁𝜁1,… , 𝜁𝜁𝑘𝑘)  

 .شوداستفاده می

(۲۰ ) π = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼(𝜁𝜁) = Ψ𝑇𝑇log (ζ) 
𝑘𝑘یک بردار    πکه  − 𝑘𝑘)یک ماتریس با ابعاد   Ψبعدی و   ۱ × (𝑘𝑘 − ,𝜓𝜓1)های  است که ستون  ((۱ … , 𝜓𝜓𝑘𝑘−1)  را برای ابرصفحه از یکامتعامد  های  پایهℝ𝑘𝑘   متعامد 

 شود: صورت زیر تعریف میکه به دهندمیرا نشان  ۱واحدی  𝑘𝑘 به بردار

(۲۱ ) 𝜓𝜓𝑖𝑖 = √
𝑖𝑖
𝑖𝑖 + ۱

[
 
 
 
 ۱
𝑖𝑖 , …

۱
𝑖𝑖⏟  

𝑖𝑖 عنصر

, −1, ۰, … ,۰⏟  
  𝑘𝑘−𝑖𝑖−۱ عنصر

]
 
 
 
 
. 

 
 صورت زیر است: به 20در رابطه  ILRموجود، معکو  تبدیل  πبرای هر 𝜁𝜁 دست آوردن برای به

(۲۲ ) 𝜁𝜁 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼−1(𝜋𝜋) = [ exp (𝜓𝜓1𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

, … , exp (𝜓𝜓𝑘𝑘𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

]. 

 شود:های زیر میشامل گام پیشنهادی سازی الگوریتم بهینه لذا کنیم. به یک مسئلۀ بدون قید، استفاده می مقید سازیبرای تغییر مسئلۀ بهینه ILRحال از تبدیل 

k واحدی ۱ نشان  k متعامد به بردار  یکامتعامد را برای ابرصفحه از 
را می‌دهند که به‌صورت زیر تعریف می‌شود:

(۱۷ ) 𝐿𝐿(𝜏𝜏, 𝜁𝜁|𝑡𝑡, 𝑥𝑥, 𝑏𝑏𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑑𝑑) ∝ ∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃1}

∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃2}

.  

 مناسب م أیک توزیع تو ساختنمنطقی ش است. یک رو جمعیتی جغرافیایی مشخصاتم برای سطوح مزایا و أ از تابع احتمال تو 𝜁𝜁پارامتر  ،ومیراز تابع مرگ 𝜏𝜏پارامترهدف براورد توأم 
 . است 𝐶𝐶و   𝐵𝐵برای  
 

 پذیری شناسایی

θ  پذیری بردار پارامتریکه برای شناسایی  دو شرط ریاضی حال   = (𝜏𝜏, ζ)    کدام از متغیرهای کمکی که هیچ  کنیمفرض می .  کنیمارائه می لازم است را𝐵𝐵  و𝐶𝐶   برای یک فرد
،  مولفه  ۶( تابع چگالی احتمال آمیخته با  ۷رابطۀ )  راسا ب  . شوداست، ارائه می  (B,Cنتایج ممکن )آن تمام  توزیع آمیختۀ متناهی که اجزای    توسط  سهم درستنمایی  . اندمشاهده نشده

 :صورت زیر نوشتبه توانرا می

(۱۸ ) 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡; 𝜏𝜏, 𝜁𝜁) = 𝜁𝜁1𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏) + 𝜁𝜁2𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁3𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁4𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁5𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁6𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏).  

 : () پذیری مدل آمیختۀ متناهی لازم استط زیر برای شناساییوشر 
ℎ( باید تابع چگالی احتمال متفاوتی را نتیجه دهند. یعنی برای B,C، مقادیر متفاوت )عمرهای متفاوتسنین مختلف با طولبرای  .1 ≠ 𝑘𝑘  :باید داشته باشیم 

(۱۹ ) 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = ℎ; 𝜏𝜏) ≠ 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = 𝑘𝑘; 𝜏𝜏). 
 نتیجه دهند.بایستی ومیر متفاوتی را ( تابع مرگB,Cبقا، به این معنا است که مقادیر متفاوت ) که این شرط در مورد تابع

𝑗𝑗برای  𝜁𝜁𝑗𝑗مقادیر  .2 = ۱, … ۰صورت بایستی به ۶, < 𝜁𝜁𝑗𝑗 <  باشد. ۱
  . پذیر استشناسایی 18اگر دو شرط بالا برقرار شد، مدل آمیخته در رابطۀ  . () دیستنها لازم هستند، اما کافی نشرطشایان ذکر است که 

دست آیند که دارای توان بررسی نمود. هنگام برآورد پارامترهای مدل ممکن است برآوردهایی بههای دیگری نیز میپذیری مدل را از روشکه داده گمشده وجود دارد، شناساییزمانی
پذیر توان نتیجه گرفت مدل شناساییهای بسیار بزرگ و یا بسیار کوچک و نزدیک به صفر هستند و یا ممکن است برآوردها در فضای پارامتری موردنظر، تعریف نشوند، که می واریانس

  شده در مرحله برآوردیابی( نیز بررسی نمود. در صورتی که مقادیر ویژه )حاصل   (Hessian Matrix)  توان از طریق مقادیر ویژۀ ماتریس هسینپذیری را مینیست. همچنین شناسایی

(Eigenvalues) پذیر است.شود مدل آماری شناساییدست آیند، نتیجه میفر دور به، همگی منفی و از ص 
 الگوریتم برازش 

ها روی بردار پارامتری محدودیت  چگونهمسئلۀ کلی محاسباتی این است که    . آسانی صورت نگیردبه حداکثر رساندن تابع درستنمایی ممکن است  گمشده هستند، به  هاکه دادهزمانی
𝜁𝜁    را با توجه به توزیع توام𝐵𝐵    و𝐶𝐶  عناصر  نماییم  ، کنترل(𝜁𝜁    بهاند و مجموع آنشدهبین صفر و یک محدود .)سازی مقید معمولی ممکن است  همین دلایل هر بهینهها برابر یک است

 .شود ریو استوا شامل عدم پایداری
  به  مقید  سازیبهینه  مسئله  برای تبدیل  جدید  اصلاح  یک  درادامه.  نمودمی برآورد را برای برخی مسائل آسان  ارائه شد،    که ابتدا توسط    EMالگوریتم  
سازی . برای تبدیل مسئلۀ بهینهشودشود، ارائه میمتفاوت می  اولیۀ  مقادیر  به  نسبت  برآوردها  استواری  نیز  و  EM  الگوریتم  به  نسبت  ترسریع  منجر به همگرایی  قید که  بدون  سازیبهینه

این    شود. استفاده می  ارائه شد،  که توسط  Isometric Log-Ratio Transform  (ILR  )مقید به یک مسئلۀ بدون قید، از تبدیل نسبت لگاریتمی  
𝜁𝜁مجدد بردار   سازی پارامترهای ترکیبی برای  تحلیل دادهوهبیشتر در تجزی  و  بعدی است   ℝ𝑘𝑘−1بعدی ساده به فضای   kحاوی نگاشت حفظ فاصله از  تبدیل   = (𝜁𝜁1,… , 𝜁𝜁𝑘𝑘)  

 .شوداستفاده می

(۲۰ ) π = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼(𝜁𝜁) = Ψ𝑇𝑇log (ζ) 
𝑘𝑘یک بردار    πکه  − 𝑘𝑘)یک ماتریس با ابعاد   Ψبعدی و   ۱ × (𝑘𝑘 − ,𝜓𝜓1)های  است که ستون  ((۱ … , 𝜓𝜓𝑘𝑘−1)  را برای ابرصفحه از یکامتعامد  های  پایهℝ𝑘𝑘   متعامد 

 شود: صورت زیر تعریف میکه به دهندمیرا نشان  ۱واحدی  𝑘𝑘 به بردار

(۲۱ ) 𝜓𝜓𝑖𝑖 = √
𝑖𝑖
𝑖𝑖 + ۱

[
 
 
 
 ۱
𝑖𝑖 , …

۱
𝑖𝑖⏟  

𝑖𝑖 عنصر

, −1, ۰, … ,۰⏟  
  𝑘𝑘−𝑖𝑖−۱ عنصر

]
 
 
 
 
. 

 
 صورت زیر است: به 20در رابطه  ILRموجود، معکو  تبدیل  πبرای هر 𝜁𝜁 دست آوردن برای به

(۲۲ ) 𝜁𝜁 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼−1(𝜋𝜋) = [ exp (𝜓𝜓1𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

, … , exp (𝜓𝜓𝑘𝑘𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

]. 

 شود:های زیر میشامل گام پیشنهادی سازی الگوریتم بهینه لذا کنیم. به یک مسئلۀ بدون قید، استفاده می مقید سازیبرای تغییر مسئلۀ بهینه ILRحال از تبدیل 

�)۲۱(

 ILR موجود، معکوس تبدیل 

(۱۷ ) 𝐿𝐿(𝜏𝜏, 𝜁𝜁|𝑡𝑡, 𝑥𝑥, 𝑏𝑏𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑑𝑑) ∝ ∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃1}

∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃2}

.  

 مناسب م أیک توزیع تو ساختنمنطقی ش است. یک رو جمعیتی جغرافیایی مشخصاتم برای سطوح مزایا و أ از تابع احتمال تو 𝜁𝜁پارامتر  ،ومیراز تابع مرگ 𝜏𝜏پارامترهدف براورد توأم 
 . است 𝐶𝐶و   𝐵𝐵برای  
 

 پذیری شناسایی

θ  پذیری بردار پارامتریکه برای شناسایی  دو شرط ریاضی حال   = (𝜏𝜏, ζ)    کدام از متغیرهای کمکی که هیچ  کنیمفرض می .  کنیمارائه می لازم است را𝐵𝐵  و𝐶𝐶   برای یک فرد
،  مولفه  ۶( تابع چگالی احتمال آمیخته با  ۷رابطۀ )  راسا ب  . شوداست، ارائه می  (B,Cنتایج ممکن )آن تمام  توزیع آمیختۀ متناهی که اجزای    توسط  سهم درستنمایی  . اندمشاهده نشده

 :صورت زیر نوشتبه توانرا می

(۱۸ ) 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡; 𝜏𝜏, 𝜁𝜁) = 𝜁𝜁1𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏) + 𝜁𝜁2𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁3𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁4𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁5𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁6𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏).  

 : () پذیری مدل آمیختۀ متناهی لازم استط زیر برای شناساییوشر 
ℎ( باید تابع چگالی احتمال متفاوتی را نتیجه دهند. یعنی برای B,C، مقادیر متفاوت )عمرهای متفاوتسنین مختلف با طولبرای  .1 ≠ 𝑘𝑘  :باید داشته باشیم 

(۱۹ ) 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = ℎ; 𝜏𝜏) ≠ 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = 𝑘𝑘; 𝜏𝜏). 
 نتیجه دهند.بایستی ومیر متفاوتی را ( تابع مرگB,Cبقا، به این معنا است که مقادیر متفاوت ) که این شرط در مورد تابع

𝑗𝑗برای  𝜁𝜁𝑗𝑗مقادیر  .2 = ۱, … ۰صورت بایستی به ۶, < 𝜁𝜁𝑗𝑗 <  باشد. ۱
  . پذیر استشناسایی 18اگر دو شرط بالا برقرار شد، مدل آمیخته در رابطۀ  . () دیستنها لازم هستند، اما کافی نشرطشایان ذکر است که 

دست آیند که دارای توان بررسی نمود. هنگام برآورد پارامترهای مدل ممکن است برآوردهایی بههای دیگری نیز میپذیری مدل را از روشکه داده گمشده وجود دارد، شناساییزمانی
پذیر توان نتیجه گرفت مدل شناساییهای بسیار بزرگ و یا بسیار کوچک و نزدیک به صفر هستند و یا ممکن است برآوردها در فضای پارامتری موردنظر، تعریف نشوند، که می واریانس

  شده در مرحله برآوردیابی( نیز بررسی نمود. در صورتی که مقادیر ویژه )حاصل   (Hessian Matrix)  توان از طریق مقادیر ویژۀ ماتریس هسینپذیری را مینیست. همچنین شناسایی

(Eigenvalues) پذیر است.شود مدل آماری شناساییدست آیند، نتیجه میفر دور به، همگی منفی و از ص 
 الگوریتم برازش 

ها روی بردار پارامتری محدودیت  چگونهمسئلۀ کلی محاسباتی این است که    . آسانی صورت نگیردبه حداکثر رساندن تابع درستنمایی ممکن است  گمشده هستند، به  هاکه دادهزمانی
𝜁𝜁    را با توجه به توزیع توام𝐵𝐵    و𝐶𝐶  عناصر  نماییم  ، کنترل(𝜁𝜁    بهاند و مجموع آنشدهبین صفر و یک محدود .)سازی مقید معمولی ممکن است  همین دلایل هر بهینهها برابر یک است

 .شود ریو استوا شامل عدم پایداری
  به  مقید  سازیبهینه  مسئله  برای تبدیل  جدید  اصلاح  یک  درادامه.  نمودمی برآورد را برای برخی مسائل آسان  ارائه شد،    که ابتدا توسط    EMالگوریتم  
سازی . برای تبدیل مسئلۀ بهینهشودشود، ارائه میمتفاوت می  اولیۀ  مقادیر  به  نسبت  برآوردها  استواری  نیز  و  EM  الگوریتم  به  نسبت  ترسریع  منجر به همگرایی  قید که  بدون  سازیبهینه

این    شود. استفاده می  ارائه شد،  که توسط  Isometric Log-Ratio Transform  (ILR  )مقید به یک مسئلۀ بدون قید، از تبدیل نسبت لگاریتمی  
𝜁𝜁مجدد بردار   سازی پارامترهای ترکیبی برای  تحلیل دادهوهبیشتر در تجزی  و  بعدی است   ℝ𝑘𝑘−1بعدی ساده به فضای   kحاوی نگاشت حفظ فاصله از  تبدیل   = (𝜁𝜁1,… , 𝜁𝜁𝑘𝑘)  

 .شوداستفاده می

(۲۰ ) π = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼(𝜁𝜁) = Ψ𝑇𝑇log (ζ) 
𝑘𝑘یک بردار    πکه  − 𝑘𝑘)یک ماتریس با ابعاد   Ψبعدی و   ۱ × (𝑘𝑘 − ,𝜓𝜓1)های  است که ستون  ((۱ … , 𝜓𝜓𝑘𝑘−1)  را برای ابرصفحه از یکامتعامد  های  پایهℝ𝑘𝑘   متعامد 

 شود: صورت زیر تعریف میکه به دهندمیرا نشان  ۱واحدی  𝑘𝑘 به بردار

(۲۱ ) 𝜓𝜓𝑖𝑖 = √
𝑖𝑖
𝑖𝑖 + ۱

[
 
 
 
 ۱
𝑖𝑖 , …

۱
𝑖𝑖⏟  

𝑖𝑖 عنصر

, −1, ۰, … ,۰⏟  
  𝑘𝑘−𝑖𝑖−۱ عنصر

]
 
 
 
 
. 

 
 صورت زیر است: به 20در رابطه  ILRموجود، معکو  تبدیل  πبرای هر 𝜁𝜁 دست آوردن برای به

(۲۲ ) 𝜁𝜁 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼−1(𝜋𝜋) = [ exp (𝜓𝜓1𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

, … , exp (𝜓𝜓𝑘𝑘𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

]. 

 شود:های زیر میشامل گام پیشنهادی سازی الگوریتم بهینه لذا کنیم. به یک مسئلۀ بدون قید، استفاده می مقید سازیبرای تغییر مسئلۀ بهینه ILRحال از تبدیل 

برای هر   ζ برای به‌دست آوردن 
در رابطه 20 به‌صورت زیر است:

( ) ( )
( )

( )
( )

11

1 1

exp exp
, , .

exp exp
k

k k
i ii i

ILR
ψ π ψ π

ζ π
ψ π ψ π

−

= =

 
 = = …
  ∑ ∑

)۲۲(

به  مقید  بهینه‌سازی  مسئلۀ  تغییر  برای   ILR تبدیل  از  حال 
بهینه‌سازی  الگوریتم  لذا  می‌کنیم.  استفاده  قید،  بدون  مسئلۀ  یک 

پیشنهادی شامل گام‌های زیر می‌شود:
نظر .1  در   ( )0ζ̂ و   ( )0τ̂ پارامتری  بردارهای  برای  اولیه‌ای  مقادیر 

بگیرید.
) محاسبه نمایید..2  )0ζ̂ ) را از روی  )0π̂ براساس تبدیل ILR مقدار 

( ) ( )( )0 0 .ˆˆ ILRπ ζ= �)۲۳(

زیر .3  فردی  مولفه‌های  با  را   
jζ درستنمایی  لگاریتم  تابع  در 

جایگذاری نمایید.

�)۲۴(
( )
( )1

exp
,     1, ,

exp
j

k
ii

j k
ψ π

ψ π
=

= …
∑

π̂ را به‌وسیلۀ.4  τ̂ و  مقادیر 

( ) ( ) ( )( )1
, .ˆ, arg max lˆ og ,L ILRτ πτ π τ π−= �)۲۵(

) و .5  )0τ̂ با استفاده از طرح تکراری نیوتن رافسون با مقادیر اولیۀ 
) محاسبه نمایید. )0π̂

π̂ استفاده نمایید..6  ζ̂  از روی  تبدیل ILR معکوس را برای محاسبۀ 

( )1 .ˆ ˆILRζ π−= �)۲۶(

انتخاب  از  می‌تواند  درستنمایی  رابطۀ  جواب  که  آنجائی  از 
اولیه  مقدار  چندین  پیاده‌سازی،  در  بگیرد.  تأثیر  اولیه،  مقدارهای 
درنظر گرفته شد و MLE ای انتخاب شد که بیش‌ترین مقدار را برای 

تابع لگاریتم درستنمایی نتیجه می‌داد.

نتایج تجربی برای مجموعه مشاهدات گمشده
ابتدا مجموعه دادۀ   ، ( )ˆˆ,τ ζ  برای تحلیل خصوصیات برآوردگر 
 ۲-۴ بخش  ساختار  مطابق  بخش  دو  به  تصادفی  به‌صورت  را  کامل 
 2P 1P و  ترتیب دو مجموعه دادۀ مصنوعی  تقسیم می‌کنیم. بدین 
ایجاد می‌گردد و سپس آن‌ها را به‌صورت مصنوعی ترکیب می‌نماییم 
1P و   استفاده می‌شوند. برآوردگر بر پایۀ 

 در نظر بگیرید. 𝜁𝜁(0)و   𝜏̂𝜏(0)برای بردارهای پارامتری   ایمقادیر اولیه .1

 محاسبه نمایید. 𝜁𝜁(0)از روی  را 𝜋̂𝜋(0) مقدار ILRتبدیل  براسا  .2

(۲۳ )  𝜋̂𝜋(0) = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼(𝜁𝜁(0)). 
 .جایگذاری نماییدهای فردی زیر با مولفهرا  𝜁𝜁𝑗𝑗تابع لگاریتم درستنمایی در  .3

(۲۴ ) 
exp (𝜓𝜓𝑗𝑗𝜋𝜋)

∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

,     𝑗𝑗 = 1, … , 𝑘𝑘 

 وسیلۀ را به 𝜋̂𝜋و   𝜏̂𝜏  مقادیر .4

(۲۵ )  (𝜏̂𝜏, 𝜋̂𝜋) = arg max(𝜏𝜏,𝜋𝜋) log 𝐿𝐿(𝜏𝜏, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼−1(𝜋𝜋)). 
 محاسبه نمایید. 𝜋̂𝜋(0)و   𝜏̂𝜏(0)با استفاده از طرح تکراری نیوتن رافسون با مقادیر اولیۀ   .5

 استفاده نمایید. 𝜋̂𝜋از روی   𝜁𝜁برای محاسبۀ   معکو  را ILRتبدیل  .6

(۲۶ )  𝜁𝜁 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼−1(𝜋̂𝜋). 
ترین  انتخاب شد که بیشای    MLE، چندین مقدار اولیه درنظر گرفته شد و  سازیپیادهریر بگیرد. در  یتواند از انتخاب مقدارهای اولیه، تجواب رابطۀ درستنمایی می  از آنجائی که

 داد.مقدار را برای تابع لگاریتم درستنمایی نتیجه می
 نتایج تجربی برای مجموعه مشاهدات گمشده 

,𝜏̂𝜏)برآوردگر    تحلیل خصوصیاتبرای    𝜁𝜁)  ،  دو مجموعه دادۀ    بدین ترتیب .  کنیممی تقسیم    ۲-۴مطابق ساختار بخش  صورت تصادفی به دو بخش  مجموعه دادۀ کامل را بهابتدا
θبرای برآورد  نماییم که  می   ترکیب  صورت مصنوعی ها را بهآنو سپس    گرددمی ایجاد    𝑃𝑃2و    𝑃𝑃1مصنوعی   = (𝜏𝜏, ζ)   برآوردگر بر پایۀ  شونداستفاده می .𝑃𝑃1    و𝑃𝑃2    با𝜃𝜃1   نمایش
 صورت زیر است: به 𝑃𝑃1، لگاریتم درستنمایی برای مجموعه  18با توجه به تابع چگالی رابطه  . شودداده می

(۲۷ ) 

𝑙𝑙𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) ∝ (𝜁𝜁1 + 𝜁𝜁2)𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ])} 

× 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ]}
𝑑𝑑𝑖𝑖  

+(𝜁𝜁3 + 𝜁𝜁4)𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ]

+ 𝛿𝛿1)} 

× 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+(𝜁𝜁5 + 𝜁𝜁6)𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ]

+ 𝛿𝛿2)} 

× 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿2}𝑑𝑑𝑖𝑖. 
 صورت زیر است:به 𝑃𝑃2لگاریتم درستنمایی برای مجموعه 

(۲۸ ) 

𝑙𝑙𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) ∝ (𝜁𝜁1 + 𝜁𝜁3 + 𝜁𝜁5) 

× 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2])} 

× 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]}
𝑑𝑑𝑖𝑖  

+(𝜁𝜁2 + 𝜁𝜁4 + 𝜁𝜁6) 

× 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2])} 

× 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]}
𝑑𝑑𝑖𝑖. 

که برای برآورد 
رابطه 18،  تابع چگالی  به  توجه  با  داده می‌شود.  نمایش   1̂θ با   2P

1P به‌صورت زیر است: لگاریتم درستنمایی برای مجموعه 

( ) ( ) ( )
[ ]( )1 2

exp 1
, 1

i

i
i i b High

t
l exp exp x

β
τ ζ ζ ζ α β γ

β =

  − ∝ + − + +   
   �

)۲۷([ ]{ }( ) 1
i

i

d
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( ) ( )
[ ]( )3 4 1

exp 1
1

i

i
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t
exp exp x

β
ζ ζ α β γ δ

β =
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   

[ ]{ }1( ) 1
i

i

d

i i b Highexp x tα β γ δ=× + + + +

2P به‌صورت زیر است: لگاریتم درستنمایی برای مجموعه 

( ) ( )1 3 5,il τ ζ ζ ζ ζ∝ + +

( )
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را   2P و   1P به  تصادفی  تقسیم‌بندی  سناریو  یک‌بار  تنها  ابتدا 
نمایش  کردن   میبار تقس  ۱۰۰۰دهیم. سناریوی دیگر  نمایش می  (θ̂1)   این سناریو را بابرآورد پارامترها در  .  دهیمرا انجام می   𝑃𝑃2و    𝑃𝑃1بندی تصادفی به  تقسیم   سناریو  بارکتنها یابتدا   

داد به  ۀمجموعه  تصادفکامل  و  صورت  است  )   نیانگیم ی  پارامترها  θ̅̂برآورد  = ۱
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کامل را با 
است. 

 1P ترکیب  از  آمده  به‌دست  برآورد ضعیف  بررسی دلایل  برای 
این  برای  می‌پردازیم.  پارامترها  شناسایی‌پذیری  بررسی  به   ، 2P و 
φ را برای مقادیر مختلف  منظور، براساس تابع مرگ‌ومیر موجود تابع 
تعریف  زیر  به صورت   x و سن  پایه  به سطح  توجه  با  و   ( ),B C

می‌کنیم: 

[ ] [ ] [ ]1 21 21 1 1b High c c c cexpφ γ δ δ= = =
 = + + 

برای   ( ),B C مختلف  مقادیر  برای  را   φ̂ مقادیر   5 جدول 
مجموعه دادۀ کامل، نشان می‌دهد.

‌در جدول 5 مشاهده می‌شود که فردی با مشخصات جغرافیایی 
جمعیتی »صفر« و سطح مزایای بالا، با فردی که سطح مزایا پایین 
مرگ‌ومیر  است،  »یک«  او  جمعیتی  جغرافیایی  مشخصات  و  دارد 
بسیار مشابهی )در سن‌های یکسان( دارند. این موضوع برای افرادی 
با  بالا و مشخصات جغرافیایی جمعیتی آن‌ها یک است،  که مزایای 
جمعیتی  جغرافیایی  مشخصات  و  پایین  مزایای  دارای  که  افرادی 
»دو« هستند، نیز برقرار است. بنابراین شرایط شناسایی‌پذیری، برقرار 

نمی‌باشد.
همچنین شناسایی‌پذیری پارامترها در مدل مطرح‌شده با داده‌های 
موجود، می‌تواند از طریق بررسی مقادیر ویژۀ ماتریس هسین تحلیل 
برای تمام ۱۰۰۰ مجموعه دادۀ شبیه‌سازی شده  شود. مقادیر ویژه 

مقادیر  بزرگ‌تر  مقدار  دو  که  می‌شود  مشاهده  است.  شده  محاسبه 
ویژۀ ماتریس هسین بسیار نزدیک به صفر هستند که نشان دهندۀ 
این است که ماتریس اطلاع برآورد شده، رتبه کامل نیست و مدل 
برای داده‌های موجود، دارای پارامتر افزونه است. علاوه‌بر این ممکن 
است یک مسئله در ریسک مدل موجود باشد. ما یک مدل گومپرتز 
تابع مرگ‌ومیر  نتواند  برای داده‌ها استفاده کرده‌ایم که ممکن است 
درستی را برای این تجربۀ مرگ‌ومیر منعکس کند و یا ممکن است که 
اختلافات مرگ‌ومیر به‌دلیل ویژگی‌های مختلف اقتصادی و اجتماعی 

به‌طور متناسب بر روی لگاریتم خطر تأثیر نگذارد.

دسترسی به اطلاعات بیشتر
‌مسئلۀ شناسایی‌پذیری زمانی رخ می‌دهد که دو متغیر کمکی که 
هیچ‌گاه به‌صورت مشترک مشاهده نشده‌اند، مانع از استنباط بیشتر 
تأثیر دسترسی  بررسی  برای  اکنون  تابع مرگ‌ومیر می‌شود.  درمورد 
به مجموعه دادۀ بیشتر حالت‌های مختلفی را مدنظر قرار می‌دهیم. 
3n دارد که نمایندۀ  3P ‌اندازۀ نمونۀ کوچکتری به تعداد  مجموعه داده‌ 
طرح بازنشستگی است که هیچ اطلاعاتی از دو متغیر کمکی، گمشده 
4P با اندازه  نیستند. برای نشان دادن استواری نتایج، مجموعه دادۀ 
4n در نظر گرفته می‌شود که نمایندۀ طرح  نمونۀ بزرگتر به تعداد 

C هر دو گمشده هستند.  بازنشستگی است که در آن  و 
4P داریم که از طریق  1P و  ، 2P ، 3P حال چهار طرح بازنشستگی 
تقسیم‌بندی مجموعه داده‌های کامل به‌صورت تصادفی و حذف عوامل 
مقتضی به‌دست آورده می‌شوند. در این رویکرد، ۵ درصد به‌طور کامل 
 ۲۰  ،) 1P (، ۲۰ درصد فقط B مشاهده شده ) 3P مشاهده شده‌اند )
هر  باقی‌مانده  درصد   ۵۵ در  و   ) 2P ( شده  مشاهده   C فقط  درصد 
 

 برای مجموعه دادۀ کامل 𝜙𝜙   (𝛟̂𝛟 ). مقادیر برآورد ۵جدول 

 جغرافیایی مشخصات
 (C) جمعیتی

 ( Bسطح مزایا )
۰ ۱ ۲ 

 ۶۵/۰ ۸۰/۰ ۱ پایین
 ۵۳/۰ ۶۵/۰ ۸۱/۰ بالا 

 
  «یک»او    جمعیتی  جغرافیایی  مشخصاتو سطح مزایای بالا، با فردی که سطح مزایا پایین دارد و    « صفر»   جمعیتی  جغرافیایی  مشخصاتشود که فردی با  مشاهده می  5جدول  در  

ها یک است، با افرادی که دارای مزایای پایین آن جمعیتی جغرافیایی مشخصاتاین موضوع برای افرادی که مزایای بالا و  . های یکسان( دارند )در سن مشابهی  بسیارومیر است، مرگ
 باشد.پذیری، برقرار نمیشناسایی این شرایطرهستند، نیز برقرار است. بناب  «دو»  جمعیتی جغرافیایی مشخصاتو 

مجموعه   ۱۰۰۰تحلیل شود. مقادیر ویژه برای تمام   تواند از طریق بررسی مقادیر ویژۀ ماتریس هسینهای موجود، میبا داده  شدهطرحپذیری پارامترها در مدل م همچنین شناسایی
به صفر هستند که نشان دهندۀ این است که ماتریس اطلاع   بسیار نزدیکتر مقادیر ویژۀ ماتریس هسین  که دو مقدار بزرگ  شودشده است. مشاهده می  محاسبهسازی شده  دادۀ شبیه

برای گومپرتز  بر این ممکن است یک مسئله در ریسک مدل موجود باشد. ما یک مدل  علاوه   های موجود، دارای پارامتر افزونه است.برآورد شده، رتبه کامل نیست و مدل برای داده
های مختلف دلیل ویژگیومیر بهممکن است که اختلافات مرگ  و یا  ومیر منعکس کندومیر درستی را برای این تجربۀ مرگاند تابع مرگایم که ممکن است نتوها استفاده کردهداده

 .تیریر نگذاردخطر طور متناسب بر روی لگاریتم اقتصادی و اجتماعی به
 دسترسی به اطلاعات بیشتر 

برای . اکنون  شودمیومیر  تابع مرگ  مانع از استنباط بیشتر درمورداند،  صورت مشترک مشاهده نشدهگاه بهدهد که دو متغیر کمکی که هیچپذیری زمانی رخ میمسئلۀ شناسایی
که نمایندۀ طرح بازنشستگی   دارد  𝑛𝑛3  ی به تعداداندازۀ نمونۀ کوچکتر  𝑃𝑃3  دهیم. مجموعه دادههای مختلفی را مدنظر قرار میحالتر دسترسی به مجموعه دادۀ بیشتر  یرتی  بررسی
که نمایندۀ   شودمی  در نظر گرفته  𝑛𝑛4  به تعداد  با اندازه نمونۀ بزرگتر  𝑃𝑃4. برای نشان دادن استواری نتایج، مجموعه دادۀ  ندگمشده نیست   ،هیچ اطلاعاتی از دو متغیر کمکی  هاست ک

 هر دو گمشده هستند.  Cو  𝐵𝐵  در آن طرح بازنشستگی است که
  این   . درشوندآورده میدست  صورت تصادفی و حذف عوامل مقتضی بهکامل به  هایمجموعه داده  بندیتقسیم داریم که از طریق    𝑃𝑃4و    𝑃𝑃1  ،𝑃𝑃2،  𝑃𝑃3حال چهار طرح بازنشستگی  

 Cو    Bمانده هر دو  درصد باقی  ۵۵( و در  𝑃𝑃2مشاهده شده )  𝐶𝐶درصد فقط    ۲۰(،   𝑃𝑃1مشاهده شده )  Bدرصد فقط    ۲۰(،  𝑃𝑃3اند )طور کامل مشاهده شدهدرصد به  ۵،  رویکرد
𝑛𝑛1رو  (. از این 𝑃𝑃4اند ) مشاهده نشده = 𝑛𝑛2 = ۳۷۴۸  ،𝑛𝑛3 = 𝑛𝑛4و    ۹۳۷ =  سهم بنابراین    شود. بار تکرار می  ۱۰۰۰تصادفی    بندیتقسیم این نحوه    است.   ۱۰۳۰۸

 :صورت زیر است)بدون مشاهده گمشده( به 𝑃𝑃3درستنمایی برای هر فرد در   تابع

(۲۹ ) 𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) ∝ 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑖𝑖|𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜏𝜏)µ𝑥𝑥𝑖𝑖+𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑖𝑖 (𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜏𝜏)𝑓𝑓𝐵𝐵,𝐶𝐶(𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜁𝜁). 

 لذا:

 𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) ∝ (𝜁𝜁1 + 𝜁𝜁2 + 𝜁𝜁3 + 𝜁𝜁4 + 𝜁𝜁5 + 𝜁𝜁6) 
(۳۰ ) 

× 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1]

+ 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2])} 

 × 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]}
𝑑𝑑𝑖𝑖. 

 : صورت زیر استگمشده( به Cو  B)هر دو  𝑃𝑃4درستنمایی برای افراد در   تابع سهم و

(۳۱ ) 𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) ∝ ∑ ∑ 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑖𝑖|𝑏𝑏, 𝑐𝑐; 𝜏𝜏)µ𝑥𝑥𝑖𝑖+𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑖𝑖 (𝑏𝑏, 𝑐𝑐; 𝜏𝜏)𝑓𝑓𝐵𝐵,𝐶𝐶(𝑏𝑏, 𝑐𝑐; 𝜁𝜁).

𝑐𝑐∈{0,1,2}
 

𝑏𝑏∈{𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿,𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ}
 

 در نتیجه داریم:

(۳۲ ) 

𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) ∝ 𝜁𝜁1𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝑡𝑡𝑖𝑖)}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+𝜁𝜁2𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖)

+ 𝛾𝛾}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+𝜁𝜁3𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛿𝛿1)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖)

+ 𝛿𝛿1}𝑑𝑑𝑖𝑖  

این‌رو  از   .) 4P ( نشده‌اند  مشاهده   C و   B دو 
تصادفی  تقسیم‌بندی  نحوه  این  است.   

 برای مجموعه دادۀ کامل 𝜙𝜙   (𝛟̂𝛟 ). مقادیر برآورد ۵جدول 

 جغرافیایی مشخصات
 (C) جمعیتی

 ( Bسطح مزایا )
۰ ۱ ۲ 

 ۶۵/۰ ۸۰/۰ ۱ پایین
 ۵۳/۰ ۶۵/۰ ۸۱/۰ بالا 

 
  «یک»او    جمعیتی  جغرافیایی  مشخصاتو سطح مزایای بالا، با فردی که سطح مزایا پایین دارد و    « صفر»   جمعیتی  جغرافیایی  مشخصاتشود که فردی با  مشاهده می  5جدول  در  

ها یک است، با افرادی که دارای مزایای پایین آن جمعیتی جغرافیایی مشخصاتاین موضوع برای افرادی که مزایای بالا و  . های یکسان( دارند )در سن مشابهی  بسیارومیر است، مرگ
 باشد.پذیری، برقرار نمیشناسایی این شرایطرهستند، نیز برقرار است. بناب  «دو»  جمعیتی جغرافیایی مشخصاتو 

مجموعه   ۱۰۰۰تحلیل شود. مقادیر ویژه برای تمام   تواند از طریق بررسی مقادیر ویژۀ ماتریس هسینهای موجود، میبا داده  شدهطرحپذیری پارامترها در مدل م همچنین شناسایی
به صفر هستند که نشان دهندۀ این است که ماتریس اطلاع   بسیار نزدیکتر مقادیر ویژۀ ماتریس هسین  که دو مقدار بزرگ  شودشده است. مشاهده می  محاسبهسازی شده  دادۀ شبیه

برای گومپرتز  بر این ممکن است یک مسئله در ریسک مدل موجود باشد. ما یک مدل  علاوه   های موجود، دارای پارامتر افزونه است.برآورد شده، رتبه کامل نیست و مدل برای داده
های مختلف دلیل ویژگیومیر بهممکن است که اختلافات مرگ  و یا  ومیر منعکس کندومیر درستی را برای این تجربۀ مرگاند تابع مرگایم که ممکن است نتوها استفاده کردهداده

 .تیریر نگذاردخطر طور متناسب بر روی لگاریتم اقتصادی و اجتماعی به
 دسترسی به اطلاعات بیشتر 

برای . اکنون  شودمیومیر  تابع مرگ  مانع از استنباط بیشتر درمورداند،  صورت مشترک مشاهده نشدهگاه بهدهد که دو متغیر کمکی که هیچپذیری زمانی رخ میمسئلۀ شناسایی
که نمایندۀ طرح بازنشستگی   دارد  𝑛𝑛3  ی به تعداداندازۀ نمونۀ کوچکتر  𝑃𝑃3  دهیم. مجموعه دادههای مختلفی را مدنظر قرار میحالتر دسترسی به مجموعه دادۀ بیشتر  یرتی  بررسی
که نمایندۀ   شودمی  در نظر گرفته  𝑛𝑛4  به تعداد  با اندازه نمونۀ بزرگتر  𝑃𝑃4. برای نشان دادن استواری نتایج، مجموعه دادۀ  ندگمشده نیست   ،هیچ اطلاعاتی از دو متغیر کمکی  هاست ک

 هر دو گمشده هستند.  Cو  𝐵𝐵  در آن طرح بازنشستگی است که
  این   . درشوندآورده میدست  صورت تصادفی و حذف عوامل مقتضی بهکامل به  هایمجموعه داده  بندیتقسیم داریم که از طریق    𝑃𝑃4و    𝑃𝑃1  ،𝑃𝑃2،  𝑃𝑃3حال چهار طرح بازنشستگی  

 Cو    Bمانده هر دو  درصد باقی  ۵۵( و در  𝑃𝑃2مشاهده شده )  𝐶𝐶درصد فقط    ۲۰(،   𝑃𝑃1مشاهده شده )  Bدرصد فقط    ۲۰(،  𝑃𝑃3اند )طور کامل مشاهده شدهدرصد به  ۵،  رویکرد
𝑛𝑛1رو  (. از این 𝑃𝑃4اند ) مشاهده نشده = 𝑛𝑛2 = ۳۷۴۸  ،𝑛𝑛3 = 𝑛𝑛4و    ۹۳۷ =  سهم بنابراین    شود. بار تکرار می  ۱۰۰۰تصادفی    بندیتقسیم این نحوه    است.   ۱۰۳۰۸

 :صورت زیر است)بدون مشاهده گمشده( به 𝑃𝑃3درستنمایی برای هر فرد در   تابع

(۲۹ ) 𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) ∝ 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑖𝑖|𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜏𝜏)µ𝑥𝑥𝑖𝑖+𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑖𝑖 (𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜏𝜏)𝑓𝑓𝐵𝐵,𝐶𝐶(𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜁𝜁). 

 لذا:

 𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) ∝ (𝜁𝜁1 + 𝜁𝜁2 + 𝜁𝜁3 + 𝜁𝜁4 + 𝜁𝜁5 + 𝜁𝜁6) 
(۳۰ ) 

× 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1]

+ 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2])} 

 × 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]}
𝑑𝑑𝑖𝑖. 

 : صورت زیر استگمشده( به Cو  B)هر دو  𝑃𝑃4درستنمایی برای افراد در   تابع سهم و

(۳۱ ) 𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) ∝ ∑ ∑ 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑖𝑖|𝑏𝑏, 𝑐𝑐; 𝜏𝜏)µ𝑥𝑥𝑖𝑖+𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑖𝑖 (𝑏𝑏, 𝑐𝑐; 𝜏𝜏)𝑓𝑓𝐵𝐵,𝐶𝐶(𝑏𝑏, 𝑐𝑐; 𝜁𝜁).

𝑐𝑐∈{0,1,2}
 

𝑏𝑏∈{𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿,𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ}
 

 در نتیجه داریم:

(۳۲ ) 

𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) ∝ 𝜁𝜁1𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝑡𝑡𝑖𝑖)}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+𝜁𝜁2𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖)

+ 𝛾𝛾}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+𝜁𝜁3𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛿𝛿1)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖)

+ 𝛿𝛿1}𝑑𝑑𝑖𝑖  

و   

 برای مجموعه دادۀ کامل 𝜙𝜙   (𝛟̂𝛟 ). مقادیر برآورد ۵جدول 

 جغرافیایی مشخصات
 (C) جمعیتی

 ( Bسطح مزایا )
۰ ۱ ۲ 

 ۶۵/۰ ۸۰/۰ ۱ پایین
 ۵۳/۰ ۶۵/۰ ۸۱/۰ بالا 

 
  «یک»او    جمعیتی  جغرافیایی  مشخصاتو سطح مزایای بالا، با فردی که سطح مزایا پایین دارد و    « صفر»   جمعیتی  جغرافیایی  مشخصاتشود که فردی با  مشاهده می  5جدول  در  

ها یک است، با افرادی که دارای مزایای پایین آن جمعیتی جغرافیایی مشخصاتاین موضوع برای افرادی که مزایای بالا و  . های یکسان( دارند )در سن مشابهی  بسیارومیر است، مرگ
 باشد.پذیری، برقرار نمیشناسایی این شرایطرهستند، نیز برقرار است. بناب  «دو»  جمعیتی جغرافیایی مشخصاتو 

مجموعه   ۱۰۰۰تحلیل شود. مقادیر ویژه برای تمام   تواند از طریق بررسی مقادیر ویژۀ ماتریس هسینهای موجود، میبا داده  شدهطرحپذیری پارامترها در مدل م همچنین شناسایی
به صفر هستند که نشان دهندۀ این است که ماتریس اطلاع   بسیار نزدیکتر مقادیر ویژۀ ماتریس هسین  که دو مقدار بزرگ  شودشده است. مشاهده می  محاسبهسازی شده  دادۀ شبیه

برای گومپرتز  بر این ممکن است یک مسئله در ریسک مدل موجود باشد. ما یک مدل  علاوه   های موجود، دارای پارامتر افزونه است.برآورد شده، رتبه کامل نیست و مدل برای داده
های مختلف دلیل ویژگیومیر بهممکن است که اختلافات مرگ  و یا  ومیر منعکس کندومیر درستی را برای این تجربۀ مرگاند تابع مرگایم که ممکن است نتوها استفاده کردهداده

 .تیریر نگذاردخطر طور متناسب بر روی لگاریتم اقتصادی و اجتماعی به
 دسترسی به اطلاعات بیشتر 

برای . اکنون  شودمیومیر  تابع مرگ  مانع از استنباط بیشتر درمورداند،  صورت مشترک مشاهده نشدهگاه بهدهد که دو متغیر کمکی که هیچپذیری زمانی رخ میمسئلۀ شناسایی
که نمایندۀ طرح بازنشستگی   دارد  𝑛𝑛3  ی به تعداداندازۀ نمونۀ کوچکتر  𝑃𝑃3  دهیم. مجموعه دادههای مختلفی را مدنظر قرار میحالتر دسترسی به مجموعه دادۀ بیشتر  یرتی  بررسی
که نمایندۀ   شودمی  در نظر گرفته  𝑛𝑛4  به تعداد  با اندازه نمونۀ بزرگتر  𝑃𝑃4. برای نشان دادن استواری نتایج، مجموعه دادۀ  ندگمشده نیست   ،هیچ اطلاعاتی از دو متغیر کمکی  هاست ک

 هر دو گمشده هستند.  Cو  𝐵𝐵  در آن طرح بازنشستگی است که
  این   . درشوندآورده میدست  صورت تصادفی و حذف عوامل مقتضی بهکامل به  هایمجموعه داده  بندیتقسیم داریم که از طریق    𝑃𝑃4و    𝑃𝑃1  ،𝑃𝑃2،  𝑃𝑃3حال چهار طرح بازنشستگی  

 Cو    Bمانده هر دو  درصد باقی  ۵۵( و در  𝑃𝑃2مشاهده شده )  𝐶𝐶درصد فقط    ۲۰(،   𝑃𝑃1مشاهده شده )  Bدرصد فقط    ۲۰(،  𝑃𝑃3اند )طور کامل مشاهده شدهدرصد به  ۵،  رویکرد
𝑛𝑛1رو  (. از این 𝑃𝑃4اند ) مشاهده نشده = 𝑛𝑛2 = ۳۷۴۸  ،𝑛𝑛3 = 𝑛𝑛4و    ۹۳۷ =  سهم بنابراین    شود. بار تکرار می  ۱۰۰۰تصادفی    بندیتقسیم این نحوه    است.   ۱۰۳۰۸

 :صورت زیر است)بدون مشاهده گمشده( به 𝑃𝑃3درستنمایی برای هر فرد در   تابع

(۲۹ ) 𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) ∝ 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑖𝑖|𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜏𝜏)µ𝑥𝑥𝑖𝑖+𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑖𝑖 (𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜏𝜏)𝑓𝑓𝐵𝐵,𝐶𝐶(𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖; 𝜁𝜁). 

 لذا:

 𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) ∝ (𝜁𝜁1 + 𝜁𝜁2 + 𝜁𝜁3 + 𝜁𝜁4 + 𝜁𝜁5 + 𝜁𝜁6) 
(۳۰ ) 

× 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1]

+ 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2])} 

 × 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾𝟙𝟙[𝑏𝑏𝑖𝑖=𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ] + 𝛿𝛿1𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=1] + 𝛿𝛿2𝟙𝟙[𝑐𝑐𝑖𝑖=2]}
𝑑𝑑𝑖𝑖. 

 : صورت زیر استگمشده( به Cو  B)هر دو  𝑃𝑃4درستنمایی برای افراد در   تابع سهم و

(۳۱ ) 𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) ∝ ∑ ∑ 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑖𝑖|𝑏𝑏, 𝑐𝑐; 𝜏𝜏)µ𝑥𝑥𝑖𝑖+𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑖𝑖 (𝑏𝑏, 𝑐𝑐; 𝜏𝜏)𝑓𝑓𝐵𝐵,𝐶𝐶(𝑏𝑏, 𝑐𝑐; 𝜁𝜁).

𝑐𝑐∈{0,1,2}
 

𝑏𝑏∈{𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿,𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ}
 

 در نتیجه داریم:

(۳۲ ) 

𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏, 𝜁𝜁) ∝ 𝜁𝜁1𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝑡𝑡𝑖𝑖)}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+𝜁𝜁2𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖)

+ 𝛾𝛾}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+𝜁𝜁3𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛿𝛿1)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖)

+ 𝛿𝛿1}𝑑𝑑𝑖𝑖  

۱۰۰۰ بار تکرار می‌شود. بنابراین سهم تابع درستنمایی برای هر فرد 
3P )بدون مشاهده گمشده( به‌صورت زیر است: در 

بندی مختلف انحراف استاندارد پارامترها در داده کامل و گمشده با سناریو تقسیمبرآورد و . ۴جدول 

 
 𝛼̂𝛼 𝛽̂𝛽 𝛾̂𝛾 𝛿̂𝛿1 𝛿̂𝛿2 𝜁𝜁1 𝜁𝜁2 𝜁𝜁3 𝜁𝜁4 𝜁𝜁5 براورد پارامتر 

𝜃𝜃 ۴۱/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۱/۰ - ۲۲/۰ - ۴۳/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜃𝜃1 ۴۱/۱۱ - ۱۱/۰ ۰۸/۰ - ۲۷/۰ - ۳۷/۰ - ۲۱/۰ ۰۰/۰ ۵۴/۰ ۰۲/۰ ۰۰/۰ 
𝜃̅𝜃 ۴۲/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۳/۰ - ۲۳/۰ - ۳۴/۰ - ۲۲/۰ ۰۰/۰ ۵۲/۰ ۰۴/۰ ۰۱/۰ 

𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃
× ۱۰۳ ۴۳/۱۷ ۲۱/۰ ۲۴/۱۰۱ ۲۲/۳۳ ۹۴/۱۱۴ ۰۹/۳ ۸۷/۰ ۷۴/۱۷ ۴۹/۱۷ ۰۸/۱۷ 

جدول ۴.  برآورد و انحراف استاندارد پارامترها در داده کامل و گمشده با سناریو تقسیم‌بندی مختلف

φ̂( ‌برای مجموعه دادۀ کامل (  φ جدول ۵. مقادیر برآورد 

برای مجموعه دادۀ کامل 𝜙𝜙   (𝛟̂𝛟 ). مقادیر برآورد ۵جدول 

 
 مشخصات جغرافیایی

 (جمعیتی )
 ( سطح مزایا )

۰ ۱ ۲ 

 ۶۵/۰ ۸۰/۰ ۱ پایین
 ۵۳/۰ ۶۵/۰ ۸۱/۰ بال 
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 C و   B دو  )هر   4P در  افراد  برای  درستنمایی  تابع  سهم  و 
گمشده( به‌صورت زیر است:

( )
{ } { }
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در نتیجه داریم:
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i i i i
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  − ∝ − + + +   
   

)۳۲(

( ) ( ) { }2

exp 1
( ) idi

i i i

t
exp exp x exp x t

β
ζ α β γ α β γ

β
  − + − + + + + +   
   

( ) ( ) { }3 1 1

exp 1
( ) idi

i i i

t
exp exp x exp x t

β
ζ α β δ α β δ

β
  − + − + + + + +   
   

( ) ( ) { }4 1 1

exp 1
( ) idi

i i i

t
exp exp x exp x t

β
ζ α β γ δ α β γ δ

β
  − + − + + + + + + +   
   

( ) ( ) { }5 2 2

exp 1
( ) idi

i i i

t
exp exp x exp x t

β
ζ α β δ α β δ

β
  − + − + + + + +   
   

( ) ( ) { }6 2 2

exp 1
( ) .idi

i i i

t
exp exp x exp x t

β
ζ α β γ δ α β γ δ

β
  − + − + + + + + + +   
   

به‌دست  استاندارد  پارامترها و خطاهای  برآورد  مقادیر  ادامه،  در 
آمده از مجموعه داده‌های مختلف را با هم مقایسه می‌کنیم. برآوردها 
شده(،  مشخص   1 4P P− )با  داده  مجموعه  چهار  ترکیب  اساس  بر 
به  1 مشخص شده( یعنی  3P P− )با   3P 1P و  ، 2P براساس ترکیب 
C مشاهده نشده‌اند؛ و تنها  B و غیر از مجموعه داده بزرگتر که هر دو
3P )بدون داده گمشده ولی اندازه نمونۀ خیلی کوچک( را در  برای 

نظر می‌گیریم. 
پارامترها  برآورد   ،

+𝜁𝜁4𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿1)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿1}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+𝜁𝜁5𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛿𝛿2)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖)

+ 𝛿𝛿2}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+𝜁𝜁6𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿2)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿2}𝑑𝑑𝑖𝑖. 
𝑃𝑃1بر اسا  ترکیب چهار مجموعه داده )با    هاکنیم. برآوردمقایسه میبا هم  های مختلف را  دست آمده از مجموعه دادهمقادیر برآورد پارامترها و خطاهای استاندارد بهدر ادامه،   −

𝑃𝑃4  مشخص شده(، براسا  ترکیب𝑃𝑃1 ،𝑃𝑃2  و𝑃𝑃3   با(𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3  مشخص شده( یعنی به غیر از مجموعه داده بزرگتر که هر دو𝐵𝐵  و𝐶𝐶 اند؛ و تنها برای مشاهده نشده𝑃𝑃3   بدون(
   گیریم. داده گمشده ولی اندازه نمونۀ خیلی کوچک( را در نظر می

σ̅̂(θ̂1)ها )استاندارد آن  یبرآورد خطاها،  (θ̂1)   یصورت تصادفمجموعه داده کامل به  میبار تقس  کیبرآورد پارامترها در    ،(θ̂کامل )  ۀمجموعه داددر    برآورد پارامترها × ۱۰۳) ،
θ̅̂)   یصورت تصادفکامل به  هایهکردن مجموعه داد  میبار تقس  ۱۰۰۰  وسیلهبهبرآورد پارامترها    نیانگیم  = ۱

۱۰۰۰ ∑ θ̂kk)  ، استاندارد و انحراف استاندارد   یبرآورد خطا   نی انگیم

σ̅̂(θ̂)) به ترتیب  پارامترها = ۱
۱۰۰۰ ∑ σ̂(θ̂k) × ۱۰۰۰k)   وσPAR = √ 1

۹۹۹ ∑ (θ̂k − θ̅̂)۲k ×  نمایش داده شده است.  6جدول محاسبه و در  ۱۰۰۰
پروسۀ .  اند معکو  ماتریس اطلاع تجربی برآورد شدهی  خطاهای استاندارد با استفاده از منف  .کنیممیمقایسه  (  6جدول  این برآوردها را با نتایج حاصل از مجموعه دادۀ کامل )خط اول  

,𝜏𝜏)، شامل  ۵در بخش    برآورد 𝜁𝜁)    .از این رو برآورد خطای استاندارد برایاست  (𝜏𝜏, 𝜁𝜁)  این روش تنها برای  .  نیازمند این است که از روش دلتا برای توابع برداری استفاده شود
 : صورت زیر استبعدی به 𝑘𝑘 برداری ، یکπ  راین مشتق تابع مد نظر نسبت بهب بنااست.  22، همان رابطه . تابع مورد استفادهشودمیستفاده ا 𝜁𝜁استاندارد  برآورد خطاهای

(۳۳ ) 
𝜁𝜁𝑗𝑗

′ =
𝜓𝜓𝑗𝑗 exp(𝜓𝜓𝑗𝑗𝜋𝜋) ∑ exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋) − exp(𝜓𝜓𝑗𝑗𝜋𝜋) ∑ 𝜓𝜓𝑖𝑖 exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘

𝑖𝑖=1
𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

(∑ exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 )2 .      

𝑗𝑗که   = 1, … , 𝑘𝑘   از رابطه   طور تقریبی به   آن   ، واریانس است. بنابراین  𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(𝜁𝜁) = 𝜁𝜁′Σ𝜁𝜁′𝑇𝑇   در آن   ، که د شو ی حاصل م  Σ   منفی که از طریق    ی است ماتریس واریانس کوواریانس 
 .گردد ی حاصل م  𝜁𝜁 . در نهایت با جذر گرفتن از رابطۀ فوق، خطای استاندارد مربوط به بردار پارامتری شود می حاصل   π مده در برآورد بردار پارامتری آ   دست معکو  ماتریس هسین به 

هایی از مجموعه داده کامل ، چون بخشامااسا  مجموعه دادۀ کامل، مطابقت دارند. دست آمده بربرآورد پارامترها با برآوردهای به شودمیمشاهده  𝜃̅𝜃و   𝜃𝜃𝑘𝑘 طور که از مقادیر همان
 .یابدافزایش می تر بودن اندازه نمونهدلیل کوچکبه 𝜎̂𝜎(𝜃𝜃)ۀ پارامترها  خطای استاندارد برآوردشدشوند، از استنباط خارج می

ومیر بر پایۀ مزایا و مشخصات جغرافیایی جمعیتی، وابسته به متغیرهایی های مرگکه تفاوت   استبه این دلیل    𝛿𝛿2و    𝛾𝛾 ،𝛿𝛿1برآورد شده، برای پارامترهای    خطای استانداردافزایش  
شده است و خط مبنا برای همه  به این دلیل که متغیر کمکی سن برای تمام افراد مشاهده . تری دارد این امر تیریر کم  βو  𝛼𝛼است که گاهی اوقات گمشده هستند. برای پارامترهای  

که از هر چهار وقتی   𝛿𝛿2̂و   𝛾̂𝛾 ،𝛿𝛿1̂برآورد شده    خطای استانداردها بیشتر هنگام مقایسۀ  این تفاوت  شده، مشترک است. سازیهای بازنشستگی شبیهافراد در چهار مجموعه داده طرح
𝑃𝑃1)طرح بازنشستگی  − 𝑃𝑃4) های بازنشستگی با برآورد فقط بر اسا  طرح𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3  شوند.شود، تییید میاستفاده می 

𝑃𝑃1مجموعه داده    ۴پذیری مدل کامل با  ی بررسی شناساییبرا − 𝑃𝑃4توان مقادیر ویژه ماتریس هسین حاصل از برآورد هر چهار مجموعه داده، را محاسبه نمود.  ، مشابه قبل می
 با   برابر  هایسازهیدر تمام شب صفربه    ژهی مقدار و نیترکینزد   همچنین و دور از صفر هستند.   یمنف  یهمگ  ژهیو   ریداده گمشده، مقاد  تصادفی  طرح ۱۰۰۰که در تمام    شودیمشاهده م 

 .است ریپذییشده، شناسا یمدل بررس بنابراین. است -۹۳/۹
 

 برآورد پارامترها و برآورد خطای ایتاندارد مربوطه در یناریوهای مختلف . ۶ جدول
مجموعه 
 𝛼̂𝛼 𝛽̂𝛽 𝛾̂𝛾 𝛿̂𝛿1 𝛿̂𝛿2 𝜁𝜁1 𝜁𝜁2 𝜁𝜁3 𝜁𝜁4 𝜁𝜁5 برآورد  داده 

 𝜃𝜃 ۴۱/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۱/۰ - ۲۲/۰ - ۴۳/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ کامل 

𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃4 

𝜃𝜃1 ۴۶/۱۱ - ۱۱/۰ ۰۸/۰ - ۱۶/۰ - ۳۹/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۳/۰ ۱۴/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۲۶/۱۳۶ ۷۱/۱ ۹۶/۶۷ ۱۶/۶۳ ۷۱/۸۴ ۶۹/۶ ۰۸/۴ ۴۴/۹ ۹۴/۷ ۹۰/۷ 

𝜃̅𝜃 ۴۵/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۸/۰ - ۱۹/۰ - ۳۶/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃) × ۱۰۳ ۴۲/۱۳۶ ۷۲/۱ ۴۱/۶۸ ۶۵/۶۱ ۱۶/۸۲ ۹۴/۶ ۶۸/۴ ۴۴/۹ ۹۴/۷ ۶۶/۷ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 × ۱۰۳ ۴۹/۲۵ ۲۹/۰ ۹۷/۵۰ ۵۸/۴۸ ۲۹/۶۳ ۱۴/۶ ۴۸/۴ ۵۶/۸ ۳۰/۷ ۴۷/۷ 

𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3 

𝜃𝜃1 ۵۲/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۰/۰ - ۱۹/۰ - ۴۷/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۳/۰ ۱۴/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۲۱/۱۹۹ ۵۲/۲ ۰۹/۷۷ ۰۱/۶۹ ۲۹/۹۴ ۶۹/۶ ۰۹/۴ ۴۴/۹ ۹۵/۷ ۹۱/۷ 

𝜃̅𝜃 ۴۳/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۰/۰ - ۲۱/۰ - ۴۱/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃) × ۱۰۳ ۶۱/۲۰۰ ۵۴/۲ ۰۵/۷۴ ۴۶/۶۶ ۵۵/۸۸ ۹۵/۶ ۶۹/۴ ۴۵/۹ ۹۵/۷ ۶۷/۷ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 × ۱۰۳ ۳۲/۱۵۴ ۹۷/۱ ۷۳/۵۹ ۹۷/۵۴ ۳۹/۷۱ ۴۲/۶ ۵۷/۴ ۴۵/۸ ۳۸/۷ ۳۷/۷ 

کامل  دادۀ  مجموعه  در  پارامترها  برآورد 
، برآورد 

+𝜁𝜁4𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿1)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿1}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+𝜁𝜁5𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛿𝛿2)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖)

+ 𝛿𝛿2}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+𝜁𝜁6𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿2)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿2}𝑑𝑑𝑖𝑖. 
𝑃𝑃1بر اسا  ترکیب چهار مجموعه داده )با    هاکنیم. برآوردمقایسه میبا هم  های مختلف را  دست آمده از مجموعه دادهمقادیر برآورد پارامترها و خطاهای استاندارد بهدر ادامه،   −

𝑃𝑃4  مشخص شده(، براسا  ترکیب𝑃𝑃1 ،𝑃𝑃2  و𝑃𝑃3   با(𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3  مشخص شده( یعنی به غیر از مجموعه داده بزرگتر که هر دو𝐵𝐵  و𝐶𝐶 اند؛ و تنها برای مشاهده نشده𝑃𝑃3   بدون(
   گیریم. داده گمشده ولی اندازه نمونۀ خیلی کوچک( را در نظر می

σ̅̂(θ̂1)ها )استاندارد آن  یبرآورد خطاها،  (θ̂1)   یصورت تصادفمجموعه داده کامل به  میبار تقس  کیبرآورد پارامترها در    ،(θ̂کامل )  ۀمجموعه داددر    برآورد پارامترها × ۱۰۳) ،
θ̅̂)   یصورت تصادفکامل به  هایهکردن مجموعه داد  میبار تقس  ۱۰۰۰  وسیلهبهبرآورد پارامترها    نیانگیم  = ۱

۱۰۰۰ ∑ θ̂kk)  ، استاندارد و انحراف استاندارد   یبرآورد خطا   نی انگیم

σ̅̂(θ̂)) به ترتیب  پارامترها = ۱
۱۰۰۰ ∑ σ̂(θ̂k) × ۱۰۰۰k)   وσPAR = √ 1

۹۹۹ ∑ (θ̂k − θ̅̂)۲k ×  نمایش داده شده است.  6جدول محاسبه و در  ۱۰۰۰
پروسۀ .  اند معکو  ماتریس اطلاع تجربی برآورد شدهی  خطاهای استاندارد با استفاده از منف  .کنیممیمقایسه  (  6جدول  این برآوردها را با نتایج حاصل از مجموعه دادۀ کامل )خط اول  

,𝜏𝜏)، شامل  ۵در بخش    برآورد 𝜁𝜁)    .از این رو برآورد خطای استاندارد برایاست  (𝜏𝜏, 𝜁𝜁)  این روش تنها برای  .  نیازمند این است که از روش دلتا برای توابع برداری استفاده شود
 : صورت زیر استبعدی به 𝑘𝑘 برداری ، یکπ  راین مشتق تابع مد نظر نسبت بهب بنااست.  22، همان رابطه . تابع مورد استفادهشودمیستفاده ا 𝜁𝜁استاندارد  برآورد خطاهای

(۳۳ ) 
𝜁𝜁𝑗𝑗

′ =
𝜓𝜓𝑗𝑗 exp(𝜓𝜓𝑗𝑗𝜋𝜋) ∑ exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋) − exp(𝜓𝜓𝑗𝑗𝜋𝜋) ∑ 𝜓𝜓𝑖𝑖 exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘

𝑖𝑖=1
𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

(∑ exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 )2 .      

𝑗𝑗که   = 1, … , 𝑘𝑘   از رابطه   طور تقریبی به   آن   ، واریانس است. بنابراین  𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(𝜁𝜁) = 𝜁𝜁′Σ𝜁𝜁′𝑇𝑇   در آن   ، که د شو ی حاصل م  Σ   منفی که از طریق    ی است ماتریس واریانس کوواریانس 
 .گردد ی حاصل م  𝜁𝜁 . در نهایت با جذر گرفتن از رابطۀ فوق، خطای استاندارد مربوط به بردار پارامتری شود می حاصل   π مده در برآورد بردار پارامتری آ   دست معکو  ماتریس هسین به 

هایی از مجموعه داده کامل ، چون بخشامااسا  مجموعه دادۀ کامل، مطابقت دارند. دست آمده بربرآورد پارامترها با برآوردهای به شودمیمشاهده  𝜃̅𝜃و   𝜃𝜃𝑘𝑘 طور که از مقادیر همان
 .یابدافزایش می تر بودن اندازه نمونهدلیل کوچکبه 𝜎̂𝜎(𝜃𝜃)ۀ پارامترها  خطای استاندارد برآوردشدشوند، از استنباط خارج می

ومیر بر پایۀ مزایا و مشخصات جغرافیایی جمعیتی، وابسته به متغیرهایی های مرگکه تفاوت   استبه این دلیل    𝛿𝛿2و    𝛾𝛾 ،𝛿𝛿1برآورد شده، برای پارامترهای    خطای استانداردافزایش  
شده است و خط مبنا برای همه  به این دلیل که متغیر کمکی سن برای تمام افراد مشاهده . تری دارد این امر تیریر کم  βو  𝛼𝛼است که گاهی اوقات گمشده هستند. برای پارامترهای  

که از هر چهار وقتی   𝛿𝛿2̂و   𝛾̂𝛾 ،𝛿𝛿1̂برآورد شده    خطای استانداردها بیشتر هنگام مقایسۀ  این تفاوت  شده، مشترک است. سازیهای بازنشستگی شبیهافراد در چهار مجموعه داده طرح
𝑃𝑃1)طرح بازنشستگی  − 𝑃𝑃4) های بازنشستگی با برآورد فقط بر اسا  طرح𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3  شوند.شود، تییید میاستفاده می 

𝑃𝑃1مجموعه داده    ۴پذیری مدل کامل با  ی بررسی شناساییبرا − 𝑃𝑃4توان مقادیر ویژه ماتریس هسین حاصل از برآورد هر چهار مجموعه داده، را محاسبه نمود.  ، مشابه قبل می
 با   برابر  هایسازهیدر تمام شب صفربه    ژهی مقدار و نیترکینزد   همچنین و دور از صفر هستند.   یمنف  یهمگ  ژهیو   ریداده گمشده، مقاد  تصادفی  طرح ۱۰۰۰که در تمام    شودیمشاهده م 

 .است ریپذییشده، شناسا یمدل بررس بنابراین. است -۹۳/۹
 

 برآورد پارامترها و برآورد خطای ایتاندارد مربوطه در یناریوهای مختلف . ۶ جدول
مجموعه 
 𝛼̂𝛼 𝛽̂𝛽 𝛾̂𝛾 𝛿̂𝛿1 𝛿̂𝛿2 𝜁𝜁1 𝜁𝜁2 𝜁𝜁3 𝜁𝜁4 𝜁𝜁5 برآورد  داده 

 𝜃𝜃 ۴۱/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۱/۰ - ۲۲/۰ - ۴۳/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ کامل 

𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃4 

𝜃𝜃1 ۴۶/۱۱ - ۱۱/۰ ۰۸/۰ - ۱۶/۰ - ۳۹/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۳/۰ ۱۴/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۲۶/۱۳۶ ۷۱/۱ ۹۶/۶۷ ۱۶/۶۳ ۷۱/۸۴ ۶۹/۶ ۰۸/۴ ۴۴/۹ ۹۴/۷ ۹۰/۷ 

𝜃̅𝜃 ۴۵/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۸/۰ - ۱۹/۰ - ۳۶/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃) × ۱۰۳ ۴۲/۱۳۶ ۷۲/۱ ۴۱/۶۸ ۶۵/۶۱ ۱۶/۸۲ ۹۴/۶ ۶۸/۴ ۴۴/۹ ۹۴/۷ ۶۶/۷ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 × ۱۰۳ ۴۹/۲۵ ۲۹/۰ ۹۷/۵۰ ۵۸/۴۸ ۲۹/۶۳ ۱۴/۶ ۴۸/۴ ۵۶/۸ ۳۰/۷ ۴۷/۷ 

𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3 

𝜃𝜃1 ۵۲/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۰/۰ - ۱۹/۰ - ۴۷/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۳/۰ ۱۴/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۲۱/۱۹۹ ۵۲/۲ ۰۹/۷۷ ۰۱/۶۹ ۲۹/۹۴ ۶۹/۶ ۰۹/۴ ۴۴/۹ ۹۵/۷ ۹۱/۷ 

𝜃̅𝜃 ۴۳/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۰/۰ - ۲۱/۰ - ۴۱/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃) × ۱۰۳ ۶۱/۲۰۰ ۵۴/۲ ۰۵/۷۴ ۴۶/۶۶ ۵۵/۸۸ ۹۵/۶ ۶۹/۴ ۴۵/۹ ۹۵/۷ ۶۷/۷ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 × ۱۰۳ ۳۲/۱۵۴ ۹۷/۱ ۷۳/۵۹ ۹۷/۵۴ ۳۹/۷۱ ۴۲/۶ ۵۷/۴ ۴۵/۸ ۳۸/۷ ۳۷/۷ 

در یک بار تقسیم مجموعه داده کامل به‌صورت تصادفی
، میانگین برآورد پارامترها 

+𝜁𝜁4𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿1)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿1}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+𝜁𝜁5𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛿𝛿2)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖)

+ 𝛿𝛿2}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+𝜁𝜁6𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿2)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿2}𝑑𝑑𝑖𝑖. 
𝑃𝑃1بر اسا  ترکیب چهار مجموعه داده )با    هاکنیم. برآوردمقایسه میبا هم  های مختلف را  دست آمده از مجموعه دادهمقادیر برآورد پارامترها و خطاهای استاندارد بهدر ادامه،   −

𝑃𝑃4  مشخص شده(، براسا  ترکیب𝑃𝑃1 ،𝑃𝑃2  و𝑃𝑃3   با(𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3  مشخص شده( یعنی به غیر از مجموعه داده بزرگتر که هر دو𝐵𝐵  و𝐶𝐶 اند؛ و تنها برای مشاهده نشده𝑃𝑃3   بدون(
   گیریم. داده گمشده ولی اندازه نمونۀ خیلی کوچک( را در نظر می

σ̅̂(θ̂1)ها )استاندارد آن  یبرآورد خطاها،  (θ̂1)   یصورت تصادفمجموعه داده کامل به  میبار تقس  کیبرآورد پارامترها در    ،(θ̂کامل )  ۀمجموعه داددر    برآورد پارامترها × ۱۰۳) ،
θ̅̂)   یصورت تصادفکامل به  هایهکردن مجموعه داد  میبار تقس  ۱۰۰۰  وسیلهبهبرآورد پارامترها    نیانگیم  = ۱

۱۰۰۰ ∑ θ̂kk)  ، استاندارد و انحراف استاندارد   یبرآورد خطا   نی انگیم

σ̅̂(θ̂)) به ترتیب  پارامترها = ۱
۱۰۰۰ ∑ σ̂(θ̂k) × ۱۰۰۰k)   وσPAR = √ 1

۹۹۹ ∑ (θ̂k − θ̅̂)۲k ×  نمایش داده شده است.  6جدول محاسبه و در  ۱۰۰۰
پروسۀ .  اند معکو  ماتریس اطلاع تجربی برآورد شدهی  خطاهای استاندارد با استفاده از منف  .کنیممیمقایسه  (  6جدول  این برآوردها را با نتایج حاصل از مجموعه دادۀ کامل )خط اول  

,𝜏𝜏)، شامل  ۵در بخش    برآورد 𝜁𝜁)    .از این رو برآورد خطای استاندارد برایاست  (𝜏𝜏, 𝜁𝜁)  این روش تنها برای  .  نیازمند این است که از روش دلتا برای توابع برداری استفاده شود
 : صورت زیر استبعدی به 𝑘𝑘 برداری ، یکπ  راین مشتق تابع مد نظر نسبت بهب بنااست.  22، همان رابطه . تابع مورد استفادهشودمیستفاده ا 𝜁𝜁استاندارد  برآورد خطاهای

(۳۳ ) 
𝜁𝜁𝑗𝑗

′ =
𝜓𝜓𝑗𝑗 exp(𝜓𝜓𝑗𝑗𝜋𝜋) ∑ exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋) − exp(𝜓𝜓𝑗𝑗𝜋𝜋) ∑ 𝜓𝜓𝑖𝑖 exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘

𝑖𝑖=1
𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

(∑ exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 )2 .      

𝑗𝑗که   = 1, … , 𝑘𝑘   از رابطه   طور تقریبی به   آن   ، واریانس است. بنابراین  𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(𝜁𝜁) = 𝜁𝜁′Σ𝜁𝜁′𝑇𝑇   در آن   ، که د شو ی حاصل م  Σ   منفی که از طریق    ی است ماتریس واریانس کوواریانس 
 .گردد ی حاصل م  𝜁𝜁 . در نهایت با جذر گرفتن از رابطۀ فوق، خطای استاندارد مربوط به بردار پارامتری شود می حاصل   π مده در برآورد بردار پارامتری آ   دست معکو  ماتریس هسین به 

هایی از مجموعه داده کامل ، چون بخشامااسا  مجموعه دادۀ کامل، مطابقت دارند. دست آمده بربرآورد پارامترها با برآوردهای به شودمیمشاهده  𝜃̅𝜃و   𝜃𝜃𝑘𝑘 طور که از مقادیر همان
 .یابدافزایش می تر بودن اندازه نمونهدلیل کوچکبه 𝜎̂𝜎(𝜃𝜃)ۀ پارامترها  خطای استاندارد برآوردشدشوند، از استنباط خارج می

ومیر بر پایۀ مزایا و مشخصات جغرافیایی جمعیتی، وابسته به متغیرهایی های مرگکه تفاوت   استبه این دلیل    𝛿𝛿2و    𝛾𝛾 ،𝛿𝛿1برآورد شده، برای پارامترهای    خطای استانداردافزایش  
شده است و خط مبنا برای همه  به این دلیل که متغیر کمکی سن برای تمام افراد مشاهده . تری دارد این امر تیریر کم  βو  𝛼𝛼است که گاهی اوقات گمشده هستند. برای پارامترهای  

که از هر چهار وقتی   𝛿𝛿2̂و   𝛾̂𝛾 ،𝛿𝛿1̂برآورد شده    خطای استانداردها بیشتر هنگام مقایسۀ  این تفاوت  شده، مشترک است. سازیهای بازنشستگی شبیهافراد در چهار مجموعه داده طرح
𝑃𝑃1)طرح بازنشستگی  − 𝑃𝑃4) های بازنشستگی با برآورد فقط بر اسا  طرح𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3  شوند.شود، تییید میاستفاده می 

𝑃𝑃1مجموعه داده    ۴پذیری مدل کامل با  ی بررسی شناساییبرا − 𝑃𝑃4توان مقادیر ویژه ماتریس هسین حاصل از برآورد هر چهار مجموعه داده، را محاسبه نمود.  ، مشابه قبل می
 با   برابر  هایسازهیدر تمام شب صفربه    ژهی مقدار و نیترکینزد   همچنین و دور از صفر هستند.   یمنف  یهمگ  ژهیو   ریداده گمشده، مقاد  تصادفی  طرح ۱۰۰۰که در تمام    شودیمشاهده م 

 .است ریپذییشده، شناسا یمدل بررس بنابراین. است -۹۳/۹
 

 برآورد پارامترها و برآورد خطای ایتاندارد مربوطه در یناریوهای مختلف . ۶ جدول
مجموعه 
 𝛼̂𝛼 𝛽̂𝛽 𝛾̂𝛾 𝛿̂𝛿1 𝛿̂𝛿2 𝜁𝜁1 𝜁𝜁2 𝜁𝜁3 𝜁𝜁4 𝜁𝜁5 برآورد  داده 

 𝜃𝜃 ۴۱/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۱/۰ - ۲۲/۰ - ۴۳/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ کامل 

𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃4 

𝜃𝜃1 ۴۶/۱۱ - ۱۱/۰ ۰۸/۰ - ۱۶/۰ - ۳۹/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۳/۰ ۱۴/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۲۶/۱۳۶ ۷۱/۱ ۹۶/۶۷ ۱۶/۶۳ ۷۱/۸۴ ۶۹/۶ ۰۸/۴ ۴۴/۹ ۹۴/۷ ۹۰/۷ 

𝜃̅𝜃 ۴۵/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۸/۰ - ۱۹/۰ - ۳۶/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃) × ۱۰۳ ۴۲/۱۳۶ ۷۲/۱ ۴۱/۶۸ ۶۵/۶۱ ۱۶/۸۲ ۹۴/۶ ۶۸/۴ ۴۴/۹ ۹۴/۷ ۶۶/۷ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 × ۱۰۳ ۴۹/۲۵ ۲۹/۰ ۹۷/۵۰ ۵۸/۴۸ ۲۹/۶۳ ۱۴/۶ ۴۸/۴ ۵۶/۸ ۳۰/۷ ۴۷/۷ 

𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3 

𝜃𝜃1 ۵۲/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۰/۰ - ۱۹/۰ - ۴۷/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۳/۰ ۱۴/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۲۱/۱۹۹ ۵۲/۲ ۰۹/۷۷ ۰۱/۶۹ ۲۹/۹۴ ۶۹/۶ ۰۹/۴ ۴۴/۹ ۹۵/۷ ۹۱/۷ 

𝜃̅𝜃 ۴۳/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۰/۰ - ۲۱/۰ - ۴۱/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃) × ۱۰۳ ۶۱/۲۰۰ ۵۴/۲ ۰۵/۷۴ ۴۶/۶۶ ۵۵/۸۸ ۹۵/۶ ۶۹/۴ ۴۵/۹ ۹۵/۷ ۶۷/۷ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 × ۱۰۳ ۳۲/۱۵۴ ۹۷/۱ ۷۳/۵۹ ۹۷/۵۴ ۳۹/۷۱ ۴۲/۶ ۵۷/۴ ۴۵/۸ ۳۸/۷ ۳۷/۷ 

خطاهای استاندارد آن‌ها 
به‌صورت  کامل  داد‌ه‌های  تقسیم کردن مجموعه  بار  به‌وسیله ۱۰۰۰ 
و  استاندارد  خطای  برآورد  میانگین   ،

+𝜁𝜁4𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿1)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿1}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+𝜁𝜁5𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛿𝛿2)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖)

+ 𝛿𝛿2}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+𝜁𝜁6𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿2)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿2}𝑑𝑑𝑖𝑖. 
𝑃𝑃1بر اسا  ترکیب چهار مجموعه داده )با    هاکنیم. برآوردمقایسه میبا هم  های مختلف را  دست آمده از مجموعه دادهمقادیر برآورد پارامترها و خطاهای استاندارد بهدر ادامه،   −

𝑃𝑃4  مشخص شده(، براسا  ترکیب𝑃𝑃1 ،𝑃𝑃2  و𝑃𝑃3   با(𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3  مشخص شده( یعنی به غیر از مجموعه داده بزرگتر که هر دو𝐵𝐵  و𝐶𝐶 اند؛ و تنها برای مشاهده نشده𝑃𝑃3   بدون(
   گیریم. داده گمشده ولی اندازه نمونۀ خیلی کوچک( را در نظر می

σ̅̂(θ̂1)ها )استاندارد آن  یبرآورد خطاها،  (θ̂1)   یصورت تصادفمجموعه داده کامل به  میبار تقس  کیبرآورد پارامترها در    ،(θ̂کامل )  ۀمجموعه داددر    برآورد پارامترها × ۱۰۳) ،
θ̅̂)   یصورت تصادفکامل به  هایهکردن مجموعه داد  میبار تقس  ۱۰۰۰  وسیلهبهبرآورد پارامترها    نیانگیم  = ۱

۱۰۰۰ ∑ θ̂kk)  ، استاندارد و انحراف استاندارد   یبرآورد خطا   نی انگیم

σ̅̂(θ̂)) به ترتیب  پارامترها = ۱
۱۰۰۰ ∑ σ̂(θ̂k) × ۱۰۰۰k)   وσPAR = √ 1

۹۹۹ ∑ (θ̂k − θ̅̂)۲k ×  نمایش داده شده است.  6جدول محاسبه و در  ۱۰۰۰
پروسۀ .  اند معکو  ماتریس اطلاع تجربی برآورد شدهی  خطاهای استاندارد با استفاده از منف  .کنیممیمقایسه  (  6جدول  این برآوردها را با نتایج حاصل از مجموعه دادۀ کامل )خط اول  

,𝜏𝜏)، شامل  ۵در بخش    برآورد 𝜁𝜁)    .از این رو برآورد خطای استاندارد برایاست  (𝜏𝜏, 𝜁𝜁)  این روش تنها برای  .  نیازمند این است که از روش دلتا برای توابع برداری استفاده شود
 : صورت زیر استبعدی به 𝑘𝑘 برداری ، یکπ  راین مشتق تابع مد نظر نسبت بهب بنااست.  22، همان رابطه . تابع مورد استفادهشودمیستفاده ا 𝜁𝜁استاندارد  برآورد خطاهای

(۳۳ ) 
𝜁𝜁𝑗𝑗

′ =
𝜓𝜓𝑗𝑗 exp(𝜓𝜓𝑗𝑗𝜋𝜋) ∑ exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋) − exp(𝜓𝜓𝑗𝑗𝜋𝜋) ∑ 𝜓𝜓𝑖𝑖 exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘

𝑖𝑖=1
𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

(∑ exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 )2 .      

𝑗𝑗که   = 1, … , 𝑘𝑘   از رابطه   طور تقریبی به   آن   ، واریانس است. بنابراین  𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(𝜁𝜁) = 𝜁𝜁′Σ𝜁𝜁′𝑇𝑇   در آن   ، که د شو ی حاصل م  Σ   منفی که از طریق    ی است ماتریس واریانس کوواریانس 
 .گردد ی حاصل م  𝜁𝜁 . در نهایت با جذر گرفتن از رابطۀ فوق، خطای استاندارد مربوط به بردار پارامتری شود می حاصل   π مده در برآورد بردار پارامتری آ   دست معکو  ماتریس هسین به 

هایی از مجموعه داده کامل ، چون بخشامااسا  مجموعه دادۀ کامل، مطابقت دارند. دست آمده بربرآورد پارامترها با برآوردهای به شودمیمشاهده  𝜃̅𝜃و   𝜃𝜃𝑘𝑘 طور که از مقادیر همان
 .یابدافزایش می تر بودن اندازه نمونهدلیل کوچکبه 𝜎̂𝜎(𝜃𝜃)ۀ پارامترها  خطای استاندارد برآوردشدشوند، از استنباط خارج می

ومیر بر پایۀ مزایا و مشخصات جغرافیایی جمعیتی، وابسته به متغیرهایی های مرگکه تفاوت   استبه این دلیل    𝛿𝛿2و    𝛾𝛾 ،𝛿𝛿1برآورد شده، برای پارامترهای    خطای استانداردافزایش  
شده است و خط مبنا برای همه  به این دلیل که متغیر کمکی سن برای تمام افراد مشاهده . تری دارد این امر تیریر کم  βو  𝛼𝛼است که گاهی اوقات گمشده هستند. برای پارامترهای  

که از هر چهار وقتی   𝛿𝛿2̂و   𝛾̂𝛾 ،𝛿𝛿1̂برآورد شده    خطای استانداردها بیشتر هنگام مقایسۀ  این تفاوت  شده، مشترک است. سازیهای بازنشستگی شبیهافراد در چهار مجموعه داده طرح
𝑃𝑃1)طرح بازنشستگی  − 𝑃𝑃4) های بازنشستگی با برآورد فقط بر اسا  طرح𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3  شوند.شود، تییید میاستفاده می 

𝑃𝑃1مجموعه داده    ۴پذیری مدل کامل با  ی بررسی شناساییبرا − 𝑃𝑃4توان مقادیر ویژه ماتریس هسین حاصل از برآورد هر چهار مجموعه داده، را محاسبه نمود.  ، مشابه قبل می
 با   برابر  هایسازهیدر تمام شب صفربه    ژهی مقدار و نیترکینزد   همچنین و دور از صفر هستند.   یمنف  یهمگ  ژهیو   ریداده گمشده، مقاد  تصادفی  طرح ۱۰۰۰که در تمام    شودیمشاهده م 

 .است ریپذییشده، شناسا یمدل بررس بنابراین. است -۹۳/۹
 

 برآورد پارامترها و برآورد خطای ایتاندارد مربوطه در یناریوهای مختلف . ۶ جدول
مجموعه 
 𝛼̂𝛼 𝛽̂𝛽 𝛾̂𝛾 𝛿̂𝛿1 𝛿̂𝛿2 𝜁𝜁1 𝜁𝜁2 𝜁𝜁3 𝜁𝜁4 𝜁𝜁5 برآورد  داده 

 𝜃𝜃 ۴۱/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۱/۰ - ۲۲/۰ - ۴۳/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ کامل 

𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃4 

𝜃𝜃1 ۴۶/۱۱ - ۱۱/۰ ۰۸/۰ - ۱۶/۰ - ۳۹/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۳/۰ ۱۴/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۲۶/۱۳۶ ۷۱/۱ ۹۶/۶۷ ۱۶/۶۳ ۷۱/۸۴ ۶۹/۶ ۰۸/۴ ۴۴/۹ ۹۴/۷ ۹۰/۷ 

𝜃̅𝜃 ۴۵/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۸/۰ - ۱۹/۰ - ۳۶/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃) × ۱۰۳ ۴۲/۱۳۶ ۷۲/۱ ۴۱/۶۸ ۶۵/۶۱ ۱۶/۸۲ ۹۴/۶ ۶۸/۴ ۴۴/۹ ۹۴/۷ ۶۶/۷ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 × ۱۰۳ ۴۹/۲۵ ۲۹/۰ ۹۷/۵۰ ۵۸/۴۸ ۲۹/۶۳ ۱۴/۶ ۴۸/۴ ۵۶/۸ ۳۰/۷ ۴۷/۷ 

𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3 

𝜃𝜃1 ۵۲/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۰/۰ - ۱۹/۰ - ۴۷/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۳/۰ ۱۴/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۲۱/۱۹۹ ۵۲/۲ ۰۹/۷۷ ۰۱/۶۹ ۲۹/۹۴ ۶۹/۶ ۰۹/۴ ۴۴/۹ ۹۵/۷ ۹۱/۷ 

𝜃̅𝜃 ۴۳/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۰/۰ - ۲۱/۰ - ۴۱/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃) × ۱۰۳ ۶۱/۲۰۰ ۵۴/۲ ۰۵/۷۴ ۴۶/۶۶ ۵۵/۸۸ ۹۵/۶ ۶۹/۴ ۴۵/۹ ۹۵/۷ ۶۷/۷ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 × ۱۰۳ ۳۲/۱۵۴ ۹۷/۱ ۷۳/۵۹ ۹۷/۵۴ ۳۹/۷۱ ۴۲/۶ ۵۷/۴ ۴۵/۸ ۳۸/۷ ۳۷/۷ 

تصادفی 
 

+𝜁𝜁4𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿1)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿1}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+𝜁𝜁5𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛿𝛿2)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖)

+ 𝛿𝛿2}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+𝜁𝜁6𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿2)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿2}𝑑𝑑𝑖𝑖. 
𝑃𝑃1بر اسا  ترکیب چهار مجموعه داده )با    هاکنیم. برآوردمقایسه میبا هم  های مختلف را  دست آمده از مجموعه دادهمقادیر برآورد پارامترها و خطاهای استاندارد بهدر ادامه،   −

𝑃𝑃4  مشخص شده(، براسا  ترکیب𝑃𝑃1 ،𝑃𝑃2  و𝑃𝑃3   با(𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3  مشخص شده( یعنی به غیر از مجموعه داده بزرگتر که هر دو𝐵𝐵  و𝐶𝐶 اند؛ و تنها برای مشاهده نشده𝑃𝑃3   بدون(
   گیریم. داده گمشده ولی اندازه نمونۀ خیلی کوچک( را در نظر می

σ̅̂(θ̂1)ها )استاندارد آن  یبرآورد خطاها،  (θ̂1)   یصورت تصادفمجموعه داده کامل به  میبار تقس  کیبرآورد پارامترها در    ،(θ̂کامل )  ۀمجموعه داددر    برآورد پارامترها × ۱۰۳) ،
θ̅̂)   یصورت تصادفکامل به  هایهکردن مجموعه داد  میبار تقس  ۱۰۰۰  وسیلهبهبرآورد پارامترها    نیانگیم  = ۱

۱۰۰۰ ∑ θ̂kk)  ، استاندارد و انحراف استاندارد   یبرآورد خطا   نی انگیم

σ̅̂(θ̂)) به ترتیب  پارامترها = ۱
۱۰۰۰ ∑ σ̂(θ̂k) × ۱۰۰۰k)   وσPAR = √ 1

۹۹۹ ∑ (θ̂k − θ̅̂)۲k ×  نمایش داده شده است.  6جدول محاسبه و در  ۱۰۰۰
پروسۀ .  اند معکو  ماتریس اطلاع تجربی برآورد شدهی  خطاهای استاندارد با استفاده از منف  .کنیممیمقایسه  (  6جدول  این برآوردها را با نتایج حاصل از مجموعه دادۀ کامل )خط اول  

,𝜏𝜏)، شامل  ۵در بخش    برآورد 𝜁𝜁)    .از این رو برآورد خطای استاندارد برایاست  (𝜏𝜏, 𝜁𝜁)  این روش تنها برای  .  نیازمند این است که از روش دلتا برای توابع برداری استفاده شود
 : صورت زیر استبعدی به 𝑘𝑘 برداری ، یکπ  راین مشتق تابع مد نظر نسبت بهب بنااست.  22، همان رابطه . تابع مورد استفادهشودمیستفاده ا 𝜁𝜁استاندارد  برآورد خطاهای

(۳۳ ) 
𝜁𝜁𝑗𝑗

′ =
𝜓𝜓𝑗𝑗 exp(𝜓𝜓𝑗𝑗𝜋𝜋) ∑ exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋) − exp(𝜓𝜓𝑗𝑗𝜋𝜋) ∑ 𝜓𝜓𝑖𝑖 exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘

𝑖𝑖=1
𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

(∑ exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 )2 .      

𝑗𝑗که   = 1, … , 𝑘𝑘   از رابطه   طور تقریبی به   آن   ، واریانس است. بنابراین  𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(𝜁𝜁) = 𝜁𝜁′Σ𝜁𝜁′𝑇𝑇   در آن   ، که د شو ی حاصل م  Σ   منفی که از طریق    ی است ماتریس واریانس کوواریانس 
 .گردد ی حاصل م  𝜁𝜁 . در نهایت با جذر گرفتن از رابطۀ فوق، خطای استاندارد مربوط به بردار پارامتری شود می حاصل   π مده در برآورد بردار پارامتری آ   دست معکو  ماتریس هسین به 

هایی از مجموعه داده کامل ، چون بخشامااسا  مجموعه دادۀ کامل، مطابقت دارند. دست آمده بربرآورد پارامترها با برآوردهای به شودمیمشاهده  𝜃̅𝜃و   𝜃𝜃𝑘𝑘 طور که از مقادیر همان
 .یابدافزایش می تر بودن اندازه نمونهدلیل کوچکبه 𝜎̂𝜎(𝜃𝜃)ۀ پارامترها  خطای استاندارد برآوردشدشوند، از استنباط خارج می

ومیر بر پایۀ مزایا و مشخصات جغرافیایی جمعیتی، وابسته به متغیرهایی های مرگکه تفاوت   استبه این دلیل    𝛿𝛿2و    𝛾𝛾 ،𝛿𝛿1برآورد شده، برای پارامترهای    خطای استانداردافزایش  
شده است و خط مبنا برای همه  به این دلیل که متغیر کمکی سن برای تمام افراد مشاهده . تری دارد این امر تیریر کم  βو  𝛼𝛼است که گاهی اوقات گمشده هستند. برای پارامترهای  

که از هر چهار وقتی   𝛿𝛿2̂و   𝛾̂𝛾 ،𝛿𝛿1̂برآورد شده    خطای استانداردها بیشتر هنگام مقایسۀ  این تفاوت  شده، مشترک است. سازیهای بازنشستگی شبیهافراد در چهار مجموعه داده طرح
𝑃𝑃1)طرح بازنشستگی  − 𝑃𝑃4) های بازنشستگی با برآورد فقط بر اسا  طرح𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3  شوند.شود، تییید میاستفاده می 

𝑃𝑃1مجموعه داده    ۴پذیری مدل کامل با  ی بررسی شناساییبرا − 𝑃𝑃4توان مقادیر ویژه ماتریس هسین حاصل از برآورد هر چهار مجموعه داده، را محاسبه نمود.  ، مشابه قبل می
 با   برابر  هایسازهیدر تمام شب صفربه    ژهی مقدار و نیترکینزد   همچنین و دور از صفر هستند.   یمنف  یهمگ  ژهیو   ریداده گمشده، مقاد  تصادفی  طرح ۱۰۰۰که در تمام    شودیمشاهده م 

 .است ریپذییشده، شناسا یمدل بررس بنابراین. است -۹۳/۹
 

 برآورد پارامترها و برآورد خطای ایتاندارد مربوطه در یناریوهای مختلف . ۶ جدول
مجموعه 
 𝛼̂𝛼 𝛽̂𝛽 𝛾̂𝛾 𝛿̂𝛿1 𝛿̂𝛿2 𝜁𝜁1 𝜁𝜁2 𝜁𝜁3 𝜁𝜁4 𝜁𝜁5 برآورد  داده 

 𝜃𝜃 ۴۱/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۱/۰ - ۲۲/۰ - ۴۳/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ کامل 

𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃4 

𝜃𝜃1 ۴۶/۱۱ - ۱۱/۰ ۰۸/۰ - ۱۶/۰ - ۳۹/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۳/۰ ۱۴/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۲۶/۱۳۶ ۷۱/۱ ۹۶/۶۷ ۱۶/۶۳ ۷۱/۸۴ ۶۹/۶ ۰۸/۴ ۴۴/۹ ۹۴/۷ ۹۰/۷ 

𝜃̅𝜃 ۴۵/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۸/۰ - ۱۹/۰ - ۳۶/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃) × ۱۰۳ ۴۲/۱۳۶ ۷۲/۱ ۴۱/۶۸ ۶۵/۶۱ ۱۶/۸۲ ۹۴/۶ ۶۸/۴ ۴۴/۹ ۹۴/۷ ۶۶/۷ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 × ۱۰۳ ۴۹/۲۵ ۲۹/۰ ۹۷/۵۰ ۵۸/۴۸ ۲۹/۶۳ ۱۴/۶ ۴۸/۴ ۵۶/۸ ۳۰/۷ ۴۷/۷ 

𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3 

𝜃𝜃1 ۵۲/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۰/۰ - ۱۹/۰ - ۴۷/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۳/۰ ۱۴/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۲۱/۱۹۹ ۵۲/۲ ۰۹/۷۷ ۰۱/۶۹ ۲۹/۹۴ ۶۹/۶ ۰۹/۴ ۴۴/۹ ۹۵/۷ ۹۱/۷ 

𝜃̅𝜃 ۴۳/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۰/۰ - ۲۱/۰ - ۴۱/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃) × ۱۰۳ ۶۱/۲۰۰ ۵۴/۲ ۰۵/۷۴ ۴۶/۶۶ ۵۵/۸۸ ۹۵/۶ ۶۹/۴ ۴۵/۹ ۹۵/۷ ۶۷/۷ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 × ۱۰۳ ۳۲/۱۵۴ ۹۷/۱ ۷۳/۵۹ ۹۷/۵۴ ۳۹/۷۱ ۴۲/۶ ۵۷/۴ ۴۵/۸ ۳۸/۷ ۳۷/۷ 

انحراف استاندارد پارامترها به ترتیب  
 محاسبه و در جدول 6 نمایش داده 

+𝜁𝜁4𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿1)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿1}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+𝜁𝜁5𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛿𝛿2)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖)

+ 𝛿𝛿2}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+𝜁𝜁6𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿2)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿2}𝑑𝑑𝑖𝑖. 
𝑃𝑃1بر اسا  ترکیب چهار مجموعه داده )با    هاکنیم. برآوردمقایسه میبا هم  های مختلف را  دست آمده از مجموعه دادهمقادیر برآورد پارامترها و خطاهای استاندارد بهدر ادامه،   −

𝑃𝑃4  مشخص شده(، براسا  ترکیب𝑃𝑃1 ،𝑃𝑃2  و𝑃𝑃3   با(𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3  مشخص شده( یعنی به غیر از مجموعه داده بزرگتر که هر دو𝐵𝐵  و𝐶𝐶 اند؛ و تنها برای مشاهده نشده𝑃𝑃3   بدون(
   گیریم. داده گمشده ولی اندازه نمونۀ خیلی کوچک( را در نظر می

σ̅̂(θ̂1)ها )استاندارد آن  یبرآورد خطاها،  (θ̂1)   یصورت تصادفمجموعه داده کامل به  میبار تقس  کیبرآورد پارامترها در    ،(θ̂کامل )  ۀمجموعه داددر    برآورد پارامترها × ۱۰۳) ،
θ̅̂)   یصورت تصادفکامل به  هایهکردن مجموعه داد  میبار تقس  ۱۰۰۰  وسیلهبهبرآورد پارامترها    نیانگیم  = ۱

۱۰۰۰ ∑ θ̂kk)  ، استاندارد و انحراف استاندارد   یبرآورد خطا   نی انگیم

σ̅̂(θ̂)) به ترتیب  پارامترها = ۱
۱۰۰۰ ∑ σ̂(θ̂k) × ۱۰۰۰k)   وσPAR = √ 1

۹۹۹ ∑ (θ̂k − θ̅̂)۲k ×  نمایش داده شده است.  6جدول محاسبه و در  ۱۰۰۰
پروسۀ .  اند معکو  ماتریس اطلاع تجربی برآورد شدهی  خطاهای استاندارد با استفاده از منف  .کنیممیمقایسه  (  6جدول  این برآوردها را با نتایج حاصل از مجموعه دادۀ کامل )خط اول  

,𝜏𝜏)، شامل  ۵در بخش    برآورد 𝜁𝜁)    .از این رو برآورد خطای استاندارد برایاست  (𝜏𝜏, 𝜁𝜁)  این روش تنها برای  .  نیازمند این است که از روش دلتا برای توابع برداری استفاده شود
 : صورت زیر استبعدی به 𝑘𝑘 برداری ، یکπ  راین مشتق تابع مد نظر نسبت بهب بنااست.  22، همان رابطه . تابع مورد استفادهشودمیستفاده ا 𝜁𝜁استاندارد  برآورد خطاهای

(۳۳ ) 
𝜁𝜁𝑗𝑗

′ =
𝜓𝜓𝑗𝑗 exp(𝜓𝜓𝑗𝑗𝜋𝜋) ∑ exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋) − exp(𝜓𝜓𝑗𝑗𝜋𝜋) ∑ 𝜓𝜓𝑖𝑖 exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘

𝑖𝑖=1
𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

(∑ exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 )2 .      

𝑗𝑗که   = 1, … , 𝑘𝑘   از رابطه   طور تقریبی به   آن   ، واریانس است. بنابراین  𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(𝜁𝜁) = 𝜁𝜁′Σ𝜁𝜁′𝑇𝑇   در آن   ، که د شو ی حاصل م  Σ   منفی که از طریق    ی است ماتریس واریانس کوواریانس 
 .گردد ی حاصل م  𝜁𝜁 . در نهایت با جذر گرفتن از رابطۀ فوق، خطای استاندارد مربوط به بردار پارامتری شود می حاصل   π مده در برآورد بردار پارامتری آ   دست معکو  ماتریس هسین به 

هایی از مجموعه داده کامل ، چون بخشامااسا  مجموعه دادۀ کامل، مطابقت دارند. دست آمده بربرآورد پارامترها با برآوردهای به شودمیمشاهده  𝜃̅𝜃و   𝜃𝜃𝑘𝑘 طور که از مقادیر همان
 .یابدافزایش می تر بودن اندازه نمونهدلیل کوچکبه 𝜎̂𝜎(𝜃𝜃)ۀ پارامترها  خطای استاندارد برآوردشدشوند، از استنباط خارج می

ومیر بر پایۀ مزایا و مشخصات جغرافیایی جمعیتی، وابسته به متغیرهایی های مرگکه تفاوت   استبه این دلیل    𝛿𝛿2و    𝛾𝛾 ،𝛿𝛿1برآورد شده، برای پارامترهای    خطای استانداردافزایش  
شده است و خط مبنا برای همه  به این دلیل که متغیر کمکی سن برای تمام افراد مشاهده . تری دارد این امر تیریر کم  βو  𝛼𝛼است که گاهی اوقات گمشده هستند. برای پارامترهای  

که از هر چهار وقتی   𝛿𝛿2̂و   𝛾̂𝛾 ،𝛿𝛿1̂برآورد شده    خطای استانداردها بیشتر هنگام مقایسۀ  این تفاوت  شده، مشترک است. سازیهای بازنشستگی شبیهافراد در چهار مجموعه داده طرح
𝑃𝑃1)طرح بازنشستگی  − 𝑃𝑃4) های بازنشستگی با برآورد فقط بر اسا  طرح𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3  شوند.شود، تییید میاستفاده می 

𝑃𝑃1مجموعه داده    ۴پذیری مدل کامل با  ی بررسی شناساییبرا − 𝑃𝑃4توان مقادیر ویژه ماتریس هسین حاصل از برآورد هر چهار مجموعه داده، را محاسبه نمود.  ، مشابه قبل می
 با   برابر  هایسازهیدر تمام شب صفربه    ژهی مقدار و نیترکینزد   همچنین و دور از صفر هستند.   یمنف  یهمگ  ژهیو   ریداده گمشده، مقاد  تصادفی  طرح ۱۰۰۰که در تمام    شودیمشاهده م 

 .است ریپذییشده، شناسا یمدل بررس بنابراین. است -۹۳/۹
 

 برآورد پارامترها و برآورد خطای ایتاندارد مربوطه در یناریوهای مختلف . ۶ جدول
مجموعه 
 𝛼̂𝛼 𝛽̂𝛽 𝛾̂𝛾 𝛿̂𝛿1 𝛿̂𝛿2 𝜁𝜁1 𝜁𝜁2 𝜁𝜁3 𝜁𝜁4 𝜁𝜁5 برآورد  داده 

 𝜃𝜃 ۴۱/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۱/۰ - ۲۲/۰ - ۴۳/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ کامل 

𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃4 

𝜃𝜃1 ۴۶/۱۱ - ۱۱/۰ ۰۸/۰ - ۱۶/۰ - ۳۹/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۳/۰ ۱۴/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۲۶/۱۳۶ ۷۱/۱ ۹۶/۶۷ ۱۶/۶۳ ۷۱/۸۴ ۶۹/۶ ۰۸/۴ ۴۴/۹ ۹۴/۷ ۹۰/۷ 

𝜃̅𝜃 ۴۵/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۸/۰ - ۱۹/۰ - ۳۶/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃) × ۱۰۳ ۴۲/۱۳۶ ۷۲/۱ ۴۱/۶۸ ۶۵/۶۱ ۱۶/۸۲ ۹۴/۶ ۶۸/۴ ۴۴/۹ ۹۴/۷ ۶۶/۷ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 × ۱۰۳ ۴۹/۲۵ ۲۹/۰ ۹۷/۵۰ ۵۸/۴۸ ۲۹/۶۳ ۱۴/۶ ۴۸/۴ ۵۶/۸ ۳۰/۷ ۴۷/۷ 

𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3 

𝜃𝜃1 ۵۲/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۰/۰ - ۱۹/۰ - ۴۷/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۳/۰ ۱۴/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۲۱/۱۹۹ ۵۲/۲ ۰۹/۷۷ ۰۱/۶۹ ۲۹/۹۴ ۶۹/۶ ۰۹/۴ ۴۴/۹ ۹۵/۷ ۹۱/۷ 

𝜃̅𝜃 ۴۳/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۰/۰ - ۲۱/۰ - ۴۱/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃) × ۱۰۳ ۶۱/۲۰۰ ۵۴/۲ ۰۵/۷۴ ۴۶/۶۶ ۵۵/۸۸ ۹۵/۶ ۶۹/۴ ۴۵/۹ ۹۵/۷ ۶۷/۷ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 × ۱۰۳ ۳۲/۱۵۴ ۹۷/۱ ۷۳/۵۹ ۹۷/۵۴ ۳۹/۷۱ ۴۲/۶ ۵۷/۴ ۴۵/۸ ۳۸/۷ ۳۷/۷ 

و 
شده است.

این برآوردها را با نتایج حاصل از مجموعه دادۀ کامل )خط اول 

منفی  از  استفاده  با  استاندارد  مقایسه می‌کنیم. خطاهای  جدول 6( 
معکوس ماتریس اطلاع تجربی برآورد شده‌اند. پروسۀ برآورد در بخش 
 ( ),τ ζ ) است. از این رو برآورد خطای استاندارد برای  ),τ ζ ۵، شامل 
نیازمند این است که از روش دلتا برای توابع برداری استفاده شود. 
ζ استفاده می‌شود.  این روش تنها برای برآورد خطاهای استاندارد 
تابع مورد استفاده، همان رابطه 22 است. بنابراین مشتق تابع مد نظر 

k بعدی به‌صورت زیر است: ، یک برداری 

(۱۷ ) 𝐿𝐿(𝜏𝜏, 𝜁𝜁|𝑡𝑡, 𝑥𝑥, 𝑏𝑏𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑑𝑑) ∝ ∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃1}

∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃2}

.  

 مناسب م أیک توزیع تو ساختنمنطقی ش است. یک رو جمعیتی جغرافیایی مشخصاتم برای سطوح مزایا و أ از تابع احتمال تو 𝜁𝜁پارامتر  ،ومیراز تابع مرگ 𝜏𝜏پارامترهدف براورد توأم 
 . است 𝐶𝐶و   𝐵𝐵برای  
 

 پذیری شناسایی

θ  پذیری بردار پارامتریکه برای شناسایی  دو شرط ریاضی حال   = (𝜏𝜏, ζ)    کدام از متغیرهای کمکی که هیچ  کنیمفرض می .  کنیمارائه می لازم است را𝐵𝐵  و𝐶𝐶   برای یک فرد
،  مولفه  ۶( تابع چگالی احتمال آمیخته با  ۷رابطۀ )  راسا ب  . شوداست، ارائه می  (B,Cنتایج ممکن )آن تمام  توزیع آمیختۀ متناهی که اجزای    توسط  سهم درستنمایی  . اندمشاهده نشده

 :صورت زیر نوشتبه توانرا می

(۱۸ ) 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡; 𝜏𝜏, 𝜁𝜁) = 𝜁𝜁1𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏) + 𝜁𝜁2𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁3𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁4𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁5𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁6𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏).  

 : () پذیری مدل آمیختۀ متناهی لازم استط زیر برای شناساییوشر 
ℎ( باید تابع چگالی احتمال متفاوتی را نتیجه دهند. یعنی برای B,C، مقادیر متفاوت )عمرهای متفاوتسنین مختلف با طولبرای  .1 ≠ 𝑘𝑘  :باید داشته باشیم 

(۱۹ ) 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = ℎ; 𝜏𝜏) ≠ 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = 𝑘𝑘; 𝜏𝜏). 
 نتیجه دهند.بایستی ومیر متفاوتی را ( تابع مرگB,Cبقا، به این معنا است که مقادیر متفاوت ) که این شرط در مورد تابع

𝑗𝑗برای  𝜁𝜁𝑗𝑗مقادیر  .2 = ۱, … ۰صورت بایستی به ۶, < 𝜁𝜁𝑗𝑗 <  باشد. ۱
  . پذیر استشناسایی 18اگر دو شرط بالا برقرار شد، مدل آمیخته در رابطۀ  . () دیستنها لازم هستند، اما کافی نشرطشایان ذکر است که 

دست آیند که دارای توان بررسی نمود. هنگام برآورد پارامترهای مدل ممکن است برآوردهایی بههای دیگری نیز میپذیری مدل را از روشکه داده گمشده وجود دارد، شناساییزمانی
پذیر توان نتیجه گرفت مدل شناساییهای بسیار بزرگ و یا بسیار کوچک و نزدیک به صفر هستند و یا ممکن است برآوردها در فضای پارامتری موردنظر، تعریف نشوند، که می واریانس

  شده در مرحله برآوردیابی( نیز بررسی نمود. در صورتی که مقادیر ویژه )حاصل   (Hessian Matrix)  توان از طریق مقادیر ویژۀ ماتریس هسینپذیری را مینیست. همچنین شناسایی

(Eigenvalues) پذیر است.شود مدل آماری شناساییدست آیند، نتیجه میفر دور به، همگی منفی و از ص 
 الگوریتم برازش 

ها روی بردار پارامتری محدودیت  چگونهمسئلۀ کلی محاسباتی این است که    . آسانی صورت نگیردبه حداکثر رساندن تابع درستنمایی ممکن است  گمشده هستند، به  هاکه دادهزمانی
𝜁𝜁    را با توجه به توزیع توام𝐵𝐵    و𝐶𝐶  عناصر  نماییم  ، کنترل(𝜁𝜁    بهاند و مجموع آنشدهبین صفر و یک محدود .)سازی مقید معمولی ممکن است  همین دلایل هر بهینهها برابر یک است

 .شود ریو استوا شامل عدم پایداری
  به  مقید  سازیبهینه  مسئله  برای تبدیل  جدید  اصلاح  یک  درادامه.  نمودمی برآورد را برای برخی مسائل آسان  ارائه شد،    که ابتدا توسط    EMالگوریتم  
سازی . برای تبدیل مسئلۀ بهینهشودشود، ارائه میمتفاوت می  اولیۀ  مقادیر  به  نسبت  برآوردها  استواری  نیز  و  EM  الگوریتم  به  نسبت  ترسریع  منجر به همگرایی  قید که  بدون  سازیبهینه

این    شود. استفاده می  ارائه شد،  که توسط  Isometric Log-Ratio Transform  (ILR  )مقید به یک مسئلۀ بدون قید، از تبدیل نسبت لگاریتمی  
𝜁𝜁مجدد بردار   سازی پارامترهای ترکیبی برای  تحلیل دادهوهبیشتر در تجزی  و  بعدی است   ℝ𝑘𝑘−1بعدی ساده به فضای   kحاوی نگاشت حفظ فاصله از  تبدیل   = (𝜁𝜁1,… , 𝜁𝜁𝑘𝑘)  

 .شوداستفاده می

(۲۰ ) π = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼(𝜁𝜁) = Ψ𝑇𝑇log (ζ) 
𝑘𝑘یک بردار    πکه  − 𝑘𝑘)یک ماتریس با ابعاد   Ψبعدی و   ۱ × (𝑘𝑘 − ,𝜓𝜓1)های  است که ستون  ((۱ … , 𝜓𝜓𝑘𝑘−1)  را برای ابرصفحه از یکامتعامد  های  پایهℝ𝑘𝑘   متعامد 

 شود: صورت زیر تعریف میکه به دهندمیرا نشان  ۱واحدی  𝑘𝑘 به بردار

(۲۱ ) 𝜓𝜓𝑖𝑖 = √
𝑖𝑖
𝑖𝑖 + ۱

[
 
 
 
 ۱
𝑖𝑖 , …

۱
𝑖𝑖⏟  

𝑖𝑖 عنصر

, −1, ۰, … ,۰⏟  
  𝑘𝑘−𝑖𝑖−۱ عنصر

]
 
 
 
 
. 

 
 صورت زیر است: به 20در رابطه  ILRموجود، معکو  تبدیل  πبرای هر 𝜁𝜁 دست آوردن برای به

(۲۲ ) 𝜁𝜁 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼−1(𝜋𝜋) = [ exp (𝜓𝜓1𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

, … , exp (𝜓𝜓𝑘𝑘𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

]. 

 شود:های زیر میشامل گام پیشنهادی سازی الگوریتم بهینه لذا کنیم. به یک مسئلۀ بدون قید، استفاده می مقید سازیبرای تغییر مسئلۀ بهینه ILRحال از تبدیل 

نسبت به 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
' 1 1

2

1

exp exp exp exp
.     

exp

k k
j j i j i ii i

j k
ii

ψ ψ π ψ π ψ π ψ ψ π
ζ

ψ π

= =

=

−
= ∑ ∑

∑
)۳۳(

,1 است. بنابراین، واریانس آن به‌طور تقریبی از رابطه‌  ,j k= … که 
واریانس  ماتریس   

+𝜁𝜁4𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿1)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿1}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+𝜁𝜁5𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛿𝛿2)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖)

+ 𝛿𝛿2}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+𝜁𝜁6𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿2)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿2}𝑑𝑑𝑖𝑖. 
𝑃𝑃1بر اسا  ترکیب چهار مجموعه داده )با    هاکنیم. برآوردمقایسه میبا هم  های مختلف را  دست آمده از مجموعه دادهمقادیر برآورد پارامترها و خطاهای استاندارد بهدر ادامه،   −

𝑃𝑃4  مشخص شده(، براسا  ترکیب𝑃𝑃1 ،𝑃𝑃2  و𝑃𝑃3   با(𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3  مشخص شده( یعنی به غیر از مجموعه داده بزرگتر که هر دو𝐵𝐵  و𝐶𝐶 اند؛ و تنها برای مشاهده نشده𝑃𝑃3   بدون(
   گیریم. داده گمشده ولی اندازه نمونۀ خیلی کوچک( را در نظر می

σ̅̂(θ̂1)ها )استاندارد آن  یبرآورد خطاها،  (θ̂1)   یصورت تصادفمجموعه داده کامل به  میبار تقس  کیبرآورد پارامترها در    ،(θ̂کامل )  ۀمجموعه داددر    برآورد پارامترها × ۱۰۳) ،
θ̅̂)   یصورت تصادفکامل به  هایهکردن مجموعه داد  میبار تقس  ۱۰۰۰  وسیلهبهبرآورد پارامترها    نیانگیم  = ۱

۱۰۰۰ ∑ θ̂kk)  ، استاندارد و انحراف استاندارد   یبرآورد خطا   نی انگیم

σ̅̂(θ̂)) به ترتیب  پارامترها = ۱
۱۰۰۰ ∑ σ̂(θ̂k) × ۱۰۰۰k)   وσPAR = √ 1

۹۹۹ ∑ (θ̂k − θ̅̂)۲k ×  نمایش داده شده است.  6جدول محاسبه و در  ۱۰۰۰
پروسۀ .  اند معکو  ماتریس اطلاع تجربی برآورد شدهی  خطاهای استاندارد با استفاده از منف  .کنیممیمقایسه  (  6جدول  این برآوردها را با نتایج حاصل از مجموعه دادۀ کامل )خط اول  

,𝜏𝜏)، شامل  ۵در بخش    برآورد 𝜁𝜁)    .از این رو برآورد خطای استاندارد برایاست  (𝜏𝜏, 𝜁𝜁)  این روش تنها برای  .  نیازمند این است که از روش دلتا برای توابع برداری استفاده شود
 : صورت زیر استبعدی به 𝑘𝑘 برداری ، یکπ  راین مشتق تابع مد نظر نسبت بهب بنااست.  22، همان رابطه . تابع مورد استفادهشودمیستفاده ا 𝜁𝜁استاندارد  برآورد خطاهای

(۳۳ ) 
𝜁𝜁𝑗𝑗

′ =
𝜓𝜓𝑗𝑗 exp(𝜓𝜓𝑗𝑗𝜋𝜋) ∑ exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋) − exp(𝜓𝜓𝑗𝑗𝜋𝜋) ∑ 𝜓𝜓𝑖𝑖 exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘

𝑖𝑖=1
𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

(∑ exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 )2 .      

𝑗𝑗که   = 1, … , 𝑘𝑘   از رابطه   طور تقریبی به   آن   ، واریانس است. بنابراین  𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(𝜁𝜁) = 𝜁𝜁′Σ𝜁𝜁′𝑇𝑇   در آن   ، که د شو ی حاصل م  Σ   منفی که از طریق    ی است ماتریس واریانس کوواریانس 
 .گردد ی حاصل م  𝜁𝜁 . در نهایت با جذر گرفتن از رابطۀ فوق، خطای استاندارد مربوط به بردار پارامتری شود می حاصل   π مده در برآورد بردار پارامتری آ   دست معکو  ماتریس هسین به 

هایی از مجموعه داده کامل ، چون بخشامااسا  مجموعه دادۀ کامل، مطابقت دارند. دست آمده بربرآورد پارامترها با برآوردهای به شودمیمشاهده  𝜃̅𝜃و   𝜃𝜃𝑘𝑘 طور که از مقادیر همان
 .یابدافزایش می تر بودن اندازه نمونهدلیل کوچکبه 𝜎̂𝜎(𝜃𝜃)ۀ پارامترها  خطای استاندارد برآوردشدشوند، از استنباط خارج می

ومیر بر پایۀ مزایا و مشخصات جغرافیایی جمعیتی، وابسته به متغیرهایی های مرگکه تفاوت   استبه این دلیل    𝛿𝛿2و    𝛾𝛾 ،𝛿𝛿1برآورد شده، برای پارامترهای    خطای استانداردافزایش  
شده است و خط مبنا برای همه  به این دلیل که متغیر کمکی سن برای تمام افراد مشاهده . تری دارد این امر تیریر کم  βو  𝛼𝛼است که گاهی اوقات گمشده هستند. برای پارامترهای  

که از هر چهار وقتی   𝛿𝛿2̂و   𝛾̂𝛾 ،𝛿𝛿1̂برآورد شده    خطای استانداردها بیشتر هنگام مقایسۀ  این تفاوت  شده، مشترک است. سازیهای بازنشستگی شبیهافراد در چهار مجموعه داده طرح
𝑃𝑃1)طرح بازنشستگی  − 𝑃𝑃4) های بازنشستگی با برآورد فقط بر اسا  طرح𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3  شوند.شود، تییید میاستفاده می 

𝑃𝑃1مجموعه داده    ۴پذیری مدل کامل با  ی بررسی شناساییبرا − 𝑃𝑃4توان مقادیر ویژه ماتریس هسین حاصل از برآورد هر چهار مجموعه داده، را محاسبه نمود.  ، مشابه قبل می
 با   برابر  هایسازهیدر تمام شب صفربه    ژهی مقدار و نیترکینزد   همچنین و دور از صفر هستند.   یمنف  یهمگ  ژهیو   ریداده گمشده، مقاد  تصادفی  طرح ۱۰۰۰که در تمام    شودیمشاهده م 

 .است ریپذییشده، شناسا یمدل بررس بنابراین. است -۹۳/۹
 

 برآورد پارامترها و برآورد خطای ایتاندارد مربوطه در یناریوهای مختلف . ۶ جدول
مجموعه 
 𝛼̂𝛼 𝛽̂𝛽 𝛾̂𝛾 𝛿̂𝛿1 𝛿̂𝛿2 𝜁𝜁1 𝜁𝜁2 𝜁𝜁3 𝜁𝜁4 𝜁𝜁5 برآورد  داده 

 𝜃𝜃 ۴۱/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۱/۰ - ۲۲/۰ - ۴۳/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ کامل 

𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃4 

𝜃𝜃1 ۴۶/۱۱ - ۱۱/۰ ۰۸/۰ - ۱۶/۰ - ۳۹/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۳/۰ ۱۴/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۲۶/۱۳۶ ۷۱/۱ ۹۶/۶۷ ۱۶/۶۳ ۷۱/۸۴ ۶۹/۶ ۰۸/۴ ۴۴/۹ ۹۴/۷ ۹۰/۷ 

𝜃̅𝜃 ۴۵/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۸/۰ - ۱۹/۰ - ۳۶/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃) × ۱۰۳ ۴۲/۱۳۶ ۷۲/۱ ۴۱/۶۸ ۶۵/۶۱ ۱۶/۸۲ ۹۴/۶ ۶۸/۴ ۴۴/۹ ۹۴/۷ ۶۶/۷ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 × ۱۰۳ ۴۹/۲۵ ۲۹/۰ ۹۷/۵۰ ۵۸/۴۸ ۲۹/۶۳ ۱۴/۶ ۴۸/۴ ۵۶/۸ ۳۰/۷ ۴۷/۷ 

𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3 

𝜃𝜃1 ۵۲/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۰/۰ - ۱۹/۰ - ۴۷/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۳/۰ ۱۴/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۲۱/۱۹۹ ۵۲/۲ ۰۹/۷۷ ۰۱/۶۹ ۲۹/۹۴ ۶۹/۶ ۰۹/۴ ۴۴/۹ ۹۵/۷ ۹۱/۷ 

𝜃̅𝜃 ۴۳/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۰/۰ - ۲۱/۰ - ۴۱/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃) × ۱۰۳ ۶۱/۲۰۰ ۵۴/۲ ۰۵/۷۴ ۴۶/۶۶ ۵۵/۸۸ ۹۵/۶ ۶۹/۴ ۴۵/۹ ۹۵/۷ ۶۷/۷ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 × ۱۰۳ ۳۲/۱۵۴ ۹۷/۱ ۷۳/۵۹ ۹۷/۵۴ ۳۹/۷۱ ۴۲/۶ ۵۷/۴ ۴۵/۸ ۳۸/۷ ۳۷/۷ 

آن  در  که  می‌شود،  حاصل   ( ) 'Ó Tvar ζ ζ ζ= ′

کوواریانسی است که از طریق منفی معکوس ماتریس هسین به‌دست 
 حاصل می‌شود. در نهایت با جذر گرفتن 

(۱۷ ) 𝐿𝐿(𝜏𝜏, 𝜁𝜁|𝑡𝑡, 𝑥𝑥, 𝑏𝑏𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, 𝑑𝑑) ∝ ∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃1}

∏ 𝐿𝐿𝑖𝑖
{𝑖𝑖∈𝑃𝑃2}

.  

 مناسب م أیک توزیع تو ساختنمنطقی ش است. یک رو جمعیتی جغرافیایی مشخصاتم برای سطوح مزایا و أ از تابع احتمال تو 𝜁𝜁پارامتر  ،ومیراز تابع مرگ 𝜏𝜏پارامترهدف براورد توأم 
 . است 𝐶𝐶و   𝐵𝐵برای  
 

 پذیری شناسایی

θ  پذیری بردار پارامتریکه برای شناسایی  دو شرط ریاضی حال   = (𝜏𝜏, ζ)    کدام از متغیرهای کمکی که هیچ  کنیمفرض می .  کنیمارائه می لازم است را𝐵𝐵  و𝐶𝐶   برای یک فرد
،  مولفه  ۶( تابع چگالی احتمال آمیخته با  ۷رابطۀ )  راسا ب  . شوداست، ارائه می  (B,Cنتایج ممکن )آن تمام  توزیع آمیختۀ متناهی که اجزای    توسط  سهم درستنمایی  . اندمشاهده نشده

 :صورت زیر نوشتبه توانرا می

(۱۸ ) 

𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡; 𝜏𝜏, 𝜁𝜁) = 𝜁𝜁1𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏) + 𝜁𝜁2𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 0; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁3𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁4𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 1; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁5𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏)
+ 𝜁𝜁6𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|𝑏𝑏 = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻ℎ, 𝑐𝑐 = 2; 𝜏𝜏).  

 : () پذیری مدل آمیختۀ متناهی لازم استط زیر برای شناساییوشر 
ℎ( باید تابع چگالی احتمال متفاوتی را نتیجه دهند. یعنی برای B,C، مقادیر متفاوت )عمرهای متفاوتسنین مختلف با طولبرای  .1 ≠ 𝑘𝑘  :باید داشته باشیم 

(۱۹ ) 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = ℎ; 𝜏𝜏) ≠ 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑡𝑡|(𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = 𝑘𝑘; 𝜏𝜏). 
 نتیجه دهند.بایستی ومیر متفاوتی را ( تابع مرگB,Cبقا، به این معنا است که مقادیر متفاوت ) که این شرط در مورد تابع

𝑗𝑗برای  𝜁𝜁𝑗𝑗مقادیر  .2 = ۱, … ۰صورت بایستی به ۶, < 𝜁𝜁𝑗𝑗 <  باشد. ۱
  . پذیر استشناسایی 18اگر دو شرط بالا برقرار شد، مدل آمیخته در رابطۀ  . () دیستنها لازم هستند، اما کافی نشرطشایان ذکر است که 

دست آیند که دارای توان بررسی نمود. هنگام برآورد پارامترهای مدل ممکن است برآوردهایی بههای دیگری نیز میپذیری مدل را از روشکه داده گمشده وجود دارد، شناساییزمانی
پذیر توان نتیجه گرفت مدل شناساییهای بسیار بزرگ و یا بسیار کوچک و نزدیک به صفر هستند و یا ممکن است برآوردها در فضای پارامتری موردنظر، تعریف نشوند، که می واریانس

  شده در مرحله برآوردیابی( نیز بررسی نمود. در صورتی که مقادیر ویژه )حاصل   (Hessian Matrix)  توان از طریق مقادیر ویژۀ ماتریس هسینپذیری را مینیست. همچنین شناسایی

(Eigenvalues) پذیر است.شود مدل آماری شناساییدست آیند، نتیجه میفر دور به، همگی منفی و از ص 
 الگوریتم برازش 

ها روی بردار پارامتری محدودیت  چگونهمسئلۀ کلی محاسباتی این است که    . آسانی صورت نگیردبه حداکثر رساندن تابع درستنمایی ممکن است  گمشده هستند، به  هاکه دادهزمانی
𝜁𝜁    را با توجه به توزیع توام𝐵𝐵    و𝐶𝐶  عناصر  نماییم  ، کنترل(𝜁𝜁    بهاند و مجموع آنشدهبین صفر و یک محدود .)سازی مقید معمولی ممکن است  همین دلایل هر بهینهها برابر یک است

 .شود ریو استوا شامل عدم پایداری
  به  مقید  سازیبهینه  مسئله  برای تبدیل  جدید  اصلاح  یک  درادامه.  نمودمی برآورد را برای برخی مسائل آسان  ارائه شد،    که ابتدا توسط    EMالگوریتم  
سازی . برای تبدیل مسئلۀ بهینهشودشود، ارائه میمتفاوت می  اولیۀ  مقادیر  به  نسبت  برآوردها  استواری  نیز  و  EM  الگوریتم  به  نسبت  ترسریع  منجر به همگرایی  قید که  بدون  سازیبهینه

این    شود. استفاده می  ارائه شد،  که توسط  Isometric Log-Ratio Transform  (ILR  )مقید به یک مسئلۀ بدون قید، از تبدیل نسبت لگاریتمی  
𝜁𝜁مجدد بردار   سازی پارامترهای ترکیبی برای  تحلیل دادهوهبیشتر در تجزی  و  بعدی است   ℝ𝑘𝑘−1بعدی ساده به فضای   kحاوی نگاشت حفظ فاصله از  تبدیل   = (𝜁𝜁1,… , 𝜁𝜁𝑘𝑘)  

 .شوداستفاده می

(۲۰ ) π = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼(𝜁𝜁) = Ψ𝑇𝑇log (ζ) 
𝑘𝑘یک بردار    πکه  − 𝑘𝑘)یک ماتریس با ابعاد   Ψبعدی و   ۱ × (𝑘𝑘 − ,𝜓𝜓1)های  است که ستون  ((۱ … , 𝜓𝜓𝑘𝑘−1)  را برای ابرصفحه از یکامتعامد  های  پایهℝ𝑘𝑘   متعامد 

 شود: صورت زیر تعریف میکه به دهندمیرا نشان  ۱واحدی  𝑘𝑘 به بردار

(۲۱ ) 𝜓𝜓𝑖𝑖 = √
𝑖𝑖
𝑖𝑖 + ۱

[
 
 
 
 ۱
𝑖𝑖 , …

۱
𝑖𝑖⏟  

𝑖𝑖 عنصر

, −1, ۰, … ,۰⏟  
  𝑘𝑘−𝑖𝑖−۱ عنصر

]
 
 
 
 
. 

 
 صورت زیر است: به 20در رابطه  ILRموجود، معکو  تبدیل  πبرای هر 𝜁𝜁 دست آوردن برای به

(۲۲ ) 𝜁𝜁 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼−1(𝜋𝜋) = [ exp (𝜓𝜓1𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

, … , exp (𝜓𝜓𝑘𝑘𝜋𝜋)
∑ exp (𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

]. 

 شود:های زیر میشامل گام پیشنهادی سازی الگوریتم بهینه لذا کنیم. به یک مسئلۀ بدون قید، استفاده می مقید سازیبرای تغییر مسئلۀ بهینه ILRحال از تبدیل 

آمده در برآورد بردار پارامتری 
ζ حاصل  پارامتری  بردار  به  مربوط  استاندارد  خطای  فوق،  رابطۀ  از 

می‌گردد.
θ̂ مشاهده می‌شود برآورد پارامترها  k̂θ و  همان‌طور که از مقادیر 
مطابقت  کامل،  دادۀ  مجموعه  بر‌اساس  آمده  به‌دست  برآوردهای  با 
دارند. اما، چون بخش‌هایی از مجموعه داده کامل از استنباط خارج 
به‌دلیل   ( )ˆσ̂ θ پارامترها  برآوردشدۀ  استاندارد  خطای  می‌شوند، 

کوچک‌تر بودن اندازه نمونه افزایش می‌یابد.
 γ ، 1δ افزایش خطای استاندارد برآورد شده، برای پارامترهای 
و  مزایا  پایۀ  بر  مرگ‌ومیر  تفاوت‌های  که  است  دلیل  این  به   2δ و 
مشخصات جغرافیایی جمعیتی، وابسته به متغیرهایی است که گاهی 
 این امر تأثیر کم‌تری 

+𝜁𝜁4𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿1)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿1}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+𝜁𝜁5𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛿𝛿2)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑡𝑡𝑖𝑖)

+ 𝛿𝛿2}𝑑𝑑𝑖𝑖  

+𝜁𝜁6𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− (exp(𝛽𝛽𝑡𝑡𝑖𝑖) − 1
𝛽𝛽 ) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿2)} 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{𝛼𝛼 + 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝑡𝑡𝑖𝑖) + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿2}𝑑𝑑𝑖𝑖. 
𝑃𝑃1بر اسا  ترکیب چهار مجموعه داده )با    هاکنیم. برآوردمقایسه میبا هم  های مختلف را  دست آمده از مجموعه دادهمقادیر برآورد پارامترها و خطاهای استاندارد بهدر ادامه،   −

𝑃𝑃4  مشخص شده(، براسا  ترکیب𝑃𝑃1 ،𝑃𝑃2  و𝑃𝑃3   با(𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3  مشخص شده( یعنی به غیر از مجموعه داده بزرگتر که هر دو𝐵𝐵  و𝐶𝐶 اند؛ و تنها برای مشاهده نشده𝑃𝑃3   بدون(
   گیریم. داده گمشده ولی اندازه نمونۀ خیلی کوچک( را در نظر می

σ̅̂(θ̂1)ها )استاندارد آن  یبرآورد خطاها،  (θ̂1)   یصورت تصادفمجموعه داده کامل به  میبار تقس  کیبرآورد پارامترها در    ،(θ̂کامل )  ۀمجموعه داددر    برآورد پارامترها × ۱۰۳) ،
θ̅̂)   یصورت تصادفکامل به  هایهکردن مجموعه داد  میبار تقس  ۱۰۰۰  وسیلهبهبرآورد پارامترها    نیانگیم  = ۱

۱۰۰۰ ∑ θ̂kk)  ، استاندارد و انحراف استاندارد   یبرآورد خطا   نی انگیم

σ̅̂(θ̂)) به ترتیب  پارامترها = ۱
۱۰۰۰ ∑ σ̂(θ̂k) × ۱۰۰۰k)   وσPAR = √ 1

۹۹۹ ∑ (θ̂k − θ̅̂)۲k ×  نمایش داده شده است.  6جدول محاسبه و در  ۱۰۰۰
پروسۀ .  اند معکو  ماتریس اطلاع تجربی برآورد شدهی  خطاهای استاندارد با استفاده از منف  .کنیممیمقایسه  (  6جدول  این برآوردها را با نتایج حاصل از مجموعه دادۀ کامل )خط اول  

,𝜏𝜏)، شامل  ۵در بخش    برآورد 𝜁𝜁)    .از این رو برآورد خطای استاندارد برایاست  (𝜏𝜏, 𝜁𝜁)  این روش تنها برای  .  نیازمند این است که از روش دلتا برای توابع برداری استفاده شود
 : صورت زیر استبعدی به 𝑘𝑘 برداری ، یکπ  راین مشتق تابع مد نظر نسبت بهب بنااست.  22، همان رابطه . تابع مورد استفادهشودمیستفاده ا 𝜁𝜁استاندارد  برآورد خطاهای

(۳۳ ) 
𝜁𝜁𝑗𝑗

′ =
𝜓𝜓𝑗𝑗 exp(𝜓𝜓𝑗𝑗𝜋𝜋) ∑ exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋) − exp(𝜓𝜓𝑗𝑗𝜋𝜋) ∑ 𝜓𝜓𝑖𝑖 exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘

𝑖𝑖=1
𝑘𝑘
𝑖𝑖=1

(∑ exp(𝜓𝜓𝑖𝑖𝜋𝜋)𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 )2 .      

𝑗𝑗که   = 1, … , 𝑘𝑘   از رابطه   طور تقریبی به   آن   ، واریانس است. بنابراین  𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(𝜁𝜁) = 𝜁𝜁′Σ𝜁𝜁′𝑇𝑇   در آن   ، که د شو ی حاصل م  Σ   منفی که از طریق    ی است ماتریس واریانس کوواریانس 
 .گردد ی حاصل م  𝜁𝜁 . در نهایت با جذر گرفتن از رابطۀ فوق، خطای استاندارد مربوط به بردار پارامتری شود می حاصل   π مده در برآورد بردار پارامتری آ   دست معکو  ماتریس هسین به 

هایی از مجموعه داده کامل ، چون بخشامااسا  مجموعه دادۀ کامل، مطابقت دارند. دست آمده بربرآورد پارامترها با برآوردهای به شودمیمشاهده  𝜃̅𝜃و   𝜃𝜃𝑘𝑘 طور که از مقادیر همان
 .یابدافزایش می تر بودن اندازه نمونهدلیل کوچکبه 𝜎̂𝜎(𝜃𝜃)ۀ پارامترها  خطای استاندارد برآوردشدشوند، از استنباط خارج می

ومیر بر پایۀ مزایا و مشخصات جغرافیایی جمعیتی، وابسته به متغیرهایی های مرگکه تفاوت   استبه این دلیل    𝛿𝛿2و    𝛾𝛾 ،𝛿𝛿1برآورد شده، برای پارامترهای    خطای استانداردافزایش  
شده است و خط مبنا برای همه  به این دلیل که متغیر کمکی سن برای تمام افراد مشاهده . تری دارد این امر تیریر کم  βو  𝛼𝛼است که گاهی اوقات گمشده هستند. برای پارامترهای  

که از هر چهار وقتی   𝛿𝛿2̂و   𝛾̂𝛾 ،𝛿𝛿1̂برآورد شده    خطای استانداردها بیشتر هنگام مقایسۀ  این تفاوت  شده، مشترک است. سازیهای بازنشستگی شبیهافراد در چهار مجموعه داده طرح
𝑃𝑃1)طرح بازنشستگی  − 𝑃𝑃4) های بازنشستگی با برآورد فقط بر اسا  طرح𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3  شوند.شود، تییید میاستفاده می 

𝑃𝑃1مجموعه داده    ۴پذیری مدل کامل با  ی بررسی شناساییبرا − 𝑃𝑃4توان مقادیر ویژه ماتریس هسین حاصل از برآورد هر چهار مجموعه داده، را محاسبه نمود.  ، مشابه قبل می
 با   برابر  هایسازهیدر تمام شب صفربه    ژهی مقدار و نیترکینزد   همچنین و دور از صفر هستند.   یمنف  یهمگ  ژهیو   ریداده گمشده، مقاد  تصادفی  طرح ۱۰۰۰که در تمام    شودیمشاهده م 

 .است ریپذییشده، شناسا یمدل بررس بنابراین. است -۹۳/۹
 

 برآورد پارامترها و برآورد خطای ایتاندارد مربوطه در یناریوهای مختلف . ۶ جدول
مجموعه 
 𝛼̂𝛼 𝛽̂𝛽 𝛾̂𝛾 𝛿̂𝛿1 𝛿̂𝛿2 𝜁𝜁1 𝜁𝜁2 𝜁𝜁3 𝜁𝜁4 𝜁𝜁5 برآورد  داده 

 𝜃𝜃 ۴۱/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۱/۰ - ۲۲/۰ - ۴۳/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ کامل 

𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃4 

𝜃𝜃1 ۴۶/۱۱ - ۱۱/۰ ۰۸/۰ - ۱۶/۰ - ۳۹/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۳/۰ ۱۴/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۲۶/۱۳۶ ۷۱/۱ ۹۶/۶۷ ۱۶/۶۳ ۷۱/۸۴ ۶۹/۶ ۰۸/۴ ۴۴/۹ ۹۴/۷ ۹۰/۷ 

𝜃̅𝜃 ۴۵/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۸/۰ - ۱۹/۰ - ۳۶/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃) × ۱۰۳ ۴۲/۱۳۶ ۷۲/۱ ۴۱/۶۸ ۶۵/۶۱ ۱۶/۸۲ ۹۴/۶ ۶۸/۴ ۴۴/۹ ۹۴/۷ ۶۶/۷ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 × ۱۰۳ ۴۹/۲۵ ۲۹/۰ ۹۷/۵۰ ۵۸/۴۸ ۲۹/۶۳ ۱۴/۶ ۴۸/۴ ۵۶/۸ ۳۰/۷ ۴۷/۷ 

𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3 

𝜃𝜃1 ۵۲/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۰/۰ - ۱۹/۰ - ۴۷/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۳/۰ ۱۴/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۲۱/۱۹۹ ۵۲/۲ ۰۹/۷۷ ۰۱/۶۹ ۲۹/۹۴ ۶۹/۶ ۰۹/۴ ۴۴/۹ ۹۵/۷ ۹۱/۷ 

𝜃̅𝜃 ۴۳/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۰/۰ - ۲۱/۰ - ۴۱/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃) × ۱۰۳ ۶۱/۲۰۰ ۵۴/۲ ۰۵/۷۴ ۴۶/۶۶ ۵۵/۸۸ ۹۵/۶ ۶۹/۴ ۴۵/۹ ۹۵/۷ ۶۷/۷ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 × ۱۰۳ ۳۲/۱۵۴ ۹۷/۱ ۷۳/۵۹ ۹۷/۵۴ ۳۹/۷۱ ۴۲/۶ ۵۷/۴ ۴۵/۸ ۳۸/۷ ۳۷/۷ 

α و  اوقات گمشده هستند. برای پارامترهای 
دارد. به این دلیل که متغیر کمکی سن برای تمام افراد مشاهده‌شده 
داده طرح‌های  مجموعه  در چهار  افراد  همه  برای  مبنا  و خط  است 
بیشتر  تفاوت‌ها  این  است.  مشترک  شبیه‌سازی‌شده،  بازنشستگی 
2δ وقتی‌که  γ̂ و  ، 1δ هنگام مقایسۀ خطای استاندارد برآورد شده 
اساس  بر  فقط  برآورد  با   ( )1 4P P− بازنشستگی  طرح  چهار  هر  از 

1 ‌استفاده می‌شود، تأیید می‌شوند. 3P P− طرح‌های بازنشستگی 
داده  مجموعه   ۴ با  کامل  مدل  شناسایی‌پذیری  بررسی  برای 
از  ، مشابه قبل می‌توان مقادیر ویژه ماتریس هسین حاصل  1 4P P−
برآورد هر چهار مجموعه داده، را محاسبه نمود. مشاهده می‌شود که 
در تمام ۱۰۰۰ طرح تصادفی داده گمشده، مقادیر ویژه همگی منفی 
از صفر هستند. همچنین نزدیک‌ترین مقدار ویژه به صفر در  و دور 
بنابراین مدل بررسی شده،  با ۹/۹۳- است.  برابر  تمام شبیه‌سازی‌ها 

شناسایی‌پذیر است.

بررسی تأثیر مالی در استنباط آمار براساس مشاهدات گمشده
بررسی نرخ مرگ‌ومیر و عامل مستمری

فعلی  ارزش  دهندۀ  نشان   xY تصادفی  متغیر  کنید  فرض   
ساله   x عضو  برای  بازنشستگی  صندوق  یک  در  نقدی  جریان‌های 
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است که در طول‌عمر باقی‌مانده خود آن را دریافت می‌کند. اگر این 
جریان نقدی به میزان یک واحد هر ساله به‌طور پیوسته پرداخت شود، 
 xa ، عامل مستمری نامیده شده که با  xY مقدار مورد انتظار برای 
:)Dickson et al., 2009( نمایش و به‌صورت زیر محاسبه می‌شود 

𝑃𝑃3 

𝜃𝜃1 ۵۴/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۶/۰ - ۱۳/۰ - ۶۶/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۵/۰ ۱۴/۰ ۱۱/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۵۲/۶۱۱ ۷۴/۷ ۳۷/۱۷۳ ۹۲/۱۵۰ ۵۲/۲۲۷ ۹۰/۱۲ ۳۶/۴ ۲۵/۱۶ ۴۴/۱۱ ۳۵/۱۰ 

𝜃̅𝜃 ۵۱/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۱/۰ - ۲۲/۰ - ۴۴/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃) × ۱۰۳ ۹۷/۶۰۴ ۶۶/۷ ۵۷/۱۶۶ ۲۵/۱۵۲ ۰۵/۱۹۹ ۸۰/۱۲ ۱۴/۵ ۱۵/۱۶ ۱۰/۱۱ ۹۸/۱۰ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 × ۱۰۳ ۰۷/۶۳۴ ۱۳/۸ ۹۵/۱۵۲ ۰۲/۱۴۶ ۲۱/۱۹۰ ۶۹/۱۲ ۰۱/۵ ۹۴/۱۵ ۸۶/۱۰ ۷۰/۱۰ 

 
 بررسی تیریر مالی در استنباط آمار براسا  مشاهدات گمشده 

 ومیر و عامل مستمری بررسی نرخ مرگ

  کند.مانده خود آن را دریافت میعمر باقیساله است که در طول  𝑥𝑥در یک صندوق بازنشستگی برای عضو   های نقدیدۀ ارزش فعلی جریانننشان ده  𝑌𝑌𝑥𝑥متغیر تصادفی  فرض کنید   
صورت زیر محاسبه  و به  نمایش  𝑎𝑎𝑥𝑥، عامل مستمری نامیده شده که با  𝑌𝑌𝑥𝑥طور پیوسته پرداخت شود، مقدار مورد انتظار برای  یک واحد هر ساله بهبه میزان    جریان نقدی  اگر این
 :( ) شودمی

(۳۴ ) 𝑎𝑎𝑥𝑥 = 𝔼𝔼(𝑌𝑌𝑥𝑥) = ∫ exp(−𝑟𝑟𝑟𝑟) 𝑆𝑆𝑥𝑥(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
۱۲۰−𝑥𝑥

۰
. 

𝜃𝜃گیری توزیع نمونه  ،ه استت وابس  𝜁𝜁به   𝜏̂𝜏ها،  دلیل گمشدگی دادهبه = (𝜏̂𝜏, ζ̂)  نرمال چندمتغیره  دارای توزیع  صورت مجانبیبه  (Multivariate Normal Distribution)   با
 شود.برآورد می (Fisher Information Matrix)  فی معکو  ماتریس اطلاع فیشراز طریق منΣ   که ،است  Σ ماتریس واریانس کوواریانس و 𝜃𝜃 میانگین

برآورد شده است.  ارائه  7جدول  محاسبه و نتایج در    𝑀𝑀0  درصد تغییر آن در مقایسه با عامل مستمری در مدل و    مقادیر عامل مستمری ،  ومیر و عامل مستمرینرخ مرگبرای بررسی   
𝑃𝑃1 هر چهار طرح اتپارامترها با مشاهد − 𝑃𝑃4  ه است. انجام شد سال ۷۱و  ۶۵های و دو فرد به سندرصد  ۳و  ۱ تجزیه و تحلیل عددی برای دو نرخ بهره. شوند میدر نظر گرفته

 . طور تقریبی، میانگین سن افراد زنده در مجموعه داده کامل در زمان اتمام دوره مشاهده استو دومین سن به گیولین سن، همان سن معمول بازنشست ا
و مقادیر   اجتماعی-اقتصادیͬ کمکیبر متغیرهای  مبتنیدست آمده از مدل  های مستمری بهشده، بین عاملهای انتخابی و دو نرخ بهره محاسبهبرای سن  دهد کهمینتایج جدول نشان  

میر عامل  ونرخ بهره پایین است، مرگوقتی  است که    بیانگر اینبیشتر است که    تر،وجود دارد. این اختلافات برای نرخ بهره پایین توجهیهای قابل  تفاوت  𝑀𝑀0 دست آمده از مدلبه
توان الزام سرمایه را بررسی نمود که نتیجۀ آن وابسته به عامل مستمری و در ومیر معرفی شده، میبرای بررسی تیریر مالی استفاده از مدل مرگ.  تری برای مستمری استخطر مهم

 ومیر است. نتیجه مدل مرگ
 

 های بهره مختلفو نرخ 𝑀𝑀0ات بر ایاس مدل ، درصد تغییرمستمریمقادیر. ۷جدول 

𝑟𝑟 بندی تقسیم  مجموعه داده  سن = ٪۱ 𝑟𝑟 = ٪۳ 
𝑎𝑎𝑥𝑥 درصد تغییر 𝑎𝑎𝑥𝑥 درصد تغییر 

۶۵ 𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃4 
 

𝑀𝑀0 ۷۷/۱۶ - ۷۰/۱۳ - 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۰ ۶۱/۱۵ ۹۳/۶ - ۹۰/۱۲ ۸۱/۵ - 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۰ ۱۱/۱۶ ۹۳/۳ - ۲۵/۱۳ ۲۶/۳ - 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۱ ۵۷/۱۶ ۲۱/۱ - ۵۶/۱۳ ۹۸/۰ - 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۱ ۰۸/۱۷ ۸۴/۱ ۹۱/۱۳ ۵۴/۱ 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۲ ۹۵/۱۷ ۰۱/۷ ۴۹/۱۴ ۷۷/۵ 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۲ ۴۷/۱۸ ۱۰/۱۰ ۶۱/۱۴ ۶۶/۶ 

۷۱ 𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃4 

𝑀𝑀0 ۹۸/۱۲ - ۰۲/۱۱ - 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۰ ۹۰/۱۱ ۳۳/۸ - ۲۲/۱۰ ۲۸/۷ - 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۰ ۳۶/۱۲ ۷۸/۴ - ۵۷/۱۰ ۱۵/۴ - 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۱ ۷۸/۱۲ ۵۴/۱ - ۸۸/۱۰ ۳۲/۱ - 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۱ ۲۶/۱۳ ۱۰/۲ ۲۲/۱۱ ۸۳/۱ 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۲ ۰۷/۱۴ ۳۴/۸ ۸۱/۱۱ ۱۶/۷ 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۲ ۵۶/۱۴ ۱۱/۱۲ ۹۴/۱۱ ۲۹/۸ 

 
 ریسک برآورد نادرست الزام سرمایه       

  است.  ومیردیگر با هدف تخمین پارامترهای نرخ مرگبا های بازنشستگی ترکیب طرحو رح بازنشستگی موجود، هدف این بخش نحوه کاهش الزام سرمایه براسا  ط
های بزرگی از مقادیر پارامتر جایگزین، ارزیابی  ۀ، بر اسا  مجموع SCR (The Solvency Capital Requirement )  برای محاسبه  رویکرد از با استفاده

مترها با برآورد نادرست، به االزام سرمایه ناشی از ریسک پار  شود. نشان داده می 𝑃𝑃(𝜃𝜃)با    𝜃𝜃عنوان تابعی از پارامتر  دهیم. مقدار پرتفوی بهمکرری از کل پرتفوی مستمری انجام می
 شود:شرح زیر محاسبه می

�)۳۴(

ζ̂ وابسته است، توزیع نمونه‌گیری  τ̂ به  به‌دلیل گمشدگی داده‌ها، 
چندمتغیره نرمال  توزیع  دارای  مجانبی  به‌صورت   

𝑃𝑃3 

𝜃𝜃1 ۵۴/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۶/۰ - ۱۳/۰ - ۶۶/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۵/۰ ۱۴/۰ ۱۱/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۵۲/۶۱۱ ۷۴/۷ ۳۷/۱۷۳ ۹۲/۱۵۰ ۵۲/۲۲۷ ۹۰/۱۲ ۳۶/۴ ۲۵/۱۶ ۴۴/۱۱ ۳۵/۱۰ 

𝜃̅𝜃 ۵۱/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۱/۰ - ۲۲/۰ - ۴۴/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃) × ۱۰۳ ۹۷/۶۰۴ ۶۶/۷ ۵۷/۱۶۶ ۲۵/۱۵۲ ۰۵/۱۹۹ ۸۰/۱۲ ۱۴/۵ ۱۵/۱۶ ۱۰/۱۱ ۹۸/۱۰ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 × ۱۰۳ ۰۷/۶۳۴ ۱۳/۸ ۹۵/۱۵۲ ۰۲/۱۴۶ ۲۱/۱۹۰ ۶۹/۱۲ ۰۱/۵ ۹۴/۱۵ ۸۶/۱۰ ۷۰/۱۰ 

 
 بررسی تیریر مالی در استنباط آمار براسا  مشاهدات گمشده 

 ومیر و عامل مستمری بررسی نرخ مرگ

  کند.مانده خود آن را دریافت میعمر باقیساله است که در طول  𝑥𝑥در یک صندوق بازنشستگی برای عضو   های نقدیدۀ ارزش فعلی جریانننشان ده  𝑌𝑌𝑥𝑥متغیر تصادفی  فرض کنید   
صورت زیر محاسبه  و به  نمایش  𝑎𝑎𝑥𝑥، عامل مستمری نامیده شده که با  𝑌𝑌𝑥𝑥طور پیوسته پرداخت شود، مقدار مورد انتظار برای  یک واحد هر ساله بهبه میزان    جریان نقدی  اگر این
 :( ) شودمی

(۳۴ ) 𝑎𝑎𝑥𝑥 = 𝔼𝔼(𝑌𝑌𝑥𝑥) = ∫ exp(−𝑟𝑟𝑟𝑟) 𝑆𝑆𝑥𝑥(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
۱۲۰−𝑥𝑥

۰
. 

𝜃𝜃گیری توزیع نمونه  ،ه استت وابس  𝜁𝜁به   𝜏̂𝜏ها،  دلیل گمشدگی دادهبه = (𝜏̂𝜏, ζ̂)  نرمال چندمتغیره  دارای توزیع  صورت مجانبیبه  (Multivariate Normal Distribution)   با
 شود.برآورد می (Fisher Information Matrix)  فی معکو  ماتریس اطلاع فیشراز طریق منΣ   که ،است  Σ ماتریس واریانس کوواریانس و 𝜃𝜃 میانگین

برآورد شده است.  ارائه  7جدول  محاسبه و نتایج در    𝑀𝑀0  درصد تغییر آن در مقایسه با عامل مستمری در مدل و    مقادیر عامل مستمری ،  ومیر و عامل مستمرینرخ مرگبرای بررسی   
𝑃𝑃1 هر چهار طرح اتپارامترها با مشاهد − 𝑃𝑃4  ه است. انجام شد سال ۷۱و  ۶۵های و دو فرد به سندرصد  ۳و  ۱ تجزیه و تحلیل عددی برای دو نرخ بهره. شوند میدر نظر گرفته

 . طور تقریبی، میانگین سن افراد زنده در مجموعه داده کامل در زمان اتمام دوره مشاهده استو دومین سن به گیولین سن، همان سن معمول بازنشست ا
و مقادیر   اجتماعی-اقتصادیͬ کمکیبر متغیرهای  مبتنیدست آمده از مدل  های مستمری بهشده، بین عاملهای انتخابی و دو نرخ بهره محاسبهبرای سن  دهد کهمینتایج جدول نشان  

میر عامل  ونرخ بهره پایین است، مرگوقتی  است که    بیانگر اینبیشتر است که    تر،وجود دارد. این اختلافات برای نرخ بهره پایین توجهیهای قابل  تفاوت  𝑀𝑀0 دست آمده از مدلبه
توان الزام سرمایه را بررسی نمود که نتیجۀ آن وابسته به عامل مستمری و در ومیر معرفی شده، میبرای بررسی تیریر مالی استفاده از مدل مرگ.  تری برای مستمری استخطر مهم

 ومیر است. نتیجه مدل مرگ
 

 های بهره مختلفو نرخ 𝑀𝑀0ات بر ایاس مدل ، درصد تغییرمستمریمقادیر. ۷جدول 

𝑟𝑟 بندی تقسیم  مجموعه داده  سن = ٪۱ 𝑟𝑟 = ٪۳ 
𝑎𝑎𝑥𝑥 درصد تغییر 𝑎𝑎𝑥𝑥 درصد تغییر 

۶۵ 𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃4 
 

𝑀𝑀0 ۷۷/۱۶ - ۷۰/۱۳ - 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۰ ۶۱/۱۵ ۹۳/۶ - ۹۰/۱۲ ۸۱/۵ - 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۰ ۱۱/۱۶ ۹۳/۳ - ۲۵/۱۳ ۲۶/۳ - 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۱ ۵۷/۱۶ ۲۱/۱ - ۵۶/۱۳ ۹۸/۰ - 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۱ ۰۸/۱۷ ۸۴/۱ ۹۱/۱۳ ۵۴/۱ 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۲ ۹۵/۱۷ ۰۱/۷ ۴۹/۱۴ ۷۷/۵ 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۲ ۴۷/۱۸ ۱۰/۱۰ ۶۱/۱۴ ۶۶/۶ 

۷۱ 𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃4 

𝑀𝑀0 ۹۸/۱۲ - ۰۲/۱۱ - 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۰ ۹۰/۱۱ ۳۳/۸ - ۲۲/۱۰ ۲۸/۷ - 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۰ ۳۶/۱۲ ۷۸/۴ - ۵۷/۱۰ ۱۵/۴ - 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۱ ۷۸/۱۲ ۵۴/۱ - ۸۸/۱۰ ۳۲/۱ - 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۱ ۲۶/۱۳ ۱۰/۲ ۲۲/۱۱ ۸۳/۱ 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۲ ۰۷/۱۴ ۳۴/۸ ۸۱/۱۱ ۱۶/۷ 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۲ ۵۶/۱۴ ۱۱/۱۲ ۹۴/۱۱ ۲۹/۸ 

 
 ریسک برآورد نادرست الزام سرمایه       

  است.  ومیردیگر با هدف تخمین پارامترهای نرخ مرگبا های بازنشستگی ترکیب طرحو رح بازنشستگی موجود، هدف این بخش نحوه کاهش الزام سرمایه براسا  ط
های بزرگی از مقادیر پارامتر جایگزین، ارزیابی  ۀ، بر اسا  مجموع SCR (The Solvency Capital Requirement )  برای محاسبه  رویکرد از با استفاده

مترها با برآورد نادرست، به االزام سرمایه ناشی از ریسک پار  شود. نشان داده می 𝑃𝑃(𝜃𝜃)با    𝜃𝜃عنوان تابعی از پارامتر  دهیم. مقدار پرتفوی بهمکرری از کل پرتفوی مستمری انجام می
 شود:شرح زیر محاسبه می

θ و ماتریس   )Multivariate Normal Distribution( با میانگین 

  از طریق منفی معکوس ماتریس 

𝑃𝑃3 

𝜃𝜃1 ۵۴/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۶/۰ - ۱۳/۰ - ۶۶/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۵/۰ ۱۴/۰ ۱۱/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۵۲/۶۱۱ ۷۴/۷ ۳۷/۱۷۳ ۹۲/۱۵۰ ۵۲/۲۲۷ ۹۰/۱۲ ۳۶/۴ ۲۵/۱۶ ۴۴/۱۱ ۳۵/۱۰ 

𝜃̅𝜃 ۵۱/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۱/۰ - ۲۲/۰ - ۴۴/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃) × ۱۰۳ ۹۷/۶۰۴ ۶۶/۷ ۵۷/۱۶۶ ۲۵/۱۵۲ ۰۵/۱۹۹ ۸۰/۱۲ ۱۴/۵ ۱۵/۱۶ ۱۰/۱۱ ۹۸/۱۰ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 × ۱۰۳ ۰۷/۶۳۴ ۱۳/۸ ۹۵/۱۵۲ ۰۲/۱۴۶ ۲۱/۱۹۰ ۶۹/۱۲ ۰۱/۵ ۹۴/۱۵ ۸۶/۱۰ ۷۰/۱۰ 

 
 بررسی تیریر مالی در استنباط آمار براسا  مشاهدات گمشده 

 ومیر و عامل مستمری بررسی نرخ مرگ

  کند.مانده خود آن را دریافت میعمر باقیساله است که در طول  𝑥𝑥در یک صندوق بازنشستگی برای عضو   های نقدیدۀ ارزش فعلی جریانننشان ده  𝑌𝑌𝑥𝑥متغیر تصادفی  فرض کنید   
صورت زیر محاسبه  و به  نمایش  𝑎𝑎𝑥𝑥، عامل مستمری نامیده شده که با  𝑌𝑌𝑥𝑥طور پیوسته پرداخت شود، مقدار مورد انتظار برای  یک واحد هر ساله بهبه میزان    جریان نقدی  اگر این
 :( ) شودمی

(۳۴ ) 𝑎𝑎𝑥𝑥 = 𝔼𝔼(𝑌𝑌𝑥𝑥) = ∫ exp(−𝑟𝑟𝑟𝑟) 𝑆𝑆𝑥𝑥(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
۱۲۰−𝑥𝑥

۰
. 

𝜃𝜃گیری توزیع نمونه  ،ه استت وابس  𝜁𝜁به   𝜏̂𝜏ها،  دلیل گمشدگی دادهبه = (𝜏̂𝜏, ζ̂)  نرمال چندمتغیره  دارای توزیع  صورت مجانبیبه  (Multivariate Normal Distribution)   با
 شود.برآورد می (Fisher Information Matrix)  فی معکو  ماتریس اطلاع فیشراز طریق منΣ   که ،است  Σ ماتریس واریانس کوواریانس و 𝜃𝜃 میانگین

برآورد شده است.  ارائه  7جدول  محاسبه و نتایج در    𝑀𝑀0  درصد تغییر آن در مقایسه با عامل مستمری در مدل و    مقادیر عامل مستمری ،  ومیر و عامل مستمرینرخ مرگبرای بررسی   
𝑃𝑃1 هر چهار طرح اتپارامترها با مشاهد − 𝑃𝑃4  ه است. انجام شد سال ۷۱و  ۶۵های و دو فرد به سندرصد  ۳و  ۱ تجزیه و تحلیل عددی برای دو نرخ بهره. شوند میدر نظر گرفته

 . طور تقریبی، میانگین سن افراد زنده در مجموعه داده کامل در زمان اتمام دوره مشاهده استو دومین سن به گیولین سن، همان سن معمول بازنشست ا
و مقادیر   اجتماعی-اقتصادیͬ کمکیبر متغیرهای  مبتنیدست آمده از مدل  های مستمری بهشده، بین عاملهای انتخابی و دو نرخ بهره محاسبهبرای سن  دهد کهمینتایج جدول نشان  

میر عامل  ونرخ بهره پایین است، مرگوقتی  است که    بیانگر اینبیشتر است که    تر،وجود دارد. این اختلافات برای نرخ بهره پایین توجهیهای قابل  تفاوت  𝑀𝑀0 دست آمده از مدلبه
توان الزام سرمایه را بررسی نمود که نتیجۀ آن وابسته به عامل مستمری و در ومیر معرفی شده، میبرای بررسی تیریر مالی استفاده از مدل مرگ.  تری برای مستمری استخطر مهم

 ومیر است. نتیجه مدل مرگ
 

 های بهره مختلفو نرخ 𝑀𝑀0ات بر ایاس مدل ، درصد تغییرمستمریمقادیر. ۷جدول 

𝑟𝑟 بندی تقسیم  مجموعه داده  سن = ٪۱ 𝑟𝑟 = ٪۳ 
𝑎𝑎𝑥𝑥 درصد تغییر 𝑎𝑎𝑥𝑥 درصد تغییر 

۶۵ 𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃4 
 

𝑀𝑀0 ۷۷/۱۶ - ۷۰/۱۳ - 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۰ ۶۱/۱۵ ۹۳/۶ - ۹۰/۱۲ ۸۱/۵ - 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۰ ۱۱/۱۶ ۹۳/۳ - ۲۵/۱۳ ۲۶/۳ - 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۱ ۵۷/۱۶ ۲۱/۱ - ۵۶/۱۳ ۹۸/۰ - 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۱ ۰۸/۱۷ ۸۴/۱ ۹۱/۱۳ ۵۴/۱ 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۲ ۹۵/۱۷ ۰۱/۷ ۴۹/۱۴ ۷۷/۵ 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۲ ۴۷/۱۸ ۱۰/۱۰ ۶۱/۱۴ ۶۶/۶ 

۷۱ 𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃4 

𝑀𝑀0 ۹۸/۱۲ - ۰۲/۱۱ - 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۰ ۹۰/۱۱ ۳۳/۸ - ۲۲/۱۰ ۲۸/۷ - 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۰ ۳۶/۱۲ ۷۸/۴ - ۵۷/۱۰ ۱۵/۴ - 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۱ ۷۸/۱۲ ۵۴/۱ - ۸۸/۱۰ ۳۲/۱ - 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۱ ۲۶/۱۳ ۱۰/۲ ۲۲/۱۱ ۸۳/۱ 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۲ ۰۷/۱۴ ۳۴/۸ ۸۱/۱۱ ۱۶/۷ 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۲ ۵۶/۱۴ ۱۱/۱۲ ۹۴/۱۱ ۲۹/۸ 

 
 ریسک برآورد نادرست الزام سرمایه       

  است.  ومیردیگر با هدف تخمین پارامترهای نرخ مرگبا های بازنشستگی ترکیب طرحو رح بازنشستگی موجود، هدف این بخش نحوه کاهش الزام سرمایه براسا  ط
های بزرگی از مقادیر پارامتر جایگزین، ارزیابی  ۀ، بر اسا  مجموع SCR (The Solvency Capital Requirement )  برای محاسبه  رویکرد از با استفاده

مترها با برآورد نادرست، به االزام سرمایه ناشی از ریسک پار  شود. نشان داده می 𝑃𝑃(𝜃𝜃)با    𝜃𝜃عنوان تابعی از پارامتر  دهیم. مقدار پرتفوی بهمکرری از کل پرتفوی مستمری انجام می
 شود:شرح زیر محاسبه می

  است، که 

𝑃𝑃3 

𝜃𝜃1 ۵۴/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۶/۰ - ۱۳/۰ - ۶۶/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۵/۰ ۱۴/۰ ۱۱/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۵۲/۶۱۱ ۷۴/۷ ۳۷/۱۷۳ ۹۲/۱۵۰ ۵۲/۲۲۷ ۹۰/۱۲ ۳۶/۴ ۲۵/۱۶ ۴۴/۱۱ ۳۵/۱۰ 

𝜃̅𝜃 ۵۱/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۱/۰ - ۲۲/۰ - ۴۴/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃) × ۱۰۳ ۹۷/۶۰۴ ۶۶/۷ ۵۷/۱۶۶ ۲۵/۱۵۲ ۰۵/۱۹۹ ۸۰/۱۲ ۱۴/۵ ۱۵/۱۶ ۱۰/۱۱ ۹۸/۱۰ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 × ۱۰۳ ۰۷/۶۳۴ ۱۳/۸ ۹۵/۱۵۲ ۰۲/۱۴۶ ۲۱/۱۹۰ ۶۹/۱۲ ۰۱/۵ ۹۴/۱۵ ۸۶/۱۰ ۷۰/۱۰ 

 
 بررسی تیریر مالی در استنباط آمار براسا  مشاهدات گمشده 

 ومیر و عامل مستمری بررسی نرخ مرگ

  کند.مانده خود آن را دریافت میعمر باقیساله است که در طول  𝑥𝑥در یک صندوق بازنشستگی برای عضو   های نقدیدۀ ارزش فعلی جریانننشان ده  𝑌𝑌𝑥𝑥متغیر تصادفی  فرض کنید   
صورت زیر محاسبه  و به  نمایش  𝑎𝑎𝑥𝑥، عامل مستمری نامیده شده که با  𝑌𝑌𝑥𝑥طور پیوسته پرداخت شود، مقدار مورد انتظار برای  یک واحد هر ساله بهبه میزان    جریان نقدی  اگر این
 :( ) شودمی

(۳۴ ) 𝑎𝑎𝑥𝑥 = 𝔼𝔼(𝑌𝑌𝑥𝑥) = ∫ exp(−𝑟𝑟𝑟𝑟) 𝑆𝑆𝑥𝑥(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
۱۲۰−𝑥𝑥

۰
. 

𝜃𝜃گیری توزیع نمونه  ،ه استت وابس  𝜁𝜁به   𝜏̂𝜏ها،  دلیل گمشدگی دادهبه = (𝜏̂𝜏, ζ̂)  نرمال چندمتغیره  دارای توزیع  صورت مجانبیبه  (Multivariate Normal Distribution)   با
 شود.برآورد می (Fisher Information Matrix)  فی معکو  ماتریس اطلاع فیشراز طریق منΣ   که ،است  Σ ماتریس واریانس کوواریانس و 𝜃𝜃 میانگین

برآورد شده است.  ارائه  7جدول  محاسبه و نتایج در    𝑀𝑀0  درصد تغییر آن در مقایسه با عامل مستمری در مدل و    مقادیر عامل مستمری ،  ومیر و عامل مستمرینرخ مرگبرای بررسی   
𝑃𝑃1 هر چهار طرح اتپارامترها با مشاهد − 𝑃𝑃4  ه است. انجام شد سال ۷۱و  ۶۵های و دو فرد به سندرصد  ۳و  ۱ تجزیه و تحلیل عددی برای دو نرخ بهره. شوند میدر نظر گرفته

 . طور تقریبی، میانگین سن افراد زنده در مجموعه داده کامل در زمان اتمام دوره مشاهده استو دومین سن به گیولین سن، همان سن معمول بازنشست ا
و مقادیر   اجتماعی-اقتصادیͬ کمکیبر متغیرهای  مبتنیدست آمده از مدل  های مستمری بهشده، بین عاملهای انتخابی و دو نرخ بهره محاسبهبرای سن  دهد کهمینتایج جدول نشان  

میر عامل  ونرخ بهره پایین است، مرگوقتی  است که    بیانگر اینبیشتر است که    تر،وجود دارد. این اختلافات برای نرخ بهره پایین توجهیهای قابل  تفاوت  𝑀𝑀0 دست آمده از مدلبه
توان الزام سرمایه را بررسی نمود که نتیجۀ آن وابسته به عامل مستمری و در ومیر معرفی شده، میبرای بررسی تیریر مالی استفاده از مدل مرگ.  تری برای مستمری استخطر مهم

 ومیر است. نتیجه مدل مرگ
 

 های بهره مختلفو نرخ 𝑀𝑀0ات بر ایاس مدل ، درصد تغییرمستمریمقادیر. ۷جدول 

𝑟𝑟 بندی تقسیم  مجموعه داده  سن = ٪۱ 𝑟𝑟 = ٪۳ 
𝑎𝑎𝑥𝑥 درصد تغییر 𝑎𝑎𝑥𝑥 درصد تغییر 

۶۵ 𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃4 
 

𝑀𝑀0 ۷۷/۱۶ - ۷۰/۱۳ - 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۰ ۶۱/۱۵ ۹۳/۶ - ۹۰/۱۲ ۸۱/۵ - 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۰ ۱۱/۱۶ ۹۳/۳ - ۲۵/۱۳ ۲۶/۳ - 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۱ ۵۷/۱۶ ۲۱/۱ - ۵۶/۱۳ ۹۸/۰ - 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۱ ۰۸/۱۷ ۸۴/۱ ۹۱/۱۳ ۵۴/۱ 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۲ ۹۵/۱۷ ۰۱/۷ ۴۹/۱۴ ۷۷/۵ 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۲ ۴۷/۱۸ ۱۰/۱۰ ۶۱/۱۴ ۶۶/۶ 

۷۱ 𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃4 

𝑀𝑀0 ۹۸/۱۲ - ۰۲/۱۱ - 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۰ ۹۰/۱۱ ۳۳/۸ - ۲۲/۱۰ ۲۸/۷ - 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۰ ۳۶/۱۲ ۷۸/۴ - ۵۷/۱۰ ۱۵/۴ - 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۱ ۷۸/۱۲ ۵۴/۱ - ۸۸/۱۰ ۳۲/۱ - 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۱ ۲۶/۱۳ ۱۰/۲ ۲۲/۱۱ ۸۳/۱ 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۲ ۰۷/۱۴ ۳۴/۸ ۸۱/۱۱ ۱۶/۷ 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۲ ۵۶/۱۴ ۱۱/۱۲ ۹۴/۱۱ ۲۹/۸ 

 
 ریسک برآورد نادرست الزام سرمایه       

  است.  ومیردیگر با هدف تخمین پارامترهای نرخ مرگبا های بازنشستگی ترکیب طرحو رح بازنشستگی موجود، هدف این بخش نحوه کاهش الزام سرمایه براسا  ط
های بزرگی از مقادیر پارامتر جایگزین، ارزیابی  ۀ، بر اسا  مجموع SCR (The Solvency Capital Requirement )  برای محاسبه  رویکرد از با استفاده

مترها با برآورد نادرست، به االزام سرمایه ناشی از ریسک پار  شود. نشان داده می 𝑃𝑃(𝜃𝜃)با    𝜃𝜃عنوان تابعی از پارامتر  دهیم. مقدار پرتفوی بهمکرری از کل پرتفوی مستمری انجام می
 شود:شرح زیر محاسبه می

واریانس کوواریانس 
اطلاع فیشر )Fisher Information Matrix( برآورد می‌شود.

عامل  مقادیر  مستمری،  عامل  و  مرگ‌ومیر  نرخ  بررسی  برای   
با عامل مستمری در مدل  مستمری و  درصد تغییر آن در مقایسه 
0M محاسبه و نتایج در جدول 7 ارائه‌شده است. برآورد پارامترها با 
و  تجزیه  نظر گرفته می‌شوند.  1 در  4P P− مشاهدات هر چهار طرح‌ 
تحلیل عددی برای دو نرخ بهره ۱ و ۳ درصد و دو فرد به سن‌های ۶۵ 

و ۷۱ سال انجام شده است. اولین سن، همان سن معمول بازنشستگی 
و دومین سن به‌طور تقریبی، میانگین سن افراد زنده در مجموعه داده 

کامل در زمان اتمام دوره مشاهده است. 
نتایج جدول نشان می‌دهد که برای سن‌های انتخابی و دو نرخ 
مدل  از  آمده  به‌دست  مستمری  عامل‌های  بین  محاسبه‌شده،  بهره 
مبتنی‌بر متغیرهای کمکیͬ اقتصادی-اجتماعی و مقادیر به‌دست آمده 
0M تفاوت‌های قابل توجهی وجود دارد. این اختلافات برای  از مدل 
نرخ بهره پایین‌تر، بیشتر است که بیانگر این است که وقتی نرخ بهره 
پایین است، مرگ‌ومیر عامل خطر مهم‌تری برای مستمری است. برای 
معرفی شده، می‌توان  از مدل مرگ‌ومیر  استفاده  مالی  تأثیر  بررسی 
الزام سرمایه را بررسی نمود که نتیجۀ آن وابسته به عامل مستمری و 

در نتیجه مدل مرگ‌ومیر است.

ریسک برآورد نادرست الزام سرمایه      
طرح  براساس  سرمایه  الزام  کاهش  نحوه  بخش  این  هدف 
بازنشستگی موجود، و ترکیب طرح‌های بازنشستگی با دیگر با هدف 

تخمین پارامترهای نرخ مرگ‌ومیر است. 
محاسبه برای   Richards (2016) رویکرد  از  استفاده   با 

اساس  بر   ،  SCR (The Solvency Capital Requirement )  

برآورد پارامترها و برآورد خطای استاندارد مربوطه در سناریوهای مختلف.  ۶جدول 

مجموعه 
 𝛼̂𝛼 𝛽̂𝛽 𝛾̂𝛾 𝛿̂𝛿1 𝛿̂𝛿2 𝜁𝜁1 𝜁𝜁2 𝜁𝜁3 𝜁𝜁4 𝜁𝜁5 برآورد  داده 

 𝜃𝜃 ۴۱/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۱/۰ - ۲۲/۰ - ۴۳/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰کامل 

𝑃𝑃1
− 𝑃𝑃4

𝜃𝜃1 ۴۶/۱۱ - ۱۱/۰ ۰۸/۰ - ۱۶/۰ - ۳۹/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۳/۰ ۱۴/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۲۶/۱۳۶ ۷۱/۱ ۹۶/۶۷ ۱۶/۶۳ ۷۱/۸۴ ۶۹/۶ ۰۸/۴ ۴۴/۹ ۹۴/۷ ۹۰/۷ 

𝜃̅𝜃 ۴۵/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۸/۰ - ۱۹/۰ - ۳۶/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃)

× ۱۰۳۴۲/۱۳۶ ۷۲/۱ ۴۱/۶۸ ۶۵/۶۱ ۱۶/۸۲ ۹۴/۶ ۶۸/۴ ۴۴/۹ ۹۴/۷ ۶۶/۷ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃

× ۱۰۳ ۴۹/۲۵ ۲۹/۰ ۹۷/۵۰ ۵۸/۴۸ ۲۹/۶۳ ۱۴/۶ ۴۸/۴ ۵۶/۸ ۳۰/۷ ۴۷/۷ 

𝑃𝑃1
− 𝑃𝑃3

𝜃𝜃1 ۵۲/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۰/۰ - ۱۹/۰ - ۴۷/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۳/۰ ۱۴/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۲۱/۱۹۹ ۵۲/۲ ۰۹/۷۷ ۰۱/۶۹ ۲۹/۹۴ ۶۹/۶ ۰۹/۴ ۴۴/۹ ۹۵/۷ ۹۱/۷ 

𝜃̅𝜃 ۴۳/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۰/۰ - ۲۱/۰ - ۴۱/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃)

× ۱۰۳۶۱/۲۰۰ ۵۴/۲ ۰۵/۷۴ ۴۶/۶۶ ۵۵/۸۸ ۹۵/۶ ۶۹/۴ ۴۵/۹ ۹۵/۷ ۶۷/۷ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃

× ۱۰۳۳۲/۱۵۴ ۹۷/۱ ۷۳/۵۹ ۹۷/۵۴ ۳۹/۷۱ ۴۲/۶ ۵۷/۴ ۴۵/۸ ۳۸/۷ ۳۷/۷ 

𝑃𝑃3

𝜃𝜃1 ۵۴/۱۱ - ۱۱/۰ ۱۶/۰ - ۱۳/۰ - ۶۶/۰ - ۱۹/۰ ۰۲/۰ ۴۵/۰ ۱۴/۰ ۱۱/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃1)

× ۱۰۳ ۵۲/۶۱۱ ۷۴/۷ ۳۷/۱۷۳ ۹۲/۱۵۰ ۵۲/۲۲۷ ۹۰/۱۲ ۳۶/۴ ۲۵/۱۶ ۴۴/۱۱ ۳۵/۱۰ 

𝜃̅𝜃 ۵۱/۱۱ - ۱۱/۰ ۲۱/۰ - ۲۲/۰ - ۴۴/۰ - ۱۹/۰ ۰۳/۰ ۴۳/۰ ۱۳/۰ ۱۳/۰ 
𝜎̅̂𝜎(𝜃𝜃)

× ۱۰۳۹۷/۶۰۴ ۶۶/۷ ۵۷/۱۶۶ ۲۵/۱۵۲ ۰۵/۱۹۹ ۸۰/۱۲ ۱۴/۵ ۱۵/۱۶ ۱۰/۱۱۹۸/۱۰ 
𝜎𝜎𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃

× ۱۰۳۰۷/۶۳۴ ۱۳/۸ ۹۵/۱۵۲ ۰۲/۱۴۶ ۲۱/۱۹۰ ۶۹/۱۲ ۰۱/۵ ۹۴/۱۵ ۸۶/۱۰ ۷۰/۱۰ 

جدول ۶.  برآورد پارامترها و برآورد خطای استاندارد مربوطه در سناریوهای مختلف
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از  مکرری  ارزیابی‌های  جایگزین،  پارامتر  مقادیر  از  بزرگی  مجموعۀ 
کل پرتفوی مستمری انجام می‌دهیم. مقدار پرتفوی به‌عنوان تابعی از 
) نشان داده می‌شود. الزام سرمایه ناشی از ریسک  )P θ θ با  پارامتر 

پارامترها با برآورد نادرست، به شرح زیر محاسبه می‌شود:

(۳۵ ) (
P(𝜃𝜃) چندک ۹۹/۵ تابع 

P(𝜃𝜃)میانگین 
− ۱) × ۱۰۰. 

سازی  امین مقدار شبیه𝑘𝑘نمایش داده و     ′𝜃𝜃سازی شده را با  . مقادیر شبیهشودمحاسبه می  𝜃𝜃سازی شده برای  مقدار شبیه  𝑃𝑃(𝜃𝜃)    ،۱۰۰۰۰برای یافتن برآورد صدک و میانگین  
 :شودصورت زیر محاسبه می( به𝑃𝑃(𝜃𝜃′)شده برای پرتفوی )

(۳۶ ) P(θ′𝑘𝑘) = ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑎𝑎𝑥𝑥𝑖𝑖(θ′𝑘𝑘)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=۱
. 

به سه روش محاسبه    𝑃𝑃1برای طرح بازنشستگی  عنوان مثال  را بهریسک برآورد نادرست الزام سرمایه    . بنابراینام است𝑖𝑖دهنده مبلغ مستمری شخص  نشان  𝑤𝑤𝑖𝑖  این رابطه،  که در
 : کنیممی
، تابع  Cدلیل نبود  پذیری بهمنظور ساده نگه داشتن کارها و جلوگیری از مسئلۀ شناساییشود. بهبرآورد می   𝑃𝑃1های موجود در  فقط با استفاده از داده  𝜏𝜏ومیر  پارامتر تابع مرگ ✓

 توان با حداکثر درستنمایی تخمین زد.را میاست که پارامترهای آن 𝑀𝑀1ومیر مانند مدل  مرگ

𝑃𝑃1های ومیر با استفاده از ترکیب طرحتمام پارامترهای تابع مرگ ✓ − 𝑃𝑃3شوند.های گمشده، برآورد می، از طریق رویکرد داده 

𝑃𝑃1های ومیر با استفاده از ترکیب طرحتمام پارامترهای تابع مرگ ✓ − 𝑃𝑃4 شوند.برآورد می 

سرمایه برای ریسک برآورد نادرست براسا  این دو رویکرد و دو    اتالزام . موجود است کمکیکه در این طرح هر دو متغیر  کنیممیتکرار   𝑃𝑃3یاین کار را برای برای طرح بازنشستگ
 است.نشان داده شده 8جدول نرخ بهره، در 

 
 ومیر  برای برآورد نرخ مرگ مورد ایتفادههای و طرحۀ فرضی ایاس دو نرخ بهربر  𝑃𝑃3و    𝑃𝑃1. الزام یرمایه برای طرح بازنشستگی  ۸جدول 

 ها نمونه سرمایه نرخ بهره و الزام
𝑃𝑃1 𝑃𝑃1طرح بازنشستگی  − 𝑃𝑃4 𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3 𝑃𝑃1 

 ٪۳ ٪۱ ٪۳ ٪۱ ٪۳ ٪۱ نرخ بهره 
 ٪۲۷/۲ ٪۸۲/۲ ٪۶۲/۱ ٪۹۵/۱ ٪۰۹/۱ ٪۳۰/۱ الزام سرمایه 

𝑃𝑃3 𝑃𝑃1طرح بازنشستگی  − 𝑃𝑃4 𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3 𝑃𝑃3 
 ٪۳ ٪۱ ٪۳ ٪۱ ٪۳ ٪۱ نرخ بهره 

 ٪۶۱/۴ ٪۷۹/۵ ٪۵۴/۱ ٪۸۸/۱ ٪۰۳/۱ ٪۲۶/۱ الزام سرمایه 
 

که   برای وقتی  تواند الزام سرمایه را کاهش دهد. درنظر گرفتن مشاهداتومیر، میها برای برآورد نرخ مرگشود که در نظر گرفتن سایر مجموعه دادهمشاهده میاز نتایج این جدول  
د که در نظر گرفتن ندهشود. این نتایج نشان میها گمشده هستند، اندازه نمونه را افزایش داده و سبب کاهش عدم حتمیت پارامتر میها بعضی از متغیرهای کمکی یا تمامی آندر آن
دست آوردن چنین مشاهدات  های بهو یکی از راه  . گیری را کاهش دهد و به نوبه خود سبب کاهش الزام سرمایه شود پذیری  برآورد نمونهتواند تغییرهایی با مشاهدات گمشده، مینمونه

 میر یکسانی پیروی کنند.وها از قانون مرگهای مختلف بازنشستگی است با این فرض که اعضای آن طرحتجربی از طرحهای اضافی، ترکیب داده
 

   جمع بندی و پیشنهادها
،  متفاوت است  کمکی  رید، اما اطلاعات متغ ندار  عمر آتیطول  یبرا  یکسان یکه قانون احتمال  این  بافرضمختلف،    های بازنشستگی طرححاصل از    یهاداده  بیبه ترک  پژوهش  نیدر ا

  ها استفاده کرد. ن روشیتوان از همی، م گمشده باشد ریوم تجربه مرگ کیدر  یحت کمکی یرهای. اگر متغپرداخته شد
  پذیری موانع شناساییو از    ق یچند تجربه را با هم تلف  ایحاصل از دو    یهادهد دادهی م   را  امکان  این   از اعضا به ما  وچکیک  رمجموعۀیز  یکامل برا  یهادست آوردن دادههبهمچنین  
 گران باشد.   ایمختلف ممکن است دشوار  یبازنشستگ یهاصندوق یهمه اعضا یدست آوردن اطلاعات کامل برابه رای، زدارد تیاهم یاز لحاظ عمل جهینتاین  . میکن یریجلوگ
برای  می  شدهمطرح  یهاروش براسا     مورد   یمال  هایکمیتمحاسبه  تواند  برامستمری  هایعاملعلاقه  ا   دیمف  هاسنجبیم  ی،  تجربه   یهامجموعه داده  روش  نیباشد.  با  مختلف 
از    یاجتماع-یاقتصاد  ی رهای. متغشوندمی  هیسرما   الزام  منجر به کاهش  نیدهد، بنابرامی پارامتر را کاهش    یسکو ر  شی ، اندازه نمونه را افزابیمشابه را با هم ترک  ایبرابر    ریوم مرگ

 .رندی گیمورد توجه قرار م  شتریبودن نرخ بهره ب  نییدر صورت پا یی جمعیتیایو مشخصات جغراف مزایاجمله سطح 
تواند در چارچوب  یم  مسئله نیا است ومساله مورد بررسی قرار نگرفته ،کرد ی، استنباط آمارافزونه پارامتر تیمربوطه در وضع یهاتوان بدون کنار گذاشتن دادهیم  ای آ کهبررسی این
ب ماتریهنگام   رایبهتر حل شود، ز  یزی استنباط  ف  سیکه  برآوردگر  یستن  اکید  مثبتمعین    شریاطلاع  .  ندارد  ینرمال مجانب  عیتوز  ماکسیمم درستنمایی،، 

  ل یو تحل  هیو تجز  ریکند. لذا تیراجتماعی با افزایش سن تغییر نمی -های اقتصادیمیر بین گروهوکه اختلافات مرگ  بود  اینبندی  یکی از مفروضات مدلهمچنین    
 .رد یمدنظر قرار گ یآت ی هایدر بررس تواندیعبارت ارر متقابل م  کی
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مقدار   ۱۰۰۰۰  ،  ( )P θ میانگین  و  صدک  برآورد  یافتن  برای 
θ محاسبه می‌شود. مقادیر شبیه‌سازی شده  شبیه‌سازی شده برای 
امین مقدار شبیه‌سازی شده برای پرتفوی k θ'  نمایش داده و   را با 

( به‌صورت زیر محاسبه می‌شود:0 ( )'P θ ( 

(۳۵ ) (
P(𝜃𝜃) چندک ۹۹/۵ تابع 

P(𝜃𝜃)میانگین 
− ۱) × ۱۰۰. 

سازی  امین مقدار شبیه𝑘𝑘نمایش داده و     ′𝜃𝜃سازی شده را با  . مقادیر شبیهشودمحاسبه می  𝜃𝜃سازی شده برای  مقدار شبیه  𝑃𝑃(𝜃𝜃)    ،۱۰۰۰۰برای یافتن برآورد صدک و میانگین  
 :شودصورت زیر محاسبه می( به𝑃𝑃(𝜃𝜃′)شده برای پرتفوی )

(۳۶ ) P(θ′𝑘𝑘) = ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑎𝑎𝑥𝑥𝑖𝑖(θ′𝑘𝑘)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=۱
. 

به سه روش محاسبه    𝑃𝑃1برای طرح بازنشستگی  عنوان مثال  را بهریسک برآورد نادرست الزام سرمایه    . بنابراینام است𝑖𝑖دهنده مبلغ مستمری شخص  نشان  𝑤𝑤𝑖𝑖  این رابطه،  که در
 : کنیممی
، تابع  Cدلیل نبود  پذیری بهمنظور ساده نگه داشتن کارها و جلوگیری از مسئلۀ شناساییشود. بهبرآورد می   𝑃𝑃1های موجود در  فقط با استفاده از داده  𝜏𝜏ومیر  پارامتر تابع مرگ ✓

 توان با حداکثر درستنمایی تخمین زد.را میاست که پارامترهای آن 𝑀𝑀1ومیر مانند مدل  مرگ

𝑃𝑃1های ومیر با استفاده از ترکیب طرحتمام پارامترهای تابع مرگ ✓ − 𝑃𝑃3شوند.های گمشده، برآورد می، از طریق رویکرد داده 

𝑃𝑃1های ومیر با استفاده از ترکیب طرحتمام پارامترهای تابع مرگ ✓ − 𝑃𝑃4 شوند.برآورد می 

سرمایه برای ریسک برآورد نادرست براسا  این دو رویکرد و دو    اتالزام . موجود است کمکیکه در این طرح هر دو متغیر  کنیممیتکرار   𝑃𝑃3یاین کار را برای برای طرح بازنشستگ
 است.نشان داده شده 8جدول نرخ بهره، در 

 
 ومیر  برای برآورد نرخ مرگ مورد ایتفادههای و طرحۀ فرضی ایاس دو نرخ بهربر  𝑃𝑃3و    𝑃𝑃1. الزام یرمایه برای طرح بازنشستگی  ۸جدول 

 ها نمونه سرمایه نرخ بهره و الزام
𝑃𝑃1 𝑃𝑃1طرح بازنشستگی  − 𝑃𝑃4 𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3 𝑃𝑃1 

 ٪۳ ٪۱ ٪۳ ٪۱ ٪۳ ٪۱ نرخ بهره 
 ٪۲۷/۲ ٪۸۲/۲ ٪۶۲/۱ ٪۹۵/۱ ٪۰۹/۱ ٪۳۰/۱ الزام سرمایه 

𝑃𝑃3 𝑃𝑃1طرح بازنشستگی  − 𝑃𝑃4 𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3 𝑃𝑃3 
 ٪۳ ٪۱ ٪۳ ٪۱ ٪۳ ٪۱ نرخ بهره 

 ٪۶۱/۴ ٪۷۹/۵ ٪۵۴/۱ ٪۸۸/۱ ٪۰۳/۱ ٪۲۶/۱ الزام سرمایه 
 

که   برای وقتی  تواند الزام سرمایه را کاهش دهد. درنظر گرفتن مشاهداتومیر، میها برای برآورد نرخ مرگشود که در نظر گرفتن سایر مجموعه دادهمشاهده میاز نتایج این جدول  
د که در نظر گرفتن ندهشود. این نتایج نشان میها گمشده هستند، اندازه نمونه را افزایش داده و سبب کاهش عدم حتمیت پارامتر میها بعضی از متغیرهای کمکی یا تمامی آندر آن
دست آوردن چنین مشاهدات  های بهو یکی از راه  . گیری را کاهش دهد و به نوبه خود سبب کاهش الزام سرمایه شود پذیری  برآورد نمونهتواند تغییرهایی با مشاهدات گمشده، مینمونه

 میر یکسانی پیروی کنند.وها از قانون مرگهای مختلف بازنشستگی است با این فرض که اعضای آن طرحتجربی از طرحهای اضافی، ترکیب داده
 

   جمع بندی و پیشنهادها
،  متفاوت است  کمکی  رید، اما اطلاعات متغ ندار  عمر آتیطول  یبرا  یکسان یکه قانون احتمال  این  بافرضمختلف،    های بازنشستگی طرححاصل از    یهاداده  بیبه ترک  پژوهش  نیدر ا

  ها استفاده کرد. ن روشیتوان از همی، م گمشده باشد ریوم تجربه مرگ کیدر  یحت کمکی یرهای. اگر متغپرداخته شد
  پذیری موانع شناساییو از    ق یچند تجربه را با هم تلف  ایحاصل از دو    یهادهد دادهی م   را  امکان  این   از اعضا به ما  وچکیک  رمجموعۀیز  یکامل برا  یهادست آوردن دادههبهمچنین  
 گران باشد.   ایمختلف ممکن است دشوار  یبازنشستگ یهاصندوق یهمه اعضا یدست آوردن اطلاعات کامل برابه رای، زدارد تیاهم یاز لحاظ عمل جهینتاین  . میکن یریجلوگ
برای  می  شدهمطرح  یهاروش براسا     مورد   یمال  هایکمیتمحاسبه  تواند  برامستمری  هایعاملعلاقه  ا   دیمف  هاسنجبیم  ی،  تجربه   یهامجموعه داده  روش  نیباشد.  با  مختلف 
از    یاجتماع-یاقتصاد  ی رهای. متغشوندمی  هیسرما   الزام  منجر به کاهش  نیدهد، بنابرامی پارامتر را کاهش    یسکو ر  شی ، اندازه نمونه را افزابیمشابه را با هم ترک  ایبرابر    ریوم مرگ

 .رندی گیمورد توجه قرار م  شتریبودن نرخ بهره ب  نییدر صورت پا یی جمعیتیایو مشخصات جغراف مزایاجمله سطح 
تواند در چارچوب  یم  مسئله نیا است ومساله مورد بررسی قرار نگرفته ،کرد ی، استنباط آمارافزونه پارامتر تیمربوطه در وضع یهاتوان بدون کنار گذاشتن دادهیم  ای آ کهبررسی این
ب ماتریهنگام   رایبهتر حل شود، ز  یزی استنباط  ف  سیکه  برآوردگر  یستن  اکید  مثبتمعین    شریاطلاع  .  ندارد  ینرمال مجانب  عیتوز  ماکسیمم درستنمایی،، 

  ل یو تحل  هیو تجز  ریکند. لذا تیراجتماعی با افزایش سن تغییر نمی -های اقتصادیمیر بین گروهوکه اختلافات مرگ  بود  اینبندی  یکی از مفروضات مدلهمچنین    
 .رد یمدنظر قرار گ یآت ی هایدر بررس تواندیعبارت ارر متقابل م  کی

 
 
 

 مشارکت نویسندگان
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های بهره مختلفو نرخ 𝑀𝑀0. مقادیرمستمری، درصد تغییرات بر اساس مدل ۷جدول 

 

𝑟𝑟 بندی تقسیم مجموعه داده  سن = ٪۱𝑟𝑟 = ٪۳
𝑎𝑎𝑥𝑥 درصد تغییر𝑎𝑎𝑥𝑥 درصد تغییر

۶۵ 𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃4 
 

𝑀𝑀0 ۷۷/۱۶ - ۷۰/۱۳ - 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۰ ۶۱/۱۵ ۹۳/۶ - ۹۰/۱۲ ۸۱/۵ - 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۰ ۱۱/۱۶ ۹۳/۳ - ۲۵/۱۳ ۲۶/۳ - 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۱ ۵۷/۱۶ ۲۱/۱ - ۵۶/۱۳ ۹۸/۰ - 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۱ ۰۸/۱۷ ۸۴/۱ ۹۱/۱۳ ۵۴/۱ 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۲ ۹۵/۱۷ ۰۱/۷ ۴۹/۱۴ ۷۷/۵ 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۲ ۴۷/۱۸ ۱۰/۱۰ ۶۱/۱۴ ۶۶/۶ 

۷۱ 𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃4 

𝑀𝑀0 ۹۸/۱۲ - ۰۲/۱۱ - 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۰ ۹۰/۱۱ ۳۳/۸ - ۲۲/۱۰ ۲۸/۷ - 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۰ ۳۶/۱۲ ۷۸/۴ - ۵۷/۱۰ ۱۵/۴ - 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۱ ۷۸/۱۲ ۵۴/۱ - ۸۸/۱۰ ۳۲/۱ - 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۱ ۲۶/۱۳ ۱۰/۲ ۲۲/۱۱ ۸۳/۱ 
𝑏𝑏 = 𝐿𝐿, 𝑐𝑐 = ۲ ۰۷/۱۴ ۳۴/۸ ۸۱/۱۱ ۱۶/۷ 
𝑏𝑏 = 𝐻𝐻, 𝑐𝑐 = ۲ ۵۶/۱۴ ۱۱/۱۲ ۹۴/۱۱ ۲۹/۸ 

ام  i مبلغ مستمری شخص  نشان‌دهنده   iw رابطه،  این  که در 
الزام سرمایه را به‌عنوان مثال  است. بنابراین ریسک برآورد نادرست 

1P به سه روش محاسبه می‌کنیم: برای طرح بازنشستگی 
 داده‌های 	 از  استفاده  با  فقط   τ مرگ‌ومیر  تابع  پارامتر 

و  کارها  داشتن  نگه  ساده  به‌منظور  می‌شود.  برآورد   1P در  موجود 
، تابع مرگ‌ومیر  C جلوگیری از مسئلۀ شناسایی‌پذیری به‌دلیل نبود 
حداکثر  با  می‌توان  آن‌را  پارامترهای  که  است   1M مدل  مانند 

درستنمایی تخمین زد.
 ترکیب 	 از  استفاده  با  مرگ‌ومیر  تابع  پارامترهای  تمام 

، از طریق رویکرد داده‌های گمشده، برآورد می‌شوند. 1 3P P− طرح‌های 
 ترکیب 	 از  استفاده  با  مرگ‌ومیر  تابع  پارامترهای  تمام 

1 برآورد می‌شوند. 4P P− طرح‌های 
که  می‌کنیم  تکرار   3P بازنشستگی  طرح  برای  برای  را  کار  این 
در این طرح هر دو متغیر کمکی موجود است. الزامات سرمایه برای 
در  بهره،  نرخ  دو  و  رویکرد  دو  این  براساس  نادرست  برآورد  ریسک 

جدول 8 نشان داده شده‌است.

0M و نرخ‌های بهره مختلف‌ جدول ۷. مقادیرمستمری، درصد تغییرات بر اساس مدل 

ومیر  های مورد استفاده برای برآورد نرخ مرگاساس دو نرخ بهرۀ فرضی و طرحبر  𝑃𝑃3و    𝑃𝑃1. الزام سرمایه برای طرح بازنشستگی  ۸جدول 

 
 ها نمونه سرمایهنرخ بهره و الزام

𝑃𝑃1 𝑃𝑃1طرح بازنشستگی  − 𝑃𝑃4 𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3 𝑃𝑃1 
 ٪۳ ٪۱ ٪۳ ٪۱ ٪۳ ٪۱ نرخ بهره 

 ٪۲۷/۲ ٪۸۲/۲ ٪۶۲/۱ ٪۹۵/۱ ٪۰۹/۱ ٪۳۰/۱ الزام سرمایه 
𝑃𝑃3 𝑃𝑃1طرح بازنشستگی  − 𝑃𝑃4 𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃3 𝑃𝑃3 

 ٪۳ ٪۱ ٪۳ ٪۱ ٪۳ ٪۱ نرخ بهره 
 ٪۶۱/۴ ٪۷۹/۵ ٪۵۴/۱ ٪۸۸/۱ ٪۰۳/۱ ٪۲۶/۱ الزام سرمایه 

3P بر ‌اساس دو نرخ بهرۀ فرضی و طرح‌های مورد استفاده برای برآورد نرخ مرگ‌ومیر 1P  و  جدول ۸. الزام سرمایه برای طرح بازنشستگی 
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سایر  گرفتن  نظر  در  که  می‌شود  مشاهده  جدول  این  نتایج  از 
سرمایه  الزام  می‌تواند  مرگ‌ومیر،  نرخ  برآورد  برای  داده‌ها  مجموعه 
آن‌ها  در  که  وقتی  برای  مشاهدات  گرفتن  درنظر  دهد.  کاهش  را 
اندازه  هستند،  گمشده  آن‌ها  تمامی  یا  کمکی  متغیرهای  از  بعضی 
پارامتر می‌شود.  افزایش داده و سبب کاهش عدم حتمیت  نمونه را 
این نتایج نشان می‌دهند که در نظر گرفتن نمونه‌هایی با مشاهدات 
گمشده، می‌تواند تغییر‌پذیری  برآورد نمونه‌گیری را کاهش دهد و به 
نوبه خود سبب کاهش الزام سرمایه شود. و یکی از راه‌های به‌دست 
آوردن چنین مشاهدات اضافی، ترکیب داده‌های تجربی از طرح‌های 
مختلف بازنشستگی است با این فرض که اعضای آن طرح‌ها از قانون 

مرگ‌و‌میر یکسانی پیروی کنند.

جمع بندی و پیشنهادها 
در این پژوهش به ترکیب داده‌های حاصل از طرح‌های بازنشستگی 
مختلف، بافرض اینکه قانون احتمال یکسانی برای طول‌عمر آتی دارند، اما 
اطلاعات متغیر کمکی متفاوت است، پرداخته شد. اگر متغیرهای کمکی 
حتی در یک تجربه مرگ‌ومیر گمشده باشد، می‌توان از همین روش‌ها 

استفاده کرد. 
همچنین به‌دست آوردن داده‌های کامل برای زیرمجموعۀ کوچکی از 
اعضا به ما این امکان را می‌دهد داده‌های حاصل از دو یا چند تجربه را با 
هم تلفیق و از موانع شناسایی‌پذیری جلوگیری کنیم. این نتیجه از لحاظ 
عملی اهمیت دارد، زیرا به‌دست آوردن اطلاعات کامل برای همه اعضای 

صندوق‌های بازنشستگی مختلف ممکن است دشوار یا گران باشد. 
روش‌های مطرح‌شده می‌تواند برای محاسبه کمیت‌های مالی مورد 
این  باشد.  بیم‌سنج‌ها مفید  برای  براساس عامل‌های مستمری،  علاقه 
روش‌ مجموعه داده‌های مختلف با تجربه مرگ‌ومیر برابر یا مشابه را با 
هم ترکیب، اندازه نمونه را افزایش و ریسک پارامتر را کاهش می‌دهد، 
بنابراین منجر به کاهش الزام سرمایه می‌شوند. متغیرهای اقتصادی-
در  جمعیتی  جغرافیایی  مشخصات  و  مزایا  سطح  جمله  از  اجتماعی 

صورت پایین بودن نرخ بهره بیشتر مورد توجه قرار می‌گیرند.
بررسی این‌که آیا می‌توان بدون کنار گذاشتن داده‌های مربوطه 
در وضعیت پارامتر افزونه، استنباط آماری کرد، مساله مورد بررسی 
بیزی  استنباط  این مسئله می‌تواند در چارچوب  و  نگرفته‌است  قرار 
بهتر حل شود، زیرا هنگامی‌که ماتریس اطلاع فیشر معین مثبت اکید 
ندارد  مجانبی  نرمال  توزیع  ماکسیمم درستنمایی،  برآوردگر  نیست، 
مفروضات  از  یکی  همچنین   .(Watanabe and Opper, 2010)
مدل‌‌بندی این بود که اختلافات مرگ‌و‌میر بین گروه‌های اقتصادی-
اجتماعی با افزایش سن تغییر نمی‌کند. لذا تأثیر و تجزیه و تحلیل 
یک عبارت اثر متقابل می‌تواند در بررسی‌های آتی مدنظر قرار گیرد.
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