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 مقدمه

توان که تعداد طبقات زیاد است و نمی گذاری برای جوامع ناهمگن است، به خصوص در جوامعیهای کارآمد نرخنظریه باورمندی از روش

توان از اطلاعات آنها را با هم ادغام کرد. با استفاده از نظریه باورمندی در مواقعی که برای یک مخاطره خاص، اطلاعات کمی وجود دارد، می

 .عنوان اطلاعات جانبی استفاده کردمشابه دیگری به

شکل جالبی از  2ویتنی 1918. در سال است نهاده بنا 1914در سال  1که اساس آن را موبریاین روش سابقه طولانی در علم آکچوئری دارد 

ر د. های آتی ارائه دادهای وارده در سالبینی خسارتها را به منظور پیشهای وارده به یک دسته و سایر دستهمیانگین وزنی متوسط خسارت

ها ارائه داد. بولمان این اثر را، اثر ساختاری عنوان ویژگی تمام مخاطرهقابل مشاهده به، اساسی شامل اثرات غیر3میلادی بولمان 1967سال 

 باورمندی و روش بیزی را نشان داد. ، رابطه نظریه1950تا  1945های در سال 4. بیلینامیده است

…،𝑋𝑛فرض کنید که ،𝑋1 در شده های یک فرد بیمهشدت )تعداد( خسارت𝑛 ای دوره گذشته باشد. شرکت بیمه معمولاً یک نرخ بیمه𝜇 

براساس این دیدگاه به باورمندی،  است. 𝜇های گذشته و باورمندی یک دستورالعمل برای ترکیب داده برای کل داشتمان برآورد کرده است،

 شود:بر اساس رابطه زیر محاسبه می 𝑃𝐶یک برآوردگر سازگار 

𝑃𝐶 = 𝑍𝑋̅ + (1 − 𝑍)𝜇 
- 𝑋̅ ها(؛)برای مثال داده گذشته: میانگین مشاهدات 

-μ)؛: میانگین پیشین )برای مثال یک برآورد براساس اطلاعات پیشین 

- 𝑍، 0 < 𝑍 <  : عامل باورمندی.1

 وجود دارد: 𝑍چند رویکرد برای محاسبه 

این رویکرد از نظریه باورمندی، اولین قدم برای شود، که به آن باورمندی محدودکردن نوسانات نیز گفته می :5مدل باورمندی کلاسیک -

 .حل مسئله باورمندی است

𝑗 ام باشد 𝑗های مربوط به یک فرد برای دوره خسارت   𝑋𝑗فرض کنید که  = 1,… , 𝑛 همچنین فرض کنید که ،𝐸[𝑋𝑗] = 𝜀ای که بیمه، مقدار حق

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑗)باید پرداخته شود و  = 𝜎
𝑋̅ خلاصه کرد: صورتتوان به این باشد. اطلاعات گذشته را می 2 =

1

𝑛
∑ 𝑋𝑗
𝑛
𝑗=1  

𝐸[𝑋̅]دانیم که می = 𝜀  و اگر𝑋𝑗 ها مستقل باشند𝑉𝑎𝑟(𝑋̅) =
𝜎2

𝑛
 است. 

از  𝑀استفاده کنیم که  𝑀تواند این باشد که اطلاعات گذشته را نادیده بگیریم و فقط از حل میاست. یک راه 𝜀مقدار  گر محاسبههدف بیمه

تأثیر  𝑀گذار در محاسبه آمده و اطلاعات گذشته بیمهدست( بهگذارانبرای مثال اطلاعات گذشته گروهی دیگر از بیمهاطلاعات گذشته مشابه )

𝑋̅گذار، های گذشته بیمهفقط از میانگین خسارت این است که 𝜀آوردن ستدندارد، راه دیگر برای به =
1

𝑛
∑ 𝑋𝑗
𝑛
𝑗=1  با نادیده گرفتن𝑀 

 𝑛شود. در باورمندی کامل برای اینکه مقدار واریانس میانگین مشاهدات کم باشد مقدار حالت باورمندی کامل گفته می استفاده کرد که به این

کنیم، که به این استفاده  𝑀و  𝑋̅تواند این باشد که از ترکیب افتد. یک راه ممکن دیگر میبسیار کم اتفاق میباید بزرگ باشد که در عمل 

 دهد:صورت نشان میاینبیمه را بهمیانگین وزنی است، که مقدار حق، شود. یک روش برای ترکیب این دو مقدارروش باورمندی جزئی گفته می

𝑃𝐶 = 𝑍𝑋̅ + (1 − 𝑍)𝑀 
𝑍 0عامل باورمندی است و < 𝑍 < 𝑍وجود دارد )برای مثال  𝑍های متفاوتی برای محاسبه باید مشخص شود(. روش)که  1 = که  1

 شود.محاسبه می 𝑉𝑎𝑟(𝑃𝐶)کردن از مینیمم 𝑍(، در باورمندی جزئی مقدار دهدباورمندی کامل را نتیجه می

بینی نتایج برای پیش 𝑋̅رسد که از نظرمیها کم باشد، منطقی بهگذار پایدار باشد، یعنی واریانس خسارتگر، اگر گذشته بیمهاز دیدگاه بیمه

 𝑋̅بینی نتایج دوره بعد، کمتر از دوره بعد استفاده کنیم. همچنین اگر گذشته افراد دارای تغییرپذیری بیشتری باشد بهتر است که برای پیش

 بیشتر باشد. 𝑀استفاده کنیم و وزن 

                                                 
1. Mowbray 
2. Whitney 
3. Buhlmann 
4. Bailey 
5. Classic Credibility 

 زادهحسن نیامو  پورمیسامان ابراه
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دارای  کنیم که می فرض شود وارائه می شود ریسک هر فرد توسط یک پارامتر ریسک در این رویکرد فرض می :1باورمندی بولمان -

فرض کنید که شرکت بیمه با شود. توزیع پیشین و در نظریه باورمندی، تابع ساختاری گفته می 𝜋(𝜃)است. در آمار به  𝜋(𝜃)توزیع آماری

𝑛) انفرادی را برای سال بیمهخواهد حقشده میسال گذشته بیمه 𝑛های توجه به مشاهدات مربوط به خسارت + آورد، در این دستام به(1

بیمه انفرادی )خالص( با پارامتر ریسک آید. حقمیدستبیمه خاص به، برای هر فرد یک حقبیمه با توجه به پارامتر ریسک هر فرد نوع حق

 :برابر است با 

𝐸[𝑋𝑛+1|𝜃] =: 𝜇(𝜃) 
نامعلوم  𝜇(𝜃)و به دنبال آن  بیمه ممکن است، اما مشکل آنجاست که نامند و بهترین حقبیمه عادلانه نیز میبیمه را حقاین نوع حق

رد های توان دوم یک برآودر این رویکرد با استفاده از تابع کمترین زیانیک پارامتر است و باید مقدار آن برآورد شود.  𝜇(𝜃)است. بنابراین

 شود.براساس ترکیب خطی از مشاهدات گذشته ارائه می 𝜇(𝜃)برای 

 

 مدل باورمندی بولمان 

 گیریم:صورت درنظرمیاینهای مدل را بهابتدا فرض

  متغیرهای تصادفی𝑋𝑗, (𝑗 = 1,… , 𝑛)  به شرط = 𝜃 اند و دارای توزیع یکسان از هم مستقل𝐹:با این گشتاورها هستند ، 

𝜇(𝜃) = 𝐸[𝑋𝑗| = 𝜃] 

𝜎2(𝜃) = 𝑉𝑎𝑟[𝑋𝑗| = 𝜃] 

    یک متغیر تصادفی با توزیع𝜋(𝜃) .است 

 : (Buhlmann and Gisler, 2005)2شودصورت محاسبه میاینبرآورد باورمندی تحت فرضیات مدل بالا به: 1-1قضیه 

μ(𝜃)̂
̂

= 𝑧𝑋̅ + (1 − 𝑧)𝜇0 
 که در آن:

𝜇0 = 𝐸[𝜇(𝜃)] 

𝑧 =
𝑛

𝑛 + 𝜎2

𝜏2

 

𝜎2 = 𝐸[𝜎2(𝜃)] 

𝜏2 = 𝑉𝑎𝑟 (𝜇(𝜃)) 

شوند. آوردن برآورد بهتری ترکیب میدسترویکردی است که در آن مشاهدات فعلی با اطلاعات پیشین به منظور به: 3بیزیرویکرد  -

,𝐸[𝜇(𝜃)|𝑥1نظریه بیز اساس این رویکرد است. در این رویکرد از  … , 𝑥𝑛] حالت خاص که شود. دریکبیمه استفاده میبرای محاسبه حق

حالت، باورمندی دقیق گفته  شوند، به اینبیمه بیزی و بولمان با هم برابر میآید، حقمیدستز مشاهدات بهبرآورد بیزی ترکیب خطی ا

 شود.می

ها به صورت مجزا در نظر گرفته شده است. در این مقاله برآورد باورمندی بولمان و تاکنون در بیشتر تحقیقات، فراوانی یا شدت خسارت

آوردن برآورد باورمندی دستدهیم. در یک حالت ساده برای بهها به صورت همزمان مورد بررسی قرار میبیزی را برای فراوانی و شدت خسارت

صورت که میانگین شدت این، بهکنیمها برای هر فرد استفاده می، از میانگین شدت خسارتهاگرفتن فراوانی و شدت خسارتبا درنظر

آید. حالتی که ما در اینجا مورد بررسی قرار میدستها بههای گذشته برای هر فرد از تقسیم شدت خسارت کل بر تعداد خسارتخسارت

محاسبه حالت گیریم و برآورد باورمندی را دراینی هر فرد را به صورت یک مجموع تصادفی درنظرمیهاکه خسارت صورت استایندهیم بهمی

کنیم. توزیع این مجموع تصادفی با توجه به آنچه که در ادامه خواهیم دید یک توزیع آمیخته نامتناهی خواهد بود. مقالات متعددی در می

                                                 
1. Buhlmann Credibility 

 Klugman et al., 2004. برای مطالعه بیشتر ر.ك: 2
3. Bayesian Approach 
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، اما آنچه که این مقاله را از سایر منابع متمایز (Agata, 2008)های ریسک جمعی وجود دارد دی در مدلزمینه استفاده از نظریه باورمن

 های ریسک جمعی توضیح داده شده است.بیمه بیزی در مدلسازد این است که در این مقاله نحوه محاسبه عددی حقمی

 

 های آمیخته نامتناهیباورمندی در توزیعبرآورد 

…،𝑋1فرض کنید که  ،𝑋𝑁 که  ،گذار در یک بازه زمانی مشخص باشدها برای یک بیمهشدت خسارت𝑁، به صورت  ها،خسارت تعداد

P(Nشود و در آن: تصادفی از یک توزیع مشخص تعریف می = l) = ζ𝑙 

𝑌حالت از متغیر آوردن برآورد بیزی و بولمان درایندستبرای به = ∑ 𝑋𝑙
𝑁
𝑙=1 کنیماستفاده می ،𝑌 کل  یک مجموع تصادفی است که

یک مدل ریسک جمعی است که  𝑌آن به صورت یک توزیع آمیخته نامتناهی خواهد بود.  توزیع دهد وشده را نشان میهای یک بیمهخسارت

𝑁برای  = 𝑌به صورت  …,1,2 = ∑ 𝑋𝑙
𝑁
𝑙=1 شود و تعریف می𝑁 = 𝑌و  0 =  ها را داریم:است. در یک مدل ریسک جمعی، این فرض 0

 𝑋1،… ،𝑋𝑁  تحت شرط𝑁 = 𝑛 ؛توزیع هستندمتغیرهای تصادفی مستقل و هم 

  توزیع متغیرهای تصادفی𝑋𝑁،… ،𝑋1  تحت شرط𝑁 = 𝑛 به ،𝑛 بستگی ندارد؛ 

  توزیع𝑁  به مقادیر… ،𝑋2،𝑋1 .بستگی ندارد 

است. همچنین  𝜋(𝜃)دارای توزیع  کنیم که ، در اینجا فرض میکنیمبه عنوان پارامتر ریسک یک فرد استفاده می کلی از درحالت

…،𝑋𝑁فرض کنید که  ،𝑋1  به شرط=θ های نمایی خطی با پارامتر از خانواده توزیعθباشدصورت این، به: 

𝑓(𝑥|θ) =
𝑝(𝑥)𝑒𝑟(θ)𝑥

𝑞(θ)
 , θ>0 , x>0 

 شود:صورت زیر تعریف میاینحالت بهها دراینمجموع خسارت 

𝑌 = 𝑋1 +⋯+ 𝑋𝑁 

𝑃(𝑁که طورینیز یک متغیر تصادفی است به 𝑁که  = 𝑙) = 𝜁𝑙 , 𝑙 ≥ کند. ها برای هر فرد را مشخص میتعداد خسارت 𝑁است.  0

𝑌| = θ صورت استاینیک متغیر تصادفی مرکب خواهد بود که توزیع آن به: 

𝑓(𝑌|θ) = 𝑓𝑋1+⋯+𝑋𝑁(𝑦|θ) 

=∑𝑓∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

((𝑦|θ)|𝑁 = 𝑙)𝑃(𝑁 = 𝑙)

∞

𝑙=0

 

=∑𝑓∑ 𝑋𝑖
𝑙
𝑖=1

(𝑦|θ)𝑃(𝑁 = 𝑙)

∞

𝑙=0

 

∑با توجه به اینکه  𝑃(𝑁 = 𝑙)∞
𝑙=0 = آوردن برآورد باورمندی در مدل دستهاست. حال برای ب نامتناهی توزیع آمیختهیک  𝑌|θتوزیع  1

 گیریم:صورت درنظرمیبولمان فرضیات مدل را به این

 

 فرضیات مدل -

𝑡)برقرار باشد دوره tشرایط برای  ، حال فرض کنید که اینگذار بودبیمه دورهآنچه که در بالا گفته شد برای یک  = 1،… ،𝑇) 

,𝑋𝑡1 و … , 𝑋𝑡𝑁𝑡| = θ و های نمایی خطی باشد دارای توزیعی از خانواده توزیعY𝑡 :یک متغیر تصادفی به این صورت است 

𝑌𝑡 = 𝑋𝑡1 +⋯+ 𝑋𝑡𝑁𝑡                                              𝑡 = 1,… , 𝑇 

 

 برآورد باورمندی -

 صورت خواهد بود:اینبولمان بهتحت فرضیات مدل بالا برآورد باورمندی در مدل 
𝜇̂ = 𝑧𝑦̅ + (1 − 𝑧)𝜇0 
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  که:

𝑧 =  
𝑇

𝑇 + 𝑘 
 

𝑘 =  
𝐸[𝑉𝑎𝑟(𝑌1|θ)]

𝑉𝑎𝑟(𝐸[𝑌1|θ])
 

 𝜇(θ) =  𝐸[𝑌1|θ] = 𝐸[𝑋11|θ]𝐸[𝑁] 

𝜇0  =  𝐸[𝜇(θ)] 

 

,𝑋𝑡1در ادامه فرض کنید که  … , 𝑋𝑡𝑁𝑡| = θ ~exp(θ) ،آوردن برآورد باورمندی باید دستبرای به𝑘  را محاسبه کنیم، ابتدا

𝐸[𝑉𝑎𝑟(𝑌1|𝜃)] کنیم:صورت محاسبه میاینرا به 

𝐸[𝑉𝑎𝑟(𝑌1|𝜃)] =  𝐸[𝑉𝑎𝑟(∑ 𝑋𝑖1
𝑁
𝑖=1 |θ)] 

       =  𝐸{𝐸[𝑉𝑎𝑟(∑ 𝑋𝑖1
𝑁
𝑖=1 |θ)|𝑁] + 𝑉𝑎𝑟(𝐸[(∑ 𝑋𝑖1

𝑁
𝑖=1 |θ)|𝑁]} 

= (𝐸[𝑁] + 𝑉𝑎𝑟(𝑁))𝐸 [
1

2
] 

 کنیم:را نیز محاسبه می 𝑉𝑎𝑟𝐸[(𝑌1|𝜃)]حال 

𝑉𝑎𝑟𝐸[(𝑌1|𝜃)] = 𝑉𝑎𝑟(𝜇(θ)) = 𝐸
2[𝑁]𝑉𝑎𝑟 (

1


) 

⇒ 𝑘 =
𝑉𝑎𝑟(𝑁) + 𝐸[𝑁]

𝐸2[𝑁]
×

𝐸[−2]

𝐸[−2] − 𝐸2[−1]
 

 صورت باشد:ایندارای توزیع گاما به اگر 

π(𝜃) =
𝛽𝛼

𝛤(𝛼)
𝜃𝛼−1𝑒𝛽𝜃                                       𝜃 > 0 

 پس داریم:

𝐸[−2] =
𝛽2

(𝛼 − 1)(𝛼 − 2)
 , 𝐸[−1] =

𝛽

(𝛼 − 1)
 

 آید:میدستصورت بهاین، به𝑃𝑐بیمه باورمندی در نتیجه برآورد حق

𝑃𝑐 =
𝑇

𝑇 + 𝑘
𝑦̅ +

𝛽

𝑇 + 𝑘

𝐸[𝑁] + 𝑉𝑎𝑟(𝑁)

𝐸[𝑁]
 

 

 های آمیخته نامتناهیبیزی در توزیع بیمهبرآورد حق

𝑌1،𝑌𝑇کلی، اگر درحالت , … ،𝑌𝑇+1  به شرط=θ شود صورت تعریف میاینبیمه بیزی بهمستقل باشد، حق(Klugman et al., 2004) 

𝐸[𝜇(𝜃)|𝑦1, … , 𝑦𝑇] = 𝐸[𝑌𝑇+1|𝑦1, … , 𝑦𝑇] 

= ∫ 𝐸[𝑌𝑇+1|=θ]
∞

0

𝜋(θ|𝑦1, … , 𝑦𝑇)𝑑𝜃 

,𝜋(θ|𝑦1که  … , 𝑦𝑇)  چگالی پسین  به شرط𝑌𝑇 = 𝑦𝑇 ،… ،𝑌1 = 𝑦1  است. برای محاسبه توزیع پسین ابتدا باید توزیع توأم

Y𝑇 ،… ،𝑌1  به شرط=θ  .خواهیم در ادامه میرا محاسبه کنید𝑓(𝑦1, … , 𝑦𝑇|𝜃) زیر بیان  را محاسبه کنیم، بدین منظور ابتدا قضیه

 شود:می

 

…،𝑋1فرض کنید که : 3-1قضیه  ،𝑋𝑁 های نمایی خطی با پارامتر توزیع از خانواده توزیعمستقل و همθ  باشد. همچنین فرض کنید𝑌 =

𝑋1 +⋯+ 𝑋𝑁 که ،𝑁 صورت تابع چگالی احتمال نیز یک متغیر تصادفی است. دراین𝑌 صورت است:اینبه 

 زادهحسن نیامو  پورمیسامان ابراه
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𝑓𝑌(𝑦) =∑
𝑒𝑦𝑟(𝜃)

𝑞𝑙+1(𝜃)
𝑝∗(𝑦)𝜁𝑙+1

∞

𝑙=0

 

𝑁با فرض برهان.  = 𝑙  ابتدا چگالی𝑇(𝑥) = 𝑋1 +⋯+ 𝑋𝑙 شود:صورت محاسبه میاینبه 

𝑓𝑇(𝑡) = ∫ … ∫ 𝑓(𝑥1)

𝑥𝑙−1𝑥1

…𝑓(𝑥𝑙−1)𝑓 (𝑡 −∑𝑥𝑖

𝑙−1

𝑖=1

)𝑑𝑥1…𝑑𝑥𝑙−1 

   =
𝑒𝑡𝑟(𝜃)

𝑞𝑙(𝜃)
∫ … ∫ 𝑝(𝑥1)

𝑥𝑙−1𝑥1

…𝑝(𝑥𝑙−1)𝑝(𝑡 −∑𝑥𝑖

𝑙−1

𝑖=1

)𝑑𝑥1…𝑑𝑥𝑙−1
⏟                                  

𝑝∗(𝑡)

 

 صورت است:اینبه 𝑌های نمایی خطی است. در نتیجه چگالی ها نیز از خانواده توزیع𝑋𝑖پس توزیع مجموع 

𝑓𝑌(𝑦) =∑
𝑒𝑦𝑟(𝜃)

𝑞𝑙+1(𝜃)
𝑝∗(𝑦)𝜁𝑙+1

∞

𝑙=0

 

 
 م استفاده شده است.أاز قضیه زیر برای محاسبه تابع چگالی احتمال تو

…،Y1فرض کنید که  ،𝑌𝑇  به شرطθ صورت دراینتوزیع و مستقل با تابع چگالی بالا باشد. هم𝑓𝑌(𝑦1, … , 𝑦𝑇|𝜃) صورت اینبه

 آید:میدستبه

𝑓𝑌(𝑦1, … , 𝑦𝑇|𝜃) = ∑
𝑒∑ 𝑦𝑡𝑟(𝜃)

𝑇
𝑡=1

𝑞𝑚+𝑇(𝜃)

∞

𝑚=0

𝐷(𝑚, 𝑦1, … , 𝑦𝑇 , 𝜁) 

 که در رابطه بالا:

 𝑃(𝑁 = 𝑙) = 𝜁𝑙 

𝐷(𝑚, 𝑦1, … , 𝑦𝑇 , 𝜁) = ∑𝑝𝑧+1
∗ (𝑦𝑡)

𝑚

𝑧=0

𝜁𝑧+1𝐷(𝑚 − 𝑧, 𝑦1, … , 𝑦𝑇−1, 𝜁) 

 برابر است با: 𝐷و ستون اول ماتریس
𝐷(𝑚, 𝑦1, 𝜁) = 𝜁𝑚+1𝑝𝑚+1

∗ (𝑦1) ,𝑚 = 0,1, … 
𝑇، ابتدا فرض کنید که کنیمبالا از استقرا استفاده می برای اثبات رابطه برهان: =  صورت:دراین 2

𝑓(𝑦1, 𝑦2|𝜃) = ∑
𝑒𝑦1𝑟(𝜃)

𝑞𝑚1+1(𝜃)
𝑝𝑚1+1
∗ (𝑦1)𝜁𝑚1+1 ∑

𝑒𝑦2𝑟(𝜃)

𝑞𝑚2+1(𝜃)
𝑝𝑚2+1
∗ (𝑦2)𝜁𝑚2+1

∞

𝑚2=0

∞

𝑚1=0

 

𝑚1که با قراردادن  +𝑚2 = 𝑚  و𝑧 = 𝑚2 آید:میدستبه این رابطه 

𝑓(𝑦1, 𝑦2|𝜃) = ∑
𝑒𝑟(𝜃)(𝑦1+𝑦2)

𝑞𝑚+2(𝜃)

∞

𝑚=0

𝐷(𝑚, 𝑦1, 𝑦2, 𝜁) 

𝑇اکنون اگر فرض کنیم رابطه بالا برای  = 𝑘  درست باشد، رابطه را برای وقتی که𝑇 = 𝑘 +  یم:کناست، اثبات می 1
𝑓𝑌(𝑦1, … , 𝑦𝑘 , 𝑦𝑘+1|𝜃) = 𝑓𝑌(𝑦1, … , 𝑦𝑘|𝜃)𝑓(𝑦𝑘+1|𝜃) 

= ∑
𝑒∑ 𝑦𝑡𝑟(𝜃)

𝑘
𝑡=1

𝑞𝑚1+𝑘(𝜃)

∞

𝑚1=0

𝐷(𝑚1, 𝑦1, … , 𝑦𝑘 , 𝜁) ∑
𝑒𝑦2𝑟(𝜃)

𝑞𝑚2+1(𝜃)
𝑝𝑚2+1
∗ (𝑦2)𝜁𝑚2+1

∞

𝑚2=0

 

 

 

𝑚که با قراردادن  = 𝑚1 +𝑚2  و𝑧 = 𝑚2 آید:میدسترابطه بهاین  
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𝑓𝑌(𝑦1, … , 𝑦𝑘 , 𝑦𝑘+1|𝜃) = ∑
𝑒∑ 𝑦𝑡𝑟(𝜃)

𝑘+1
𝑡=1

𝑞𝑚1+𝑘+1(𝜃)

∞

𝑚1=0

𝐷(𝑚1, 𝑦1, … , 𝑦𝑘+1, 𝜁) 

 

 بیزی بیمهحق -

 بیزی برابر است با: بیمهحق
𝐸[𝜇(𝜃)|𝑦1, … , 𝑦𝑇] 

 که:طوریبه

𝜇(𝜃) = 𝐸[𝑌𝑡+1|] 

 = 𝐸 [∑𝑋𝑖(𝑡+1)

𝑁

𝑖=1

] = 𝐸[𝑁]𝐸[𝑋𝑡+1] 

=
𝑞′()

𝑟′()𝑞()
𝐸[𝑁] 

 شود با:بیمه بیزی برابر میدر نتیجه حق

𝐸[𝜇(𝜃)|𝑦1, … , 𝑦𝑇] = 𝐸[
𝑞′()

𝑟′()𝑞()
|𝑦1, … , 𝑦𝑇]𝐸[𝑁] 

 صورت است:اینبه که برای محاسبه رابطه بالا باید توزیع پسینی را محاسبه کنیم. برای محاسبه توزیع پسینی فرض کنید توزیع 

π(𝜃) =
[𝑞(𝜃)]−𝑘𝑒𝜇𝑘𝑟(𝜃)𝑟′(𝜃)

𝑐(𝜇, 𝑘)
, 𝜃 > 0 𝜇, 𝑘 > 0 

 کنیم:در ادامه توزیع پسینی را با استفاده از این رابطه محاسبه می

π(θ|y1, … , yT) =
f(y1, … , yT|θ)π(θ)

∫ f(y1, … , yT|θ)π(θ)dθ
∞

0

 

 کردن روابط داریم:که با جایگذاری و ساده

π(θ|y1, … , yT) = ∑
eμ

∗k∗r(θ)

[q(θ)]k
∗

D(m, y1, … , yT, ζ)

d(μ∗, k∗, y1, … , yT, ζ)

∞

m=0

 

 

 که:طوریبه

μ∗ =
∑ yt
T
t=1 + kμ

k +m+ T
 

K∗ = k +m+ T    

d(μ∗, k∗, y1, … , yT, ζ) = ∑ c(μ∗, k∗)D(m, y1, … , yT, ζ)

∞

m=0

 

𝑋𝑖𝑡(𝑖حال به عنوان مثالی از حالت کلی فرض کنید که  = 1, … , 𝑁 , 𝑡 = 1,… , 𝑇) شرط به=θ دارای توزی نمایی با پارامترθ  .است

 صورت:دراین

fY(y) = ∑
e−yθ

(
1
θ)
m+1

ym−1

Γ(m)
ζm+1

∞

m=1

 

 و داریم:
r(θ) = −θ 

q(θ) =
1

θ
 

 

 زادهحسن نیامو  پورمیسامان ابراه



 

145 

 

pm
∗ =

ym−1

Γ(m)
 

 آید:میدستصورت بهاینبنابراین توزیع پسینی به

π(θ|y1, … , yT) = ∑ e−μ
∗k∗θθk

∗ D(m, y1, … , yT, ζ)

d(μ∗, k∗, y1, … , yT, ζ)

∞

m=0

 

 که: 

d(μ∗, k∗, y1, … , yT, ζ) = ∑ c(μ∗, k∗)D(m, y1, … , yT, ζ)

∞

m=0

 

c(μ∗, k∗) =
Γ(k∗ + 1)

 (μ∗k∗)k
∗+1                

 

 شود:محاسبه میصورت اینبیمه بیزی بهحالت حقپس دراین

E[μ(θ)|y1, … , yT] = E[
q′()

r′()q()
|y1, … , yT]E[N] 

= E [
1

|y1, … , yT] =

∑
Γ(k∗)
(μ∗k∗)k

∗ D(m, y1, … , yT, ζ)
∞
m=0

d(μ∗, k∗, y1, … , yT, ζ)
 

 

 𝒀ای چگالی حاشیه

 فرض کنید که:

Y = {
X1 +⋯+ XN ,   N > 0
0                       ,    N = 0

  

𝑁و  =θبه شرط  𝑌است، پس θدارای توزیع نمایی با پارامتر  =θها به شرط 𝑋𝑖که  = 𝑛  دارای تابع چگالی گاما با پارامترهای

(N,) ای است و چگالی حاشیه𝑌 شود:صورت تعیین میاینبه 

f(y) = ∑ f(y|N = n)P(N = n)

∞

n=1

 

𝑓(𝑦|𝑁که  = 𝑛) شود:از این رابطه تعیین می 

f(y|N = n) = ∫ f(y|N = n,=θ)π(θ)dθ
∞

0

 

⇒ f(y) = ∑
βαyn−1

β(α, n)(y + β)n+α
P(N = n)

∞

n=1

 

 که:

β(α, n) =
Γ(α)Γ(n)

Γ(α+n)
  

 برابر است با: 𝑌ای صورت چگالی حاشیهاست، دراین λدارای توزیع پواسون با پارامتر  𝑁اگر فرض کنیم 

⇒ f(y) = ∑
βαyn−1

β(α, n)(y + β)n+α
λ
n
e−λ

n!

∞

n=1

 

 .(Klugman et al., 2004)یافته است از پارتوی تعمیم که یک توزیع آمیخته نامتناهی
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𝛼فرض کنید که پارامترهای توزیع پیشین گاما : 1مثال  = 𝛽و  5 =  05/0و واریانس  5/0باشند، بنابراین میانگین پارامتر ریسک  10

λها برای هر فرد دارای توزیع پواسون با پارامتر است. همچنین فرض کنید که تعداد خسارت = گونه ها ایناست، امید غیرشرطی خسارت 5

 آید:میدستبه

E[N]E[1/]=E[N]β/(α − 1)  
 

مشاهده،  5ایم، که این صورت تصادفی تولید کردهمشاهده به 𝑁 ،5و  θبیمه بیزی و باورمندی از توزیع گاما با پارامترهای برای مقایسه حق

بیمه بیزی و بولمان ریسک متفاوت تکرار شده است و حق 100های قبل است. این روند برای مربوط به یک ریسک مشخص در طی دوره

 بیمهبیمه بیزی از حقصورت متوسط حقبهها آورده شده است. بیمه، متوسط حق1آید. همچنین در جدول میدست، به1صورت نمودار به

 نیز محاسبه شده و متوسط این مقادیر در جدول آورده شده است: 𝑀𝑆𝐸بولمان کمتر شده است. همچنین با استفاده از این فرمول، مقادیر 

MSEb = (Pb − E[N]θ
−1)

2
 

MSEcr = (Pcr − E[N]θ
−1)

2
 

 

 1بیزی و بولمان در مثال  بیمهحق :1جدول 

MSEb Pb MSEcr Pcr 

9594 /14 6497 /12 4269 /14 9205 /12 

 

𝛼از توزیع گاما با پارامترهای  ، مقدار 1در جدول  = 𝛽و  5 = دهد )نمودار بیمه را نشان میمقادیر حق 1است. نمودار آمدهدستبه 10

 بیمه بولمان است.(مربوط به حقبیزی و نمودار خط  بیمهچین مربوط به حقخط

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 1بیزی و بولمان برای مثال  بیمهمقایسه حق :1نمودار 
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 1برای مثال  Yای : چگالی حاشیه2نمودار 
 

𝛼دارای توزیع گاما با پارامترهای  فرض کنید که  :2مثال  = 𝛽و  1 = همچنین فرض کنید که توزیع ، باشد( 5/0نمایی با میانگین ) 2

بیمه بیزی و سازی شده و حقنفر از توزیع گاما شبیه 30های مربوط به گذشته، خسارت باشد. برای پنج دوره 3ها پواسون با میانگین خسارت

 آورده شده است. 2بیمه در جدول ، خلاصه مقادیر حقبولمان محاسبه شده است

 
 2بیزی و بولمان در مثال  بیمهحق :2جدول 

MSEb Pb MSEcr Pcr 

97/80 65/30 95/90 02/34 

 

بیمه ط مربوط به حقبیزی و نمودار خ بیمهچین مربوط به حق)نمودار خطدهدپارامتر ریسک نشان می 30بیمه بیزی و بولمان را برای حق 3نمودار 

 بولمان است(.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 2بیزی و بولمان برای مثال  بیمهمقایسه حق :3نمودار 

 

 

300 

250 
 

200 

 

150 
 

100 
 

50 

0  5  10  15 20           25 30 

 

1/0 
09/0 
08/0 
07/0 
06/0 

14/0 

12/0 

1/0 

08/0 

06/0 

04/0 

02/0 

0 5 10 15 20 25 30 

 زادهحسن نیامو  پورمیسامان ابراه



148 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 2برای مثال Yای چگالی حاشیه :4نمودار 

 

 نتایج و بحث

ها به شرط پارامتر ریسک از خانواده های آمیخته نامتناهی بررسی شد، توزیع خسارتدر این مقاله برآوردگرهای باورمندی و بیزی در توزیع

صورت یک مجموع تصادفی مدنظر قرار گرفت های هر دوره با استفاده از یک متغیر کمکی به شد و خسارتهای نمایی خطی درنظرگرفتهتوزیع

ها به شرط پارامتر ریسک توزیع آمد. در یک حالت خاص توزیع خسارتدستنامتناهی به که توزیع این مجموع تصادفی یک توزیع آمیخته

ها را نیز ای مجموع خسارتشد و با درنظرگرفتن یک توزیع پیشین مناسب )گاما( برای پارامتر ریسک، تابع چگالی حاشیهنمایی درنظرگرفته

ها یک توزیع آمیخته نامتناهی از پارتوی ای مجموع خسارتمحاسبه کردیم. در حالتی که توزیع پارامتر ریسک گاما باشد، چگالی حاشیه

هایت برای این حالت ای بسیار مفید است. در نهای بیمهکردن دادهبندیسنگین است و برای مدلآید که یک توزیع دممیدستیافته بهتعمیم

آید. در میدستبیمه بولمان کمتر بهبیمه بیزی از حقصورت متوسط مقدار حقبیزی و بولمان با هم مقایسه شد و مشاهده شد که به بیمهحق

یک روش جدید این  شود. در این مقاله با ارائهمیها درنظرگرفتهها یا فراوانی خسارتدوره بعد، شدت خسارت بیمهحق عمل برای محاسبه

 بیمهیک حق دوره بعدی مورد بررسی قرار داد و بیمهزمان برای محاسبه حقطور همها را بهامکان فراهم شد که بتوان فراوانی و شدت خسارت

 عادلانه ارائه کرد.
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