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Saving deferred losses is one of the most fundamental issues in general 

insurance. In this article, a generalized Bayesian method is used to model 

the storage of deferred loss data in the fields of body insurance and third 

party automobile insurance of an Iranian insurance company using 

Student's t and Pearson's 7th type bivariate distributions. When the data do 

not follow the assumption of normality, heavy-tailed distributions such as 

Student's t and Pearson type 7 lead to more robust inferences. These 

distributions belong to the category of mixed-scale normal distributions. 

The hierarchical structure of this category allows parameter estimation to 

be done easily using Markovian chain Monte Carlo methods in the Bayesian 

framework. For mean sampling distributions, three models of analysis of 

variance, analysis of covariance, and random walk are considered. In 

addition, to identify effective samples, a sensitivity analysis study has been 

conducted based on the Kolbeck-Leibler divergence in the models. The 

results show that the random walk model with the bivariate Student's t 

distribution has a better performance for damage payments. 
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 یمقاله علم
 

شخص ثالث  ۀمیبدنه و ب ۀمیب یها خسارات معوق رشته یساز رهیذخ یها توأم استوار داده یبند مدل

 یزیروش ب کی: یرانیا ۀمیشرکت ب کی لیاتومب
 
2ییمحمد ذکا، *،1یگودرز ریمن  
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رانیتهران، ا ،یبهشت دیدانشگاه شه ،یاضیعلوم ر ۀدانشکد ،یسنج میگروه ب 3  

:دهیچک  عات مقالهلااط 

 یزیروش ب کیمقاله،  نیاست. در ا یعموم ۀمیمسائل در ب نیتر یاز اساس یکیخسارات معوق  یساز رهیذخ

شخص  ۀمیبدنه و ب ۀمیب یها خسارات معوق رشته یساز رهیذخ یها توأم داده یبند مدل یبرا افتهی میتعم

نوع هفتم  رسونی یپو  ودنتیاست ی t یها عیبا استفاده از توز یرانیا ۀمیشرکت ب کی لیثالث اتومب

 یها عیتوز کنند، ینم یرویبودن پ ها از فرض نرمال که داده  ی. هنگامشود یم به کار گرفته رهیدومتغ

 نی. اشوند یمنجر م یاستوارتر یها نوع هفتم به استنباط رسونی یو پ ودنتیاست ی tچون  ینیسنگ دُم

 شود یرده سبب م نیا یمراتب مقیاس نرمال تعلق دارند. ساختار سلسله -های آمیخته توزیع ۀبه رد ها عیتوز

انجام  یمارکوف ریزنج یمونت کارلو یها با استفاده از روش یسادگ برآورد پارامترها به ،یزیکه در چارچوب ب

در  یزدن تصادف و قدم انس،یکووار زیآنال انس،یوار زیسه مدل آنال ،یریگ نمونه یها عیتوز نیانگیم یشود. برا

 ییبر اساس واگرا تیحساس زیآنال ۀمطالع کیمؤثر،  یها نمونه ییشناسا یعلاوه، برا . بهشود ینظر گرفته م

 ی t عیبا توز یزدن تصادف که مدل قدم دهد ینشان م جیها انجام شده است. نتا در مدل لر بیل -کولبک
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 مقدمه

بیمه( متعهد  گر در قبال مبلغی ثابت )حق گذار. در این قرارداد بیمه گر )شرکت بیمه( و بیمه نامه قراردادی است بین دوطرف، بیمه یک بیمه
رویداد که یک  وارده را جبران و یا وجه معینی را بپردازد. در صورتی  شود که در صورت بروز خسارت برای موضوع قرارداد، خسارت  می

نامند. در طول یک سال  گر باید بپردازد، مقدار خسارت می کند. وجهی را که بیمه گر ارائه می گذار یک ادعا به بیمه )خسارت( اتفاق افتد، بیمه

عنوان ذخیرۀ ای تحت  تواند برخی از خسارات را بلافاصله تسویه کند، بنابراین باید برای پرداخت چنین خساراتی، ذخیره مالی، شرکت بیمه نمی

 (:Wüthrich and Merz, 2008در نظر بگیرد، این امر به دلایل زیر است ) 1خسارت معوق

. معمولاً در گزارش خسارتها تأخیر وجود دارد )فاصلۀ بین وقوع خسارت و گزارش به شرکت بیمه طولانی است(؛ بنابراین گزارش یک 1

 اند از: أخیر در گزارش عبارتخسارت ممکن است چند سال طول بکشد. برخی از دلایل ت

 گر اعلام کند؛ گذار فرصت نکرده است به بیمه خسارت در روزهای پایانی اتفاق افتاده و بیمه

 بودن خسارت اطمینان ندارد؛ ای گذار از تحت پوشش بیمه بیمه

 خبر است؛ گذار از تحقق خطر منجر به خسارت بی بیمه

 بدهد. گر اطلاع گذار قادر نیست که به بیمه بیمه

 . بعد از گزارش ممکن است چند سال طول بکشد تا یک خسارت به طور کامل تسویه شود.3

 . همچنین خسارتی که تسویه شده است )بسته شده است( ممکن است به هر دلیلی دوباره مطرح شود.5

بیل، مهندسی، مسئولیت، و ...( در سوزی، اتوم ای )باربری، آتش بدهی بابت خسارت معوق که توسط هر یک از مدیریتهای مختلف بیمه
نامۀ ذخایر فنی مؤسسات بیمه  شود، شامل موارد زیر است )بازنگری آیین شرکتهای بیمه برآورد و برای انعکاس در حسابهای شرکت اعلام می

 (:1513ارائۀ پیشنهادهای اصلاحی، 

 (؛IBNR3اند ) ای که گزارش نشده شده خسارتهای واقع

 (؛RBNS5ای که پرداخت نشده است ) شده خسارت گزارش

 (؛IBNER5خسارتی که به طور کامل گزارش نشده است )

 هزینۀ تسویۀ خسارت.

برآوردی  شود که شرکت بیمه نتواند تعهدات خود را انجام دهد و بیش برآوردی آن سبب می محاسبۀ ذخایر دارای اهمیت زیادی است زیرا کم

بینی خسارات معوق و ذخیرۀ مناسب برای پرداخت چنین  که به صورت غیرلازم سرمایۀ اضافی نگه داشته شود. لذا پیش شود آن نیز سبب می

بینی مطالبات با روشهای مناسب و برآورد  ای دارد؛ بنابراین پیش وکار شرکتهای بیمه ادعاهایی نقش مهمی در توانایی مالی و استمرار کسب

 ازی است.س بینی، هدف ذخیره خطای پیش

بردار تصادفی
( 21) (2)

( , )ij ij ijX X R X
را که در آن 

( )l

ijX
وسیلۀ یک شرکت بیمه  به 3ۀ میزان پرداختهای خسارات غیرتجمعی دهند نشان 

,...,1}نامه(  )سال یا دورۀ صدور بیمه 6برای سال مبدأ }i I یی که تا پرداخت خسارت، تأخیر به وجود  )تعداد سالها یا فصلها 7و سال تأخیر

,...,1}آید(  می }j J 1}در, 2}l های مربوط به پرداختهای خسارت در هر رشتۀ بیمه  امین رشتۀ بیمه است، در نظر بگیرید. داده
 شوند. نشان داده می 8ورت یک مثلث تأخیرشود، معمولاً به ص دیده می 1گونه که در جدول  همان

 

 

                                                
1. Outstanding Loss Reserves 
2. Incurred But Not Reported 
3. Reported But Not Settled 
4. Incurred But Not Enough Reported 
5
.Incremental Paid Losses 

6
. Accident Year 

7
. Development Year 

8. Run-Off Triangle 
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 مثلث تأخیر :1جدول 

 jسال تأخیر 
 iسال مبدأ 

J   j   3 1 

      1 

      3 

مقادیر   
( )l

ij
X    )پرداختهای خسارت(

      I-j 

مقادیر 
( )l

ij
X شوند.بینی می که پیش       

      I 

 

سازی در  وجود دارد؛ برای مرور روشهای ذخیره 1بینی میزان خسارات معوق در مثلث پایینی در جدول  مدلهای آماری متعددی برای پیش

 ( مراجعه کرد.3008) 5(، و وتریچ و مرز3006و  3003) 3(، انگلند و ورال3000) 1توان به تیلور یک رشتۀ بیمه می

ای به منظور درنظرگرفتن ساختارهای وابستگی بین آنها در محاسبۀ ذخایر،  های مختلف بیمه رشته بندی تؤام مثلثهای تأخیر مرتبط با  مدل

(، 3006) 6(، اشمیت3006و همکاران ) 3هس (،3005) 5توان براونسازی تصادفی است، برای نمونه می یک مسئلۀ جدید در نوشتگان ذخیره

 10(، دی جونگ3013(، ژانگ و همکاران )3013و وتریچ ) 1(، سالزمن3011) 8(، شی و فریز3010) 7(، ژانگa3001و  b3001مرز و وتریچ )

( یک 3013مکاران )( را نام برد. شی و ه3015( و شی )3015(، مرز و همکاران )3015و وتریچ ) 11(، هپ3013(، شی و همکاران )3013)

 ای پیشنهاد کردند. های وابستۀ بیمه رشته بینی خسارات معوق برای  مدل لگ نرمال بیزی را در پیش

دومتغیره پیروی  13یرسون نوع هفتم ی استیودنت و پی t( را به حالتی که خسارات از توزیعهای 3013در این مقاله، روش شی و همکاران )

سازی خسارات بیمۀ بدنه و بیمۀ شخص  های ذخیرهبندی توأم داده این اساس و در یک چارچوب بیزی به مدلدهیم و بر کنند، تعمیم میمی

تری از توزیع نرمال دارند و  یرسون نوع هفتم، دُمهای سنگین ی استیودنت و پی tپردازیم. توزیعهای ثالث اتومبیل یک شرکت بیمۀ ایرانی می

(، آنالیز کوواریانس )ANOVA15شوند. همچنین برای تابع میانگین، مدلهای آنالیز واریانس ) نجر میم 15لذا اغلب به استنباطهای استواتری
ANCOVA 13گیریم. را در نظر می 16زدن تصادفی (، و قدم 

                                                
1
. Taylor 

2
. England and Verrall 

3
. Wüthrich and Merz 

4
. Braun 

5
. Hess 

6. Schmidt 
7. Zhang 
8. Shi and Frees 
9. Salzmann 
10. De Jong 
11. Happ 
12. Pearson Type VII 
13

. Robust 
14

. Analysis of Variance 
15

. Analysis of Covariance 
16. Random Walk 
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بعد از برازش مدل، مطالعات حساسیت برای کشف مشاهدات مؤثر، یعنی مشاهداتی که حذف آنها منجر به تغییرات اساسی در برآوردهای 

شده برای شناسایی  از محققان است. یک روش شناختهشود، مورد علاقۀ بسیاری  پارامترها یا تابعی از پارامترها در یک تحلیل آماری می

کار گرفته  است. این روش با موفقیت برای مدلهای آماری مختلفی به   (1186) 1کوک شده توسط  های مؤثر روش حذف موردی معرفی نمونه

تشخیصهای تأثیر حذف موردی برای مدلهای بقا را از طریق روش بیزی توسعه دادند.   (3001) همکاران و 3چوشده است. در چارچوب بیزی، 

سازی خسارات معوق تاکنون در تحقیقات قبلی مورد توجه قرار نگرفته است؛ بنابراین یکی  بندی توأم ذخیره روش تشخیص بیزی برای مدل

 پیشنهادشده توسط(K-L)5لر لیب-های مؤثر بر اساس واگرایی کولبک نمونهای تشخیصی برای شناسایی  دیگر از اهدف این مقاله، مطالعۀ اندازه

افزاری  آسانی با نرم های غیرعمر است. معیارهای بیزی به سازی بیمه بندی توأم خسارات در مسئلۀ ذخیره در مدل  (3001) همکاران و چو

 شوند. محاسبه می OpenBUGSاستاندارد بیزی مانند 

های بیمۀ بدنه و بیمۀ شخص ثالث اتومبیل یک  های خسارات رشتهداده ،3 دهی شده است: در بخش  ادامۀ مقاله به صورت زیر سازمان

ر ها به روش بیزی د ، مدل آماری و استنباط بیزی ارائه شده است. روش تشخیصی تأثیر نمونه 5 اند. در بخش شرکت بیمۀ ایرانی توصیف شده

 گیری بیان شده است.ها و بیان نتایج پرداخته و در پایان نتیجه به تحلیل داده 3  بررسی شده است. در بخش   5 بخش 

 

 هاتوصیف داده

های عایدشده برای دو رشتۀ بیمۀ بدنه و بیمۀ شخص ثالث  بیمه کاررفته در این مقاله، پرداختهای خسارات و حق های مثلثهای تأخیر بهداده

یرسون بین میزان  اند. ضریب همبستگی پی یک شرکت بیمۀ ایرانی است، که به صورت فصلی ثبت شده 1513-1513اتومبیل در سالهای 

است که بیانگر وجود همبستگی بین آنهاست و با توجه به  67/0پرداختهای خسارت سلولهای متناظر در مثلثهای تأخیر این دو رشتۀ بیمه، 

1,2lشود. برای هر یک از دو رشتۀ بیمه ) پذیرفته می 01/0داری  مبستگی میان دو مثلث در سطح معنیمقدار، ه -صفربودن پی  ،)

کنیم، یعنی های عایدشدۀ سال وقوع متناظر آن نرمال میبیمهپرداختهای خسارت را با تقسیم بر حق
( )l

ijY
 را به صورت 

( )

( )

( )
log( ),   , =1,...,16,

l
ijl

ij l
i

X
Y i j

p


 

کنیم، که در آن تعریف می
( )l

i
pبیمۀ عایدشدۀ مربوط به فصل صدورحقiام و مثلث رشتۀl( ام استCôté and et al., 2016 مقادیر .)

نشان  5و  5های بیمۀ بدنه و بیمۀ شخص ثالث اتومبیل در جدولهای  مربوط به رشتهشده در دو مثلث تأخیر  لگاریتم پرداختهای خسارات نرمال

شدۀ دو رشتۀ بیمه را به صورت  نگار و سریهای زمانی لگاریتم پرداختهای خسارات نرمال ترتیب نمودارهای بافت به 5و  3اند. شکلهای داده شده

 دهد. جداگانه نشان می

 

 

 

 

 

 

                                                
1
. Cook 

2
. Cho 

3. Kullback-Leibler Divergence 
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 شدۀ دو مثلث تأخیر های خسارات نرمال نگار لگاریتم پرداخت نمودارهای بافت :3شکل 

 

  

 
 

 شدۀ دو مثلث تأخیر های خسارات نرمال های زمانی لگاریتم پرداخت نمودارهای سری :5شکل 
 

 مدل آماری و استنباط بیزی

 یرسون نوع هفتم چندمتغیره توزیع پی

 (، به صورتPearson, 1916هفتم چندمتغیره ) یرسون نوع توزیع پی

1
2

2

2

( )
( ; , , ) [1 ]

( )
2

,
m

d

m
f y m

d
m






    

 

 

، Λدهندۀ دترمینان ماتریس کوواریانس نشان Λبردار میانگین،  شود، که در آنتعریف می
2 1( ) ( )T     y y  یک فاصلۀ

د. گیرها مورد استفاده قرار می بندی بسیاری از پدیدهاست. این توزیع به طور گسترده در مدل yبعد  dدرجۀ آزادی و mماهالانوبیس،

 ییمحمد ذکاو  یگودرز ریمن



38 

 

مقیاس نرمال چندمتغیره تعلق دارد. بر این  -یرسون نوع هفتم به ردۀ توزیعهای آمیخته (، نشان دادند که توزیع پی3000) 1فرناندز و استیل

 به صورت yای از توزیعاساس، یک نمایش جایگزین سلسله مراتبی دو مرحله

1 1 2| ~ ( , ),  ~ ( , ),
2 2

LN gamma
 

 


  Y μ Σ

 
1یک متغیر تصادفی آمیزنده با تابع چگالی گاما و پارامترهای  دهندۀ توزیع نرمال چندمتغیره، نشانLN(.,.)است، که در آن 2( , )=  ν 

1است. هنگامی که  2   ،باشدy  دارای توزیعt  1ی استیودنت چندمتغیره با درجۀ آزادی .خواهد بود 

 

 سازی خسارات معوق های ذخیره مدل بیزی استوار توأم داده

کنیم که  فرض می
( )l

ij
Y

ijشوند؛ بنابراین بردار تصادفی بندی  ی استیودنت دومتغیره مدل tیرسون نوع هفتم یا  با توزیع پی 
Y
را بر اساس  

 نمایش سلسله مراتبی به صورت

(1)  1 1 2~ ( , ),  ~ ( , ),
2 2

ij ij ij L ij ij ijN gamma
 

 


  Y μ Σ

 

ijyتوان در نظر گرفت، که در آنمی
 ،ijμوبه صورت 

(1) (1) (1,1) (1, )

( ) ( ) ( ,1) ( , )

   ,     و          

L

ij ij

ij ij

L L L L L

ij ij

y

y

  

  

   

     
     
     
     

    

y μ

 
 دوی سلولها از یک مثلث و سلول متناظر از مثلث دیگر است. بیانگر وابستگی دوبه  شوند. ماتریس کوواریانس تعریف می

 گیریم:مثلث تأخیر، مدلهای زیر را برای میانگین در نظر میامین lبرای

,...,1}برای  ANOVA: مدلANOVA. مدل1 }i I  1و,..., 1j J i  ( به صورت ،Verral, 199l) 

(3)  ( ) ( ) ( ) ( ) ,l l l l
ij i j     

 

های است و در شرط

( ) ( )

1 1

0

I J
l l

i j

i j

 

 

  
( اثرهای ثابت3در رابطۀ ) .کندصدق می

( )l

i و
( )l

j
ترتیب پارامترهای فصلهای مبدأ و تأخیر  به 

 دهند. را نشان می

 ( به صورت3که اثرهای فصل مبدأ خطی هستند، بنابراین تابع میانگین )کنیم ، فرض میANCOVA: در مدل ANCOVA. مدل 3
( ) ( )( ) ( ) ,  l ll l
ij ji     

 

کند و در شرطتغییر می

( )

1

0

J
l

j

j





کنیم اثرهای فصل مبدأ، تصادفی و اثرهای فصل تأخیر ثابت  کند. در این مدل فرض میصدق می

 هستند.

 ( و3تفاده از رابطۀ )زدن تصادفی: با اس. مدل قدم5

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )

1 1 
( , lو   l l l l l

i i j ji jh u       
 

i,...,2گیریم که برای زدن تصادفی را برای تابع میانگین در نظر مییک مدل قدم I  2و , . . . , 1j J i   های  در شرط
( ) ( )
1 1 0l l   مبدأ و تأخیر هر دو تصادفی هستند.کنیم اثرهای فصل  کنند. در این مدل فرض میصدق می 

 

                                                
1. Fernandez and Steel 
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 های پیشینی و پسینی توزیع

پارامترهای نامعلوم ضروری است. به دلیل آنکه هیچ اطلاعاتی  کردن توزیع پیشینی برای همۀکردن توصیف بیزی مدلها، مشخصبرای کامل
شود؛ بنابراین، بر اساس نوشتگان  نسبت داده می 1آگاهندهدربارۀ پارامترهای مدلهای پیشنهادشده وجود ندارد، توزیعهای پیشینی مزدوج کم

 های ، پیشینANOVAموضوع برای پارامترهای مدل

   (1) ( ) (1) ( )

1

,..., ( , ),  ,..., ( , ),

                               ( , ),

~ ~

~

i j

L L

i i i L j j j L
N N

Wishart L

   








   



α β

Σ

α 0 β 0

Σ R 

گیریم، که در آن را در نظر می
(1) ( )

2 2
( ,..., )L

i i i

diag
 

 
α

Σ
و  

( 1 ) ( )

2 2
( ,..., )L

j j j

diag
 

 
β

Σ
مثبت با ابعادیک ماتریس نیمه Rو 

L L  است. برای مدلANCOVA های پیشین 

 (1) ( )

1 1

2
,..., ( , ),  ( , ),~ ~L

L
N Gamma     

 
 

α
α 0 Σ

 

 (1) ( ) 1 
,..., ( , ),  ( , ),~ ~

j

L

j j j L
N Wishart L  




  
β Σ

β 0 Σ R
 

شود که در آنبه کار گرفته می
2

L L 


α
Σ Iهای زدن تصادفی، پیشین است، و برای مدل قدم 

( ) 2

1 1

2
~ (0, ),  ~ ( , ),

l

i h h hh N Gamma    


 1
( , ),~Wishart L




Σ
Σ R 

( ) 2

2 2

2
~ (0, ),  ~ ( , ),

l

i u u uu N Gamma    
 

( و توزیعهای پیشینی 1کردن توزیع درستنمایی در رابطۀ ) پسینی توأم پارامترها با استفاده از قضیۀ بیز، با ترکیب شوند. توزیعدر نظر گرفته می

آوردن برآورد بیز پارامترهای مدلها  دست ای هستند، برای بهآمده دارای شکل پیچیده دست آید. با توجه اینکه توزیعهای پسینی بهبه دست می

گیری مکرر از توزیع شرطی کامل هر پارامتر  که با نمونه 5هستینگ-و الگوریتم متروپولیس 3گیر گیبز مانند نمونه MCMCتوان از روشهای می

 شوند. محاسبه می OpenBUGSافزارهای استاندارد بیزی مانند آسانی با نرم  به MCMCکنند، استفاده کرد. روشهای عمل می

 

 ها مقایسۀ مدل

 (LPML)3ای( و لگاریتم شبه درستنمایی حاشیهSpiegelhalter et al., 2002)(DIC) 5برای مقایسۀ مدلها، معیارهای اطلاع انحراف

ایم. فرض کنیمرا به کار برده
(1) ( )( ,..., )L

ij ij ijy y y
 را که به صورت 6مجموعۀ همۀ پارامترهای مدل باشد. معیار انحراف θ، و 

1

1 1

  

( ) 2log ( ) 2 log (  ),

I J i

ij

i j

D f f

 

 

     θ y θ y θ

 

)شود، در نظر بگیرید. پستعریف می ) ( ( ))D E Dθ θ هایتواند با استفاده از نمونهمعیاری در برازش مدل است و میMCMC به ،
 صورت

1
(

 
)

1 1 1

 
1

2 log ( ),

I J i M
m

ij

i j m

D f
M

 

  

     y θ

 

                                                
1. Conjugate but Weakly Informative Prior 
2. Gibbs Sampling 
3
. Metropolis Hastings Algorithm 

4
. Deviance Information Criterion 

5
. Log Pseudo Marginal Likelihood 

6. Deviance 

 یزیروش ب کی: یرانیا ۀمیشرکت ب کی لیشخص ثالث اتومب ۀمیبدنه و ب ۀمیب یهاخسارات معوق رشته یسازرهیذخ یهاتوأم استوار داده یبندمدل
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تقریب زده شود، که در آن 
( )m
θ ،m امین تکرار زنجیرMCMC  مدل وM  تعداد تکرارهاست. با درنظرگرفتن اندازۀ انحراف، معیار بیزی

DIC به صورت 

ˆ ,DDIC D p  

ˆتعریف شده است، که در آن  ˆ
D

p D D   با

( )

1

1ˆ ( )

M
m

m

D D
M




 
کوچکتر باشد، مدل بهتر برازش داده  DICاست. هر اندازه مقدار  

-، معیار مشهور دیگری است که معمولاً برای مقایسۀ مدلها در متون بیزی به کار گرفته می(CPO)1شده است. آمارۀ عرض پیشگوی شرطی

 به صورت CPOمراجعه کنید(. آمارۀ ( 1113و همکاران ) 3شود )برای توضیحات بیشتر دربارۀ این آماره و کاربردهای آن به گلفند
1

( ) (- )

( )
( ) ( ) ( )=

( )
,ij ij ij ij ij

ij

CPO p f d
f






  

  
   

  

 θ θ

θ y
y y y θ θ y θ

y θ
 

)شود، که در آنتعریف می ) ij
y

ijها با حذف بردار دهندۀ دادهنشان 
y

)است و   ) ( )ij ijp y y
توزیع پیشگوی یک مشاهده جدید به شرط  

( ) ij
y

)است و   ) θ yتوزیع پسینیθ  .استijCPO
 به صورت MCMCهایتوان با استفاده از نمونهرا می

1

( )

1

1 1

( )
,

M

ij m

m ij
M f

CPO






  
 
  


y θ 

 به صورت LPML( و بر اساس آن معیار Chen et al., 2000تقریب زد )
1

1

 

1

log( ),
I J i

ij

i j

L ML CPOP
 

 

 
 

 دهندۀ عملکرد بهتر مدل است. بزرگتر نشان LMPLشود. یکتعریف می

 

 مباحث تشخیصی تأثیر موردی بیزی

)مباحث تشخیصی تأثیر، یک گام مهم در تحلیل مدلهای آماری است. فرض کنید )L θ y و( )
( )

ij
L


θ y

دهندۀ تابع    ترتیب نشان به 

های کامل و  باشند. توزیعهای پسینی برای دادهامین نمونه ijها با حذف های کامل و تابع درستنمایی بر اساس داده درستنمایی بر اساس داده

)صورت ترتیب به  تواند به امین نمونه می ijها با حذف داده ) ( ) ( )L θ y θ y θ و( ) ( )
( ) ( ) ( )

ij ij
L 

 
θ y θ y θ

تعریف شوند، که در  

)آن  ) θ توزیع پیشینیθ  است. فرض کنید( )( , )ijK P P
)و  Pلر بین  لیب -دهندۀ فاصلۀ کولبکنشان  )ij

P
-نشان Pباشد، که در آن  

)دهندۀ  ) θ y  و( )ij
P

)دهندۀنشان  )
( )

ij



θ y

 است، لذا

( )

( )

1 1

( )
( , ) ( ) log

( )

               log[ [{ ( )} ]] [log{ ( )}],

ij

ij

ij ij

K P P d

E f E f




 

 


  
 
  

  



θ y θ y
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)بنابراین )( , )ijK P P
کند. برآورد مونت کارلوی گیری میرا اندازه θهای کامل روی توزیع پسینی توأم  امین نمونه از داده ijتأثیر حذف

( )( , )ijK P P
 صورت به   

                                                
1
. Conditional Predictive Ordinate 

2. Gelfand 

 ییمحمد ذکاو  یگودرز ریمن
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1

( )

( ) ( )
1 1

 

1 1 1ˆ ( , ) log l og[ ( )],
( )

 

M M
m

ij ijm
m mij

K P P f
M Mf



 

  

    
      

  y θ
y θ

 
 شود.عنوان یک مشاهدۀ مؤثر در نظر گرفته میلر بزرگ به لیب -آید. یک مشاهده با مقدار کولبک دست می به 

 

 هاتحلیل داده

تکرار اجرا  330000گیر گیبز را برای  ، نمونهOpenBUGS افزار کار بردن نرم سازی بیزی، با به  مدلها با استفاده از روش شبیهبرای انجام 

هر  صورت سیستماتیک شده به  سازی های شبیه دورۀ داغیدن، برای کاهش همبستگی نمونه    عنوان تکرار به  30000 کردیم. پس از حذف اولین

شده خواهیم داشت. برای ارزیابی همگرایی زنجیر مارکف،  سازی نمونۀ شبیه  3000، کار گرفته شد. درنهایت امین تکرار در زنجیر به  50

، مقایسۀ بین مدلهای مختلف 3نمودارهای روند، نمودارهای خودهمبستگی و خطاهای مونت کارلوی پارامترها مورد بررسی قرار گرفت. جدول 

بینی یک سال  دهد. به منظور ارزیابی توانایی پیشنشان می 5-5شده در بخش شده را با استفاده از معیارهای انتخاب مدل بحث ادهد برازش
 شود. ها به کار گرفته می فصل اول برای برازش داده 13جلوتر مدلها، 

 

 شده داده های برازش مقایسۀ بین مدل :3جدول 

DIC توزیع خسارت مدل میانگین  LMPL  

ANOVA  

1/500 نرمال  78/303-  

یرسون نوع هفتم پی  5/587  77/118-  

t ی استیودنت   5/581  37/118-  

ANCOVA  

5/581 نرمال  05/301-  

یرسون نوع هفتم پی  575 73/115-  

t ی استیودنت   8/561  55/113-  

زدن تصادفیقدم  

6/567 نرمال  16/186-  

یرسون نوع هفتم پی  530 51/181-  

t ی استیودنت   3/553  65/171-  

 

شده، برازش بهتری دارد.  ی استیودنت دومتغیره برای لگاریتم پرداختهای خسارات نرمال tزدن تصادفی با توزیع بر طبق معیارها، مدل قدم

(، میانگینهای پسینی )انحرافهای استاندارد( میانگینهای کل 3( و بیمۀ بدنه )مثلث 1در این مدل برای بیمۀ شخص ثالث )مثلث 
(1)

،
(2)

 
زدن تصادفی های پسینی اثر فصلهای مبدأ در مدل قدمای نمونه، نمودار جعبه5( است. شکل 17/0) -73/0( و 15/0) -53/3برابر با  ترتیببه

دهد. یک روند غیرثابت در بین برآورد میانگین اثر فصلهای مبدأ در مثلث بیمۀ ی استیودنت دومتغیره را برای دو مثلث نشان می tبا توزیع 

امین فصل و پس از آن یک روند افزایشی در بین برآورد میانگین اثر فصلهای مبدأ در مثلث بیمۀ بدنه  8یک روند کاهشی تا  شخص ثالث و

ی استیودنت دومتغیره برای  tزدن تصادفی با توزیع های پسینی اثر فصلهای تأخیر در مدل قدمای نمونه، نمودار جعبه3شود. شکل مشاهده می

-دهد. یک روند کاهشی در برآورد میانگین اثر فصلهای تأخیر از اولین تا آخرین فصل تأخیر در هر دو مثلث مشاهده میمیدو مثلث را نشان 

 شود.

 

 67-33ص  ،35شماره پیاپی  ،1516 زمستان ،1شماره  ،7دوره  مهیپژوهشنامه ب یعلم هینشر



63 

 

box plot: alpha
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های  های پسینی اثر فصلای نمونهنمودار جعبه :5شکل 

زدن تصادفی با توزیع مبدأ برای مدل قدم t ی استیودنت  

 دومتغیره در دو مثلث

box plot: beta
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های  های پسینی اثر فصلای نمونهنمودار جعبه :3شکل 

زدن تصادفی با توزیع تأخیر برای مدل قدم t ی استیودنت  

 دومتغیره در دو مثلث

 
زدن سازی است در هر دو رشتۀ بیمه بر اساس مدل قدم که در واقع هدف نهایی در مسئلۀ ذخیره  شده مثلث پایینی  بینی میزان ادعاهای پیش

 ان داده شده است.نش 5و  5شده در جدولهای  ی استیودنت دومتغیره برای لگاریتم پرداختهای خسارات نرمال tتصادفی با توزیع 

 
شدۀ  های خسارات نرمال شدۀ بیمۀ شخص ثالث )مثلث بالایی( و میزان لگاریتم پرداخت های خسارات نرمال مثلث تأخیر میزان لگاریتم پرداخت :5جدول 

 ی استیودنت دومتغیره )مثلث پایینی( tزدن تصادفی با توزیعشده بر اساس مدل قدم بینی پیش

 فصل خسارت سال خسارت
 فصل توسعۀ خسارت

0 1 3 5 5 3 6 7 8 1 10 11 13 15 15 

1513 

 -57/3 -38/3 -5/3 -11/5 -15/5 -08/5 -53/5 -56/3 -77/3 -33/3 -83/3 -55/1 -17/1 -51/3 -53/3 بهار

 -56/3 -35/3 -83/5 -01/3 -71/5 -8/5 -63/5 -17/5 -03/3 -56/3 -18/3 -36/3 -55/1 -53/3 -5/3 تابستان

 -35/3 -55/3 -13/5 -31/3 -61/5 -58/5 -51/5 -57/5 -67/5 -15/1 -33/3 -1/3 -35/3 -83/1 -53/3 پاییز

 -31/3 -58/3 -1/3 -31/5 -66/5 -83/5 51/5 -31/5 -36/5 -65/5 -15/1 -53/3 -53/3 -03/5 -53/3 زمستان

1515 

 -37/3 -58/3 -3 -71/5 -17/5 -73/5 -85/5 -35/3 -65/3 -37/3 -15/3 -38/1 -1/3 -53/3 -5/3 بهار

 56/3- 53/3- 18/5- 67/5- 35/5- -73/5 -67/5 -51/5 -53/3 -57/3 -36/3 -6/3 -58/1 -51/3 -5/3 تابستان

 58/3- 56/3- 11/5- 68/5- 36/5- 83/5- -51/5 -33/5 -35/5 -01/3 -37/3 -3/3 -31/3 -85/1 -55/3 پاییز

 31/3- 51/3- 05/3- 75/5- 51/5- 81/5- 65/5- -55/5 -5 -15/5 -05/3 -51/3 -36/3 -15/5 -55/3 زمستان

1515 

 56/3- 53/3- 18/5- 66/5- 33/5- 85/5- 38/5- 33/5- -51/3 -56/3 -56/3 -55/1 -15/3 -33/3 -53/3 بهار

 55/3- 53/3- 17/5- 63/5- 35/5- 83/5- 37/5- 31/5- 77/3- -35/3 -01/3 -16/3 -37/1 -6/3 -55/3 تابستان

 51/3- 51/3- 01/3- 7/5- 38/5- 86/5- 6/5- 33/5- 81/3- 31/3- -03/3 -03/3 -5/3 -01/3 -56/3 پاییز

 38/3- 58/3- 01/3- 78/5- 56/5- 16/5- 7/5- 55/5- 1/3- 31/3- 53/3- -53/3 -35/3 -03/5 -56/3 زمستان

1513 

 31/3- 51/3- 1/3- 71/5- 57/5- 17/5- 71/5- 53/5- 11/3- 31/3- 57/3- 3/3- -13/3 -6/3 -5/3 بهار

 6/3- 51/3- 11/3- 81/5- 58/5- 17/5- 71/5- 53/5- 13/3- 6/3- 57/3- 31/3- 33/3- -31/3 -31/3 تابستان

 31/3- 51/3- 13/3- 81/5- 51/5- 17/5- 71/5- 53/5- 13/3- 61/3- 56/3- -35/3 -33/3 -38/3 -3/3 پاییز

 

 

 

 

 یزیروش ب کی: یرانیا ۀمیشرکت ب کی لیشخص ثالث اتومب ۀمیبدنه و ب ۀمیب یهاخسارات معوق رشته یسازرهیذخ یهاتوأم استوار داده یبندمدل
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شدۀ  های خسارات نرمال شدۀ بیمۀ بدنه )مثلث بالایی( و میزان لگاریتم پرداخت های خسارات نرمال مثلث تأخیر میزان لگاریتم پرداخت :5جدول 

 ی استیودنت دومتغیره )مثلث پایینی( tزدن تصادفی با توزیعشده بر اساس مدل قدم بینی پیش

 فصل خسارت سال خسارت
 فصل توسعۀ خسارت

0 1 3 5 5 3 6 7 8 1 10 11 13 15 15 

1513 

 -73/7 -85/8 -8/1 -66/7 -33/8 -5/6 -58/6 -85/3 -68/6 -63/3 -81/5 -18/5 -65/3 -38/1 -01/1 بهار

 -81/7 -56/7 -05/8 -18/6 -68/6 -05/8 -87/7 -38/7 -68/3 -51/3 -03/3 -78/5 -36/3 -55/1 -01/1 تابستان

 -86/7 -05/8 -18/6 -5/1 -16/8 -38/7 -18/6 -33/6 -08/6 -18/3 -01/3 -68/5 -1/3 -16/1 -01/1 پاییز

 -18/7 -15/8 -13/8 -13/7 -83/8 -15/8 -81/7 -87/6 -15/3 -03/6 -33/3 -53/5 -83/3 -81/1 -16/1 زمستان

1515 

 -03/8 -33/8 -31/8 -15/7 -6/7 -71/8 -5/8 -55/6 -6/5 -85/3 -11/3 -71/5 -7/3 -18/1 -06/1 بهار

 -33/8 -51/8 -51/8 01/8 -35/8 -11/8 -55/8 -8/6 -17/6 -05/8 -15/6 -33/5 -7/3 -5/1 -05/1 تابستان

 51/8- 57/8- 56/8- 17/8- 55/8- 53/8- -38/1 -71/6 -13/7 -15/3 -38/3 -68/5 -55/5 -5/1 -11/1 پاییز

 55/8- 31/8- 3/8- 3/8- 53/8- 58/8- 16/8- -35/8 -53/7 -65/6 -11/3 -81/5 -56/5 -85/1 -17/1 زمستان

1515 

 33/8- 55/8- 55/8- 11/8- 37/8- 31/8- -1/8 06/7- -18/6 -53/6 -58/3 -83/5 -15/3 -13/1 -87/0 بهار

 31/8- 58/8- 57/8- 06/8- 35/8- 33/8- 03/8- 01/7- 61/6- -18/6 -1/6 -3/5 -13/3 -31/1 -86/0 تابستان

 17/8- 53/8- 51/8- 05/8- 18/8- 11/8- 18/7- 15/6- 66/6- 07/6- -81/5 -71/5 -11/5 -03/1 -86/0 پاییز

 13/8- 31/8- 31/8- 18/7- 13/8- 17/8- 13/7- 1/6- 61/6- 06/6- 5/3- -38/5 -5 -61/1 -16/0 زمستان

1513 

 08/8- 36/8- 36/8- 15/7- 13/8- 15/8- 13/7- 88/6- 37/6- 01/6- 57/3- 38/5- -11/3 -13/1 -73/0 بهار

 06/8- 35/8- 31/8- 15/7- 01/8- 1/8- 81/7- 83/6- 36/6- 18/3- 55/3- 33/5- 1/3- -16/1 -87/0 تابستان

 06/8- 35/8- 35/8- 13/7- 08/8- 1/8- 11/7- 83/6- 33/6- 01/6- 53/3- 38/5- -1/3 -56/1- -18/0 پاییز

 
گزارش  3در جدول  1ای پسینی و انحراف استاندارد ذخایر دو مثلث بر اساس مدلهای پیشنهادشده و بر اساس مدل نردبان زنجیرهمیانگین 

آمده است.  دست ای در دو مثلث به طور جداگانه و بدون درنظرگرفتن وابستگیها به شده است. برآورد ذخایر با استفاده از مدل نردبان زنجیره

کند و انحراف استاندارد برآوردهای  ای مقدار ذخایر را کمتر از روشهای پیشنهادشده برآورد می هد که مدل نردبان زنجیرهد نتایج نشان می

زدن تصادفی بزرگتر  آمده بر اساس مدلهای آنالیز کوواریانس و قدم دست آمده بر اساس این مدل نیز از انحراف استاندارد برآوردهای به دست به

 است.

 
 رآوردهای ذخایرب :3جدول 

 توزیع خسارت مدل میانگین
 بیمۀ بدنه بیمۀ شخص ثالث

 انحراف استاندارد میانگین انحراف استاندارد میانگین

ANOVA  

10105353 1016555 1011053 101 نرمال 1/855  

یرسون نوع هفتم پی  10105387 1016538 1011010 101 1/173  

t ی استیودنت   10105605 1016171 101 5/113  101 1/835  

ANCOVA  

10105373 1015557 101 نرمال 3/605  101 8/385  

یرسون نوع هفتم پی  10105388 1015566 101 5/653  101 7/556  

t ی استیودنت   10105311 1015371 101 5/653  101510 

زدن تصادفیقدم  

10105515 1015615 101 نرمال 3/830  101 1/573  

یرسون نوع هفتم پی  10105311 1015333 101 1/830  101565 

t ی استیودنت   10105331 1015768 101 8/838  101 1/583  

ای مدل نردبان زنجیره  10105155 1013036 101735 101157 

 

                                                
1. Chain-Ladder 

 ییمحمد ذکاو  یگودرز ریمن
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فصل اول برازش داده شد و  13های مربوط به  فصل، مدلها تنها به داده 16رغم موجودبودن اطلاعات برای  گونه که قبلاً بیان شد، علی همان

 از فرمول ، با استفاده1بینی و برای این مقادیر، میانگین اریبی نسبی ام پیش 16شده در فصل  خسارات پرداخت

( ) ( ) ( )

1
ˆ [ ] [ .] [ .Rel.Bi ]as , 1 ( ) /M l l l

ij ij ijm A
y m y obs y obs

NM 
 

 
 

ی استیودنت دومتغیره محاسبه شده است، که در رابطۀ فوق  tزدن تصادفی با توزیع برای هر دو مثلث بر اساس مدل قدم
( )

[ .]
l

ij
y obs

و 
( )
ˆ [ ]

l

ij
y m

مجموعۀ اندیسهای مربوط  Aام وlدر مثلث  MCMCامین تکرار زنجیر mشده در  بینی شده و پیش ترتیب مقدار مشاهده به 

15Nهای مورد مطالعه برای هر مثلث  ام است که در داده 16شده در فصل  به خسارات پرداخت   است. همچنین این معیار برای

 ای محاسبه شد. ام با استفاده از مدل نردبان زنجیره 16شده در فصل  های خسارات پرداخت بینی پیش

 
 بینی برآورد میانگین توان دوم خطای پیش :6جدول 

Rel.Bias مدل نوع بیمه  

 شخص ثالث
ای نردبان زنجیره  53/0-  

زدن تصادفی با توزیع قدم t ی استیودنت   57/0-  

 بدنه
ای مدل نردبان زنجیره  35/1  

زدن تصادفی با توزیع قدم t ی استیودنت   01/1  

 

ای بهتر  ی استیودنت دومتغیره از مدل نردبان زنجیره tزدن تصادفی با توزیع دهد که در هر دو مثلث عملکرد مدل قدم نشان می 6جدول 

زدن تصادفی  و قدمANOVA ،ANCOVAبینی پسینی مجموع ذخایر دو مثلث را بر اساس سه مدل  ، نمودار توزیع پیش6بوده است. شکل 
 دهد.های مونت کارلو نشان میشده با استفاده از نمونه ی استیودنت دومتغیره برای لگاریتم پرداختهای خسارات نرمال tبا توزیع 

 

 
 ی استیودنت tبینی پسینی مجموع ذخایر دو مثلث بر اساس توزیع  نمودارهای توزیع پیش :6شکل 

 

-های پسینی پارامترهای مدل قدم معرفی شد، بر اساس نمونه 5لر که در بخش  لیب-کولبک، اندازۀ واگرایی  ها برای کشف نقاط مؤثر در داده

های دومتغیرۀ دو  لر را برای همۀ نمونه لیب-، نمودار اندازۀ واگرایی کولبک8ی استیودنت دومتغیره محاسبه شد. شکل  tزدن تصادفی با توزیع 

 -های کولبک های قبل و بعد در سطرها و ستونهای دو مثلث، اندازه ارات در دورهدهد. توجه به میزان پرداختهای خس رشتۀ بیمه نشان می

کند. همچنین یک طرح اغتشاش در مشاهدات را  ها بیان می را در مقایسۀ با سایر نمونه 8شده در شکل  های مؤثر شناسایی لر بالای نمونه لیب

                                                
1. Relative Bias 

 67-33ص  ،35شماره پیاپی  ،1516 زمستان ،1شماره  ،7دوره  مهیپژوهشنامه ب یعلم هینشر
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با 
(1)
57y  3که در آن عنوان یک مشاهدۀ پرت  شود، این مشاهدۀ جدید به مشاهده می 8گونه که در شکل  است، در نظر گرفتیم. همان

 شناسایی شده است.

 

  
 ی استیودنت دومتغیره tزدن تصادفی با توزیع لر برای مدل قدم لیب -اندازۀ واگرایی کولبک :7شکل 

 

 نتایج و بحث

یرسون  زدن تصادفی با توزیعهای نرمال، توزیع پی ، و قدم ANOVA،ANCOVA، سه نوع مدل  در این مقاله با استفاده از استنباط بیزی

سازی خسارات دومتغیرۀ بیمۀ بدنه و های ذخیرهشده را برای داده ی استیودنت دومتغیره برای لگاریتم پرداختهای خسارات نرمال tنوع هفتم و 

سنگین عملکرد  دهد که مدلهای با توزیعهای دمُن میبیمۀ شخص ثالث اتومبیل یک شرکت بیمۀ ایرانی مورد بررسی قرار دادیم. نتایج نشا

 بهتری نسبت به توزیع نرمال دارند.

ای در دو مثلث به طور جداگانه و بدون درنظرگرفتن وابستگیها، برآورد ذخایر را به دست آوردیم؛  همچنین با استفاده از مدل نردبان زنجیره

کند و انحراف استاندارد برآوردهای  ذخایر را کمتر از روشهای پیشنهادشده برآورد می ای مقدار دهد که مدل نردبان زنجیره نتایج نشان می

زدن تصادفی بزرگتر  آمده بر اساس مدلهای آنالیز کوواریانس و قدم دست آمده بر اساس این مدل نیز از انحراف استاندارد برآوردهای به دست به

زدن تصادفی با ام، با دو مدل قدم 16شده در فصل  ین اریبی نسبی مقادیر خسارات پرداختبینی مدلها، میانگ است. به منظور ارزیابی دقت پیش

زدن تصادفی با ای محاسبه شد؛ نتایج نشان داد که در هر دو مثلث عملکرد مدل قدم ی استیودنت دومتغیره و مدل نردبان زنجیره tتوزیع 

بهتر بوده است؛ بنابراین درنظرگرفتن وابستگیهای بین مثلثهای تأخیر در محاسبۀ ای  ی استیودنت دومتغیره از مدل نردبان زنجیره tتوزیع 

های مؤثر بر توزیعهای پسینی توأم شناسایی  لر، نمونه لیب-علاوه، بر اساس واگرایی کولبک تری منجر شود. به تواند به نتایج دقیق ذخایر می

 شدند.

بیمۀ مرکزی، روش محاسبۀ ذخایر خسارات معوق در شرکتهای بیمه در ایران محدود  38رۀ نامۀ شما بنابراین با توجه به اینکه بر اساس آیین

شود که به منظور واردکردن وابستگیهای بین مثلثهای  و فقط با درنظرگرفتن یک مثلث تأخیر است، بر اساس نتایج این تحقیق پیشنهاد می

ای استفاده شود.  های مختلف بیمه ی توأم خسارات معوق مربوط به رشتهبند تأخیر در محاسبۀ ذخایر از روشهای بیزی استوار برای مدل

های  لربه منظور شناسایی نمونه لیب-شود که پس از برازش مدلها، یک مطالعۀ آنالیز حساسیت بر اساس واگرایی کولبک همچنین پیشنهاد می

 شوند. محاسبه می OpenBUGSد بیزی مانند افزاری استاندار آسانی با نرم مؤثر انجام شود. روشها و معیارهای بیزی به
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