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In this article, the application of phase-type distributions in the modeling of 

mortality rates has been investigated. Phase-type random variable is 

defined as the time to absorption moment (end point) in continuous 

Markov chains. In this article, instead of real age, we have used 

physiological age, which is defined as a health index. This age is determined 

according to the tissues and organs of the person's body. Each position of 

the Markov chain is considered a physiological age, and the end point of 

this chain determines the death of a person, then using the analytical 

method in the phase-type concept, we calculate all the probabilities related 

to death at the actual age. After modeling, we estimate the parameters of 

phase-type distribution by the least squared error method and then we fit 

the model to Iran's life table. Finally, by using these parameters and making 

sure that the model fits well to Iran's mortality table, we calculate finite 

closed expressions for the current value of whole life insurance and life 

annuity. 
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 ریوم مرگ یبند نوع در مدل -فاز یها کاربرد مدل

 
،*2زاده حسن نیام ،1آذر یزهرا شجاع  

 

رانیتهران، ا ،یگروه علوم اکچوئرال، دانشگاه علامه طباطبائ 1  
  رانیتهران، ا ،یبهشت دیگروه علوم اکچوئرال، دانشگاه شه 2
:دهیچک   عات مقالهلااط 

 یتصادف ریشده است. متغ یبررس ریوم مرگ هاینرخ یبند نوع در مدل -فاز یها عیمقاله کاربرد توز نیدر ا

 نیشده است. در ا فیتعر وستهیمارکوف پ یرهای( در زنجیانینوع همانند زمان تا لحظه جذب )نقطه پا -فاز

شده  فیتعر یشاخص سلامت نوانایم که به ع استفاده کرده یکیولوژیزیاز سن ف یسن واقع یمقاله، به جا

سن  کیمارکوف  ریزنج تی. هر موقعشود یم نییبدن فرد تع یها ها و ارگان سن با توجه به بافت نیاست. ا

سپس با  کند، یشخص را مشخص م کیمرگ  ر،یزنج نیا یانیقطه پاو ن شود یم درنظرگرفته یکیولوژیزیف

را محاسبه  یدر سن واقع ریم و مربوط به مرگ حتمالاتنوع، همه ا -در مفهوم فاز یلیاستفاده از روش تحل

توان دوم خطا برآورد کرده و در  نینوع را به روش کمتر -فاز عیتوز یپارامترها ،یبند . بعد از مدلمیکن یم

از خوب  نانیپارامترها و اطم نیبا استفاده از ا تاً،ی. نهامیده یبرازش م رانیادامه مدل را به جدول عمر ا

و  یزندگ تمام مهیب یارزش فعل یرا برا یعبارات بسته متناه ران،یا ریوم مدل به جدول مرگ نشد برازش
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 مقدمه

های بازنشستگی یا  ها( و دیگر صندوق ها برای محاسبات بیمه و بررسی تعهدات بلندمدت سازمان تأمین اجتماعی )مستمری ی اکچوئر
ومیر  های مرگ زمینه جدول مهم و مؤثر دراینند. یکی از اطلاعات بسیار  های جمعیتی، مستلزم استفاده از آمار و اطلاعات قابل اعتماد بینی پیش

ومیر در یک جمعیت است، در  گیری میزان مرگ های بررسی و اندازه ترین روش ترین و کهن ومیر از متداول های مرگ هستند. استفاده از جدول

ها با  های زندگی، اکچوئری ص در بیمهشوند. به خصو ومیر تلقی می ها، ابزار اصلی توصیف الگوی مرگ ومیر برای اکچوئری حقیقت جداول مرگ

نیاید  دست ومیر به نمایند و زمانی که هیچ مدل ریاضی برای مرگ ها تلاش می استفاده از جداول عمر، در جهت شناخت الگوی احتمالی پرداخت

ینده متضمن این امیدواری کارگیری آن در حوادث آ ومیر، تنها گزارشی از آزمایش )روی جمعیت( گذشته است و به تبع به یک جدول مرگ

های بسیاری برای دستیابی به مدلی که بتواند این جداول را  رو تلاش است که آزمایش گذشته بدون هیچ دگرگونی در آینده تکرار شود. ازاین

را روشن است که ومیر از نظر کاربردی بسیار مفید است. زی تبیین کند، صورت گرفته است. بدون شک، یافتن مدل ریاضی برای احتمال مرگ

تر از کارکردن با جدول عمری  کارکردن با تابعی که تعداد کمی پارامتر دارد و از نظر هندسی نیز دارای منحنی همواری است به مراتب آسان

ماری دیگر جهت های متعدد آ یابی، هموارسازی و تعدیل یابی، برون است که پارامترهای فراوانی داشته و در موارد بسیاری نیز احتیاج به درون

توانند توزیع زمان مرگ  شده تاکنون نمی های استفاده روند. هیچ یک از مدل کارمی بیمه فنی به های فوت دارد که در محاسبه حق یافتن احتمال

ه بر برازش ها وجود ندارد، لذا ایجاد یک مدل که بتواند علاو را به روشنی مشخص کنند یعنی هیچ روش تحلیلی برای زمان مرگ در این مدل

 رسد. هدف این مقاله معرفی چنین مدلی است. می نظر ها توزیع زمان مرگ را نیز تعیین کند مفید به به داده

 

 پژوهش پیشینهمروری بر 

ومیر شروع شد  ومیر از ساختن جداول مرگ های مرگ توان گفت آغاز تدوین مدل ومیر را بیان کنیم می های مرگ اگر بخواهیم پیشینه مدل

از  انجام گرفته است که وی جدول عمری ،1شناس مشهور، ادموند هالی وسیله ستاره به 1053اولین دستاورد در این زمینه در ابتدای سال که 

اما  منتشر کرد. 2، اولین جدول عمر به تفکیک مردان و زنان را نیکولاس استرویک1777سال آورد. در  دست شده به های مشاهده تعداد فوت

صورت تابع افزایشی از سن کنونی فرد  معرفی شد که احتمال بقاء را به 3وسیله مدل آبراهام دمورآور ومیر به تحلیلی مرگاولین مدل 

تری از مدل آبراهام را معرفی نمود که این مدل عمدتاً رابطه مرگ را با سن نشان  مدل کامل 1529در سال  7است. بعدها گومپرتز درنظرگرفته

یابد، این مدل یک  ض گومپرتز، در این مدل آن بود که قوای جسمانی انسان با بالا رفتن سن در مقابله با مرگ کاهش میدهد. ازآنجاکه فر می

تری از مدل  مدل کامل 9مکهام 1507بود. در سال  1507شده تا سال  ومیر پارامتری بیان تابع نمایی است. نتیجه کار او، بهترین مدل مرگ

شده توسط گومپرتز  مدل ریاضی ارائه 0مدل گومپرتز را که برای سنین بالاتر مناسب نبود، اصلاح کرد و بعد از او پرکسگومپرتز را ارائه نمود و 

ومیر باقی ماندند. تا اینکه در اوایل قرن بیستم، اقتصاددان و  های رایج مرگ های گومپرتز و مکهام از جمله مدل و مکهام را کامل نمود. مدل

ومیر دخیل کرد. پس از آن، در اواخر  بندی مرگ نظریات خود را که بر مبنای مطالعه مشکلات جامعه بود در مدل 7یی پارتوشناس ایتالیا جامعه

ومیر گومپرتز و  های مرگ یافته مدل شده یا تعمیم ای مورد مطالعه قرار گرفتند که اکثر آنها تعدیل ومیر پیچیده های مرگ قرن بیستم، مدل

 گرفت. ومیر را به صورت فرایند تصادفی درنظرمی اشاره کرد که مدل مرگ 5کارتر-توان به مدل لی جمله میمکهام بودند. از آن 

شود  می ومیر همانند یک فرایند تصادفی درنظرگرفته ومیر تصادفی است که مرگ جدیدترین دیدگاه در مطالعه بقای بشر ایده مرگ

(Yashin, 2001)نوع  -طوری که توزیع زمان مرگ مشخص باشد و دارای توزیع فاز ومیر به بندی مرگ مدلکاربردن زنجیر مارکوف در  . اما به

در سال  1وسیله نیوتس نوع به -توان گفت که از زمان معرفی توزیع فاز نوع می -انجام گرفته است. درباره فاز 5وسیله لین و لیو باشد تنها به
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سازی  های گوناگونی مانند ارتباط از راه دور، مالی، مدل سازی تصادفی در حوزه ی مدلنوع در طیف وسیعی در کاربردها -های فاز ، توزیع1579

 3و جنسن 2نوع را در کارهای پیشگامانی چون ارلانگ -اند. البته اثر توزیع فاز بندی و... استفاده شده تله ترافیک، آمار زیستی، نظریه صف

بسط داد. او یک متغیر تصادفی غیرمنفی را « ای روش مرحله»ه توزیع نمایی را با ، اولین شخصی بود ک1517توان دید. ارلانگ در سال  می

با نرخ ثابت است که امروزه، ما توزیعی با این رفتار را توزیع  ها( یک مقدار نمایی ها )موقعیت که فاصله زمانی بین مرحله طوری تعریف کرد به

شده  نوع، زمان سپری -گونه تعریف کرد که متغیر تصادفی فاز ای ارلانگ را این رحله، تعمیمی از روش م1551نامیم. نیوتس در سال ارلانگ می

های  نوع را در زمینه -تا لحظه مرگ در یک زنجیر مارکوف پیوسته متناهی است که تنها یک نقطه جذب دارد. بعدها افراد دیگری توزیع فاز

سرمایه در نتیجه ورشکستگی مدل خطر اندرسون با توزیع خسارت فازگونه را توزیع کسری  7دیگری استفاده کردند مثلاً درکیک و همکارانش

نوع ساده  -نوع داشته باشد، توزیع کسری سرمایه دارای توزیع فاز -های اشخاص توزیع فاز مطالعه کردند و نشان دادند که اگر مقدار مطالبه

کاربردند، آنها نشان دادند که  اکچوئری برای بیمه ازکارافتادگی به نوع را در محاسبات -های فاز مدل 9زاده و همکارانش خواهد بود. حسن

نوع مدل شود و خاطر نشان کردند که استفاده از چنین مدلی، عبارات  -وسیله مدل فاز طور مناسب به تواند به شده می تغییرات در وضعیت بیمه

 دهد. می ستد محاسباتی ساده و روشنی برای احتمالات مربوطه و ارزش فعلی آنها به

 
 مدل

های مزمن دگرگون شده است  های واگیردار به بیماری ومیر به دلیل تغییر دلیل اصلی مرگ از بیماری در سراسر قرون گذشته الگوهای مرگ

بینی، توجه به نظرات کارشناسان  های مزمن کاهش یافته است. لذا در تصحیح روند پیش بیماریومیر در نتیجه  و در پایان قرن بیستم نرخ مرگ

دانند ضروری است؛ به دلیل فقدان ارتباط مستقیم بین  ومیر مهم می های مرگ بینی های اجتماعی را روی پیش که رفتار، بهداشت و آسیب

ومیر اغلب امری نشدنی است.  های مرگ بینی کردن نظرات کارشناسان در پیش یلومیر و مکانسیم پیری، دخ پارامترهای موجود در مدل مرگ

 ومیری داشته باشیم که: اگر بتوانیم  مدل مرگ

 ومیر برازش داده شود؛ های واقعی مرگ به داده -

که بتوان نظر کارشناسان را  طوری وجودآورد به بتواند ارتباطی بین پارامترهای مدل با مکانسیم فیزیولوژیکی پیری با یک اندازه واقعی به  -

 در آن وارد کرد؛

 ومیر را فراهم کند. لیل کمّی مرگامکان تح  -

های  وسیله اکچوئری های مطلوب به ومیری با این ویژگی مرگایم. ایده ایجاد مدل  توان گفت به مدل مطلوبی دست پیدا کرده صورت می دراین

 قبلی مطرح شده است، اما تاکنون مدل مناسبی از این نوع هنوز ایجاد نشده است. 

کنیم که براساس فرایند مارکوف متناهی بنیان شده و دارای یک نقطه پایانی )جذب( است، این مدل فرایند  در این مقاله، مدلی را فرض می
کند. دلیل استفاده ما از زنجیر مارکوف در این مدل برای اطمینان از این امر است که توزیع زمان  ولوژیکی پیری بدن انسان را توصیف میفیزی

شود  می کاربرده نوع به -های تحلیلی که برای توزیع فاز نوع است. در نتیجه این اطمینان بسیاری از روش -مرگ مشخص است و دارای توزیع فاز

کاررود. لذا در این بخش ابتدا به تعریفی از سن فیزیولوژیکی و فرایند پیری پرداخته و سپس مدل را  ومیر انسان نیز به تواند برای مدل مرگ می

 کنیم. معرفی می

 

 فرایند پیری و سن فیزیولوژیکی

ای  شده، رشد و تقلیل یافته های معین رود، همان ژن کارمی های زنده بدن به ، اصطلاح فرایند پیری که در مورد ارگان0به نقل از جونس

باشند و با ازکارافتادگی یک ارگانیسم یا قسمتی از آن به انطباق با محیط پیرامون خود  هستند که ضرورتاً با گذشت زمان غیرقابل بازگشت می
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3.
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. Hassan Zadeh et al., 2013 
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های خاص به  های مربوط به آن است، یعنی افزایش استعداد ابتلا به بیماری ن پدیده کاهش در ظرفیت ارگان در برابر تنشپردازند. تجلی ای می

 رسد. رسد مرگ آن فرا می موازات پیرشدن و وقتی ارگان به اوج کاهش ظرفیت خود می

های  ای از تغییرات فیزیولوژیکی مرتبط است مانند: کاهش شدت فشار خون در میان بافت واضح است که پیری انسان با طیف گسترده

دهد  های بسیاری قرار می شدن تراکم استخوان و ... . چنین تغییراتی نه تنها انسان را در معرض بیماری مختلف، اختلالات متابولیسم چربی، کم

 شود.  فزایش قابلیت مردن در فرد میبلکه باعث ا

، بافیتس و 1مثال: شوک عنوان دهند. به های تجربی، جستجو برای درک تغییرات توابع فیزیولوژیکی مختلف را نشان می برخی از مطالعه

 صورت خلاصه شود: تواند به این های فیزیولوژیکی بشر می های اصلی در این مطالعات روی تغییرات تابع . یافته3و استرهلر 2سارجنت

 رسند. سال می 27تا  3بیشتر متغیرهای اصلی به حداکثر ظرفیت عملکردی خود تقریباً بین سنین  -

 یابند. ومیر به طور نمایی افزایش می های مرگ یابند، در مقابل نرخ سالگی، بیشتر متغیرهای اصلی به طور خطی کاهش می 37بعد از  -

 یابند. فیزیولوژیکی در میان اعضای یک نسل است و این تغییرات اندکی با بالارفتن سن افزایش میکاهش تغییرات توابع  -

های فیزیولوژیکی، کیفی و کمّی  بندی شوند که تغییرات در تابع های مدل توانند در دوره کنند که فرایندهای پیری می ها بیان می این یافته

 است.
کنیم که یک تغییر فیزیولوژیکی قابل کشف را در نتیجه یک یا چند تابع  ی را معرفی میدر این مقاله یک سن فیزیولوژیکی فرض

تواند همانند یک شاخص سلامتی تعبیر شود که درجه پیری در بدن انسان را نشان  دهد. این سن فیزیولوژیکی می فیزیولوژیکی مزبور نشان می

کنند، سن  ومیر تمرکز می های آنها با مرگ ورهای سلامتی خاص و ارتباطومیر که روی فاکت های مرگ دهد. بر خلاف بعضی از مدل می

که ویژگی  کنیم که آن فقط در یک جهت توسعه داده شده است. ازآنجایی کنیم و فرض می فیزیولوژیکی را در یک سطح بنیادی تعریف می

های فیزیولوژیکی حفظ  بودن نیز در طول زمان با سن طیکنیم که خ شوند، لذا فرض می های فیزیولوژیکی مختلف حفظ می وسیله تابع خطی به

های سلامتی یا انتقال از یک سن فیزیولوژیکی به سن بعدی تصادفی است که اساساً متفاوت از سن تقویمی است.  علاوه، تغییر موقعیت شود. به

اسخی به فاکتورهای محیطی است. اثر متقابل بین شده هم انعکاس طبیعی از فرایند پیری و هم پ ومیر دیده توان گفت که مرگ در پایان می

شده در تعریف پیری است. با افزایش سن فیزیولوژیکی، ظرفیت  فرایند پیری درونی و فاکتورهای بیرونی مرگ، همان قابلیت )استعداد( توصیف

 شنده است.های مهلک و ک یابد که این امر حاکی از افزایش استعداد ابتلا به بیماری فیزیولوژیکی کاهش می

  

 ومیر پیشنهادی مدل مرگ

شده یک  (. هر موقعیت ارائه1کنیم )شکل  حال، یک فرایند مارکوف زمان پیوسته، موقعیت متناهی را برای مدل فرایند پیری فرضی ارائه می

است.  شده داده توضیح بعدیعنوان یک فرایند انتقال متوالی از یک سن فیزیولوژیکی به سن فیزیولوژیکی به سن فیزیولوژیکی است و پیری 

ک یک نقطه جذب وجود دارد و انتقال از هر موقعیت دیگر به موقعیت جذب به عنوان فرایند سالخوردگی پایان یافته به دلیل مرگ ناگهانی از ی

دو پارامتر استفاده شده i بینید، برای هر سن فیزیولوژیکی  می 1طور که در شکل  شود. همان کشنده تعبیر می دلیل تصادفی یا از یک بیماری
خصوص، پارامتر  دهد. به کند و دیگری قابلیت مرگ در هر موقعیت فیزیولوژیکی را انعکاس می است: یکی پیشرفت فرایند پیری را توصیف می

یر شود که سرعت عنوان یک نرخ پیری تعب تواند به کند و می را ارائه می i+1به سن فیزیولوژیکی  iکه نرخ انتقال از سن فیزیولوژیکی    

یک اندازه جامع از شدت کاهش سالخوردگی برای یک جامعه است، نه برای    و کند  گیری می را اندازهi+1 به سن  iپیشروی یک فرد از سن 

از یک توزیع نمایی با میانگین  i+1 قبل از حرکت به وضعیت iیک شخص خاص. به زبان احتمالی، ماندن در موقعیت 
 

  
کند.  پیروی می 

 تر است. سالخوردگی در جامعه سریعتر باشد، پیشرفت  بزرگ   بنابراین، هرچه 
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 شده فرایند پیری فیزیولوژیکی ارائه :1شکل

. دو نوع متفاوت کند را توصیف می i، پارامتر جامع دیگری است که قابلیت یا استعداد، یعنی شانس مردن در هر سن فیزیولوژیکی   پارامتر 

از تهدیدات خطرناک در هر سن وجود دارد. یکی مرگی که مستقل از سالخوردگی است همچون جراحت و آسیب که  نرخ مرگ به این دلیل 

دلیل زوال در توابع فیزیولوژیکی مانند مرگ به دلیل پیری است. نرخ مرگ به  ود. دیگری افزایش قابلیت مرگ بهش تعیین می( )    وسیله  به

 کنیم که این دو نوع نرخ جمع پذیرند، یعنی: است. در اینجا فرض می iاز  شود که یک تابع افزایشی مشخص می   ( )  این دلیل به وسیله 

     ( )   ( ) =     

ناپذیر توابع داخلی فیزیولوژیکی و خطر تصادفی مرگ آنی در هر سن فیزیولوژیکی  نتیجه دو عامل رقابتی: زوال برگشت رو، مرگ در ازاین

 )مرگ ناگهانی( است.

کند، ماتریس نرخ انتقال  نوع پیروی می -ازآنجایی که فرایند مارکوف تنها یک نقطه جذب دارد، زمان مرگ )زمان جذب( از یک توزیع فاز

 شود: صورت زیر داده می ارکوف بهفرایند م

  (

-       

 
 
 

          

  

-       

 
 

        

         
  
 
 

       
        

           -  

)                                                                               (1)                 

    ,   ,  ,    αبا توزیع ابتدایی
 پردازیم: نوع می -های توزیع فاز به بیان اجمالی از ویژگیدر اینجا 

( باشد پس عبارات بسته برای تابع توزیع بقاء، تابع چگالی احتمال، تبدیل لاپلاس و αو  نوع با نمایش ) -دارای توزیع فاز Tاگر فرض کنیم 

 صورت زیر است: گشتاورهای آن وجود دارد و به

 تابع بقاء    -

 ( )  α    (  )          ,                                                                                                                                   (2  )  

 شود.  برداری از یک تعریف می     که در اینجا 

 تابع چگالی احتمال -

 ( )  ́( ) α   (  )     ,                                                                                                                     (3                            ) 

      -    که در آن 

 
 تبدیل لاپلاس -

 ( ) α   -   
- 
                                                                                                                                                  (7)  

 گشتاورها -

   (- )
 
   α -   ,     , ,                                                                           (9                                            ) 

سازند بلکه تضمین  کنیم، که نه تنها برآورد مدل را ممکن می را ارائه می ( )   ،( )  ،   شده برای  حال، ساختارهای خاص تعریف

یافته از  براین یک مدل سازمان شده آن دارای مفهوم فیزیولوژیکی منطقی برای پویایی پیری است. علاوه کنند که مدل و پارامترهای داده می

 کند. نوع اجتناب می -یی در برآورد توزیع فازمسئله عدم یکتا

کنند.  های بالاتر یک شیب خطی آهسته به سمت میانگین را ارائه می دهند که توابع فیزیولوژیکی متفاوت در سن های تجربی نشان می یافته

 ها را فرض کنیم، یعنی: بنابراین منطقی است که یک نرخ انتقال ثابت بین موقعیت
                    ,  ,   

تعریف ما از یک دوره رشد است که در آن نوزادان با  kها یکسان فرض شده است که  برای همه موقعیت 𝜆، پارامترkبرای سنین بالاتر از 

 یک تولد باای است که از زمان  یابند. این دوره کنند و برای رسیدن به حداکثر عملکرد فیزیولوژیکی خود رشد می محیط زیست وفق پیدا می

 زادهحسن نیامو  آذر یزهرا شجاع
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شده، به قبل از  موقعیت عنوان k. شود ومیر و رسیدن به نقطه مینیمال تمام می با کاهش مرگ و سپسشروع شده  بالا نسبتاً ومیر میزان مرگ

 مشخص شده است. 2است در شکل  3شود. فرایند مارکوفی که دارای دوره رشد به طول  فرایند پیری اضافه می

 
 

 

 
 

 

 

 شده فرایند پیری فیزیولوژیکی مدل مارکوف تکمیل :2شکل

 

، kشده ساختار یکسانی همانند بخش قبلی دارد. در عمل، یک مقدار کوچک  کنند. فرایند مارکوف تکمیل اعداد یونانی دوره رشد را ارائه می

 ایم. آورده دست به 7را برابر   kاست. برای جامعه ایران، با تکرار و آزمایش،( برای دوره رشد مناسب 7تا  2)

 شود که: برای نرخ خطر مستقل از پیری، پیشنهاد می

    (i) {
                     

صورت درغیراین                      
                                                                                   (0 ) 

شود. نرخ تصادف فقط بین  عنوان یک نرخ تصادف مرتبط به رفتار تعبیر می بهa زمینه و ثابت  همانند یک نرخ پس bکه در آن ثابت 

زمینه یک انعکاس کلی از محیط زندگی  شود؛ زیرا نرخی است که مربوط به رفتار و وابسته به سن است، اما نرخ پس ظاهر می   ،  های  سن

باشد که افزایش قابلیت با بالارفتن سن فیزیولوژیکی را برای تهدیدات مخاطره  iیک تابع افزایشی از  ( )  شود که پارامتر  است. پیشنهاد می

  ( )  را یک تابع توانی به شکل ( )  ی اولین فرض، دهد. برا انعکاس می
یک  pدر آن یک پارامتر مقیاس و  qکنیم که  فرض می      

 اندازه اثر نسبی پیری به قابلیت )مردن( است.

 شود: صورت زیر بسط داده می به   پارامتر 

   {
                                     

صورت درغیراین                                       
                                                                                      (7) 

فرض شده است. از لحاظ نظریه، ممکن است لازم نباشد که پیری یک فرایند  nشده یک سن ماکزیمم فیزیولوژیکی برابر  در مدل ارائه 

بینی  ها را فراهم کند و همچنین نیازها برای پیش تواند یک برازش عالی به داده قدرکافی بزرگ باشد، مدل می به nمتناهی باشد، اما هنگامی که 

ای مجموعه بزرگ باشد یک برازش خوبی بر 277به اندازه  nدهد که اگر  ومیر و ارزیابی بیمه را تأمین کند. آزمایشات عددی نشان می مرگ

 کند. ها فراهم می داده
 

 ومیر ایران های مرگ به دادهبرازش مدل 

طور که در بخش قبلی بیان شده است، ما فرایند پیری را بر  دهیم. همان ومیر ایران برازش می های مرگ در این بخش، مدل را برای داده

ای برای برازش مدل  ومیر دوره های مرگ تر از داده های نسلی، مناسب کنیم. برای این منظور، داده بندی می های فیزیولوژیکی مدل حسب سن

ومیر در آن دوره تا  سال استوار است که به هر حال روند مرگ 3یا  1مدت مثلاً  ومیر یک دوره کوتاه ای براساس مرگ هستند. جدول عمر دوره

را جدول عمر توان آن  دهند، نمی های مختلف  تشکیل می حد زیادی یکنواخت است و چون جمعیت مورد مطالعه در آن را افراد متعلق به نسل

های مختلف دانست که در آن مقطع زمانی بر  یک نسل واقعی محسوب کرد، بلکه باید آن را ناظر بر افراد یک نسل فرضی متشکل از نسل

گیرند. جدول عمر گروهی یا نسلی، بر مبنای تعقیب زندگی افراد متعلق به  ومیر خاص قرار می های مرگ حسب جنس و سن در معرض میزان

شود و محاسبات آن نیاز به مطالعه افراد در طول زمان دارد. اما در مورد ایران، ما  واقعی یا یک نسل فرضی از تولد تا مرگ ساخته مییک نسل 
ای و  ومیر دوره فرانسه با کمی تغییرات است. بنابراین، هیچ انتخابی بین جدول مرگ 55-57ومیر  فقط یک جدول عمر داریم، که جدول مرگ

 م.نسلی نداری

 

 77-95ص  ،7شماره پیاپی  ،1352 زمستان ،1شماره  ،3دوره  مهیپژوهشنامه ب یعلم هینشر
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 .شود کردن مجموع مربعات خطای وزنی برآورد می وسیله مینیمم به (1) پارامترها در ماتریس انتقال

 F=∑ (  - ̂ )
 
     

                                                                             (5)  

 است؛ 170های ایران برابر  ماکزیمم سن است که برای داده wدر برابری بالا  -
 است؛ xشده و احتمال بقاء در سن  ترتیب برابر نرخ مرگ مشاهده : بهs(x)و     -

 آید؛ : از جدول عمر به دست می   -

- s(x) از رابطه :
  

  
 آید؛ می دست به  

 است.   آمده از مدل متناظر با  دست : مقدار به ̂  -

 تابع بقاء زمان مرگ باشد داریم:̂   (x)اگر 

 ̂ (x)= α    (  )                                                                                                              (5) 

 است؛  : ماتریس نمایی ماتریس انتقال(  )    - 

 با استفاده از رابطه زیر محاسبه شود: تواند می   احتمال

   ̂  
 ̂( )  ̂(   )

 ̂( )
                                                                                                                                  (17) 

نوشته شده است. الگوریتم برای  MATLABافزار  که در نرمآید  می به دست  1سوسیله استفاده از الگوریتم سیمپلک برآورد پارامترها به
برای تعیین بهترین فاصله مناسب برای سن فیزیولوژیکی آزمایش شد و در نهایت بهترین برآوردها در     و  های متفاوتی از مقادیر  ترکیب

 آورده شده است. 2و  1جداول 

 
 برآورد پارامترهای مدل :1جدول 

  پارامترها

a B q p 𝜆 [     ] دی  تی 

57-55 2/1e-73 73/1e-77 01/2e-13 9 37/2 [39،50] 

 
 های ایران آورده شده است. برای داده 2آمده برای آنها در جدول  دست چهار موقعیت برای دوره رشد استفاده شده است که مقادیر به

 
 برآورد پارامترهای دوره رشد مدل :2جدول

  پارامترها

 دوره رشد                                

7157/7 7157/7 77555/7 77175/7 279/2 590/1 555/0 255/1 

 

 

 

 

 
 

 

 

                                                
1. Simplex   

 ریوممرگ یبندنوع در مدل -فاز یهاکاربرد مدل
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 نشان داده شده است. 1ومیر ایران در نمودار  شده برای جدول مرگ منحنی برازش داده

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 

 
 

 

 

 خوبی برازش داده شده است. سال به 57تا  27مدل به بازه سنی 
 برای جمعیت ایران   منحنی برازش داده شده  :1نمودار 

 

 تحلیل نیکویی برازش

کارتر نیز استفاده شده است.  -شود. این اندازه برای نیکویی برازش مدل لی برای نیکویی برازش استفاده می   در این بخش، از شاخص 

شود. این مقدار  بین صفر و یک است. مقدار یک نشان  کند که به وسیله مدل توضیح داده می گیری می درصدی از واریانس را اندازه   ضریب 
 آید. می دست ( به11وسیله فرمول ) شده مجموع مربعات وزنی کل به عیب است. در مدل ارائه برازش درست و بیدهد که  می

    ∑ (  - ̅ )
  - 

    ( )                                                                                                                               (11) 

∑  ̅ که    
 - 
 :آید می دست ( به12وسیله فرمول ) مجموع مربعات وزنی خطا به       

    ∑ (  - ̂ )
 
 ( )                                

 - 
                                                                        (12 ) 

 آید: یدست م صورت زیر به وسیله مدل به پس درصد واریانس توضیح داده شده به

    -
   

   
                                                                                                                                             (13) 

ها  آمده برای داده دست مقدار بهآمد.  دست به 55/7ومیر ایران برازش داده شده است برابر  مقدار ضریب تعیین مدل ما که به جدول مرگ

ها توضیح داده است.  های مرگ را برای همه سن شده تقریباً همه تغییرات نرخ دهد که مدل ارائه خیلی نزدیک یک است، که این امر نشان می

 بخش مطرح شده است. رضایت 5/7تر از  معمولاً یک مقدار ضریب تعیین بزرگ

 

 دیگری از مدل های وتحلیل تجزیه

را ارائه  tسن فیزیولوژیکی یک فرد در سن تقویمی    وتحلیل بقاء است. در مدل ما،  نوع در تجزیه -های فاز یکی از مزایای استفاده از توزیع

 را دارد، یعنی: iسن فیزیولوژیکی  tاحتمال این است که فرد در سن تقویمی      (t)کند. می
  (t) = P (    ,                                          ,    , , ,   

 صورت این تواند به می S(t)طور واضح تابع بقاء  است. به [.]اُمین مؤلفه بردار  i،     که    (  )      = (t)  ،   , ,  ,    پس، برای 

S(t)= ∑      
 
    

 کنیم یعنی: ن را بررسی میآ حال احتمال شرطی متناظر با

   ( )  (    |   )  

ی 
یع

طب
م 

ریت
گا

ل
17

77
7×
 
 

 
  های ایرانداده

 برازش داده شده

17 

5 

5 

7 

0 

9 

7 

3 

2 

1 

7 
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 که برابر است با:

  ( ) 
     

    
  

α    (  )

α    (  ) 
 
 
                                                                    (17 ) 

 tهای سلامتی افراد یک نسل در سن  ممکن است برای توصیف ناهنجاری یا ضعف در موقعیت    ( )   ,  ,( )   ,( )    ( )πتوزیع

 گیری شده است. یزیولوژیکی اندازهوسیله سن ف استفاده شود، که ناهنجاری به

  

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 سال 07توزیع ناهمگنی برای جدول عمر ایران برای سن  :2نمودار

 

ساله در  07دهد که یک فرد  ایم. این نمودار نشان می ومیر ایران رسم کرده سالگی برای جدول مرگ 07را برای سن     π، توزیع2در نمودار 

 .از نظر سن فیزیولوژیکی قرار دارد ]177-157[بازه 
( شدت 3(، )2رابطه ) است را مشخص کنیم. ازi که نرخ مرگ در سن فیزیولوژیکی    خواهیم رابطه بین مرگ آنی و نرخ جذب  در اینجا می

 وسیله رابطه زیر ارائه شده است: به ( ) ومیر،  مرگ

 ( ) 
α    (  ) 

α    (  ) 
                                                                                                                    (19) 

 ( داریم:17پس، با استفاده از فرمول )

 ( ) ∑   
 
                                                              (10) 

که دیگر پارامترها  های جذب جدید تا زمانی دارند. یعنی نرخ εها یک تغییر ثابت یا اختلالی به اندازه   های جذب  حال فرض کنید، که نرخ

  =   + ε تغییر نکنند برابر
ε  برای همهi زمینه  هستند. در این مورد هنگامی که نرخ مرگ پسb  بهε  b+،تغییر کند (α, ε) پارامتر جدیدی

 نوع است. پس داریم: -متناظر با فاز

 ε  - ε                                                                                                   (17) 

 پس:

      (    ) =                                                              (15 ) 
 صورت زیر بیان شود: تواند به با اختلال می    ε بنابراین تابع بقاء 

 ε( )  -ε  ( )                                                                        (15) 

 آید: می دست صورت زیر به ( به10با استفاده از رابطه )  ( )ε  ومیر شدت مرگ

 ε( ) ∑   
ε  

      ( ) ∑   
 
      ( ) ∑ ε  

        = ( ) ε                                                           (27 ) 

 افزایش)کاهش( خواهد یافت.  اندازه  افزایش یابند )کاهش یابند( بنابراین مرگ آنی نیز به εهای جذب به اندازه  پس، اگر نرخ

 ماند یعنی: بدون تغییر باقی می    πکنیم توزیع  گیری می اما جالب است بدانید زمانی که ناهمگنی را اندازه 

ی
گال

 چ
بع

 تا

 %27= نرخ بهره                                                               سال 07=سن

 سن فیزیولوژیکی

277     157      107        177       127      177       57        07          77         27        7  

739/7  

73/7  

729/7  

72/7  

719/7  

71/7  

779/7  

7 
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 ε( ) 
α  

ε 

α    ( ε ) 
 

α   

α    (  ) 
  ( ) 

% ثابت افزایشی یا کاهشی 1بیمه خالص بیمه یا مستمری مفید است. اگر نرخ جذب را با  برای تعیین سربار حق    های جذب ایده تغییر نرخ

   فرض کنیم یعنی   
ε    ε   ومیر برای سن فیزیولوژیکی  همانند یک سربار مرگ   کهi شود. در نتیجه، همه محاسبات  می درنظرگرفته

 نجام شوند.توانند در روشی مشابه ا ها می بیمه حق

 

 محاسبات اکچوئری

. یکی را محاسبه کنیم  ̈ عمر یعنی  و ارزش فعلی مستمری تمام    عمر یعنی خواهیم ارزش فعلی بیمه تمام حال، با استفاده از دو روش می

 55-57جدول تی دی با استفاده از مدلمان و دیگری با استفاده مستقیم از جدول عمر است. در این مرحله، از جدول عمر ایران که همان 

( که یک 21در این مقاله، از فرمول )   آوردن  دست آوریم. برای به می دست را مستقیماً به  ̈ و     کنیم و مقادیر فرانسه است، استفاده می

 کنیم: رابطه بازگشتی است استفاده می

                                                                                                                           (21 ) 

 که:

        و          

که   ̈ و   شوند و همچنین با دانستن رابطه میان  ( محاسبه می21با استفاده از رابطه بازگشتی )   ,  ,     ,    در نتیجه مقادیر 

 را نیز محاسبه کرد.   ̈ توان مقادیر متناظر با ( است می22صورت رابطه ) به

  ̈  
    

 
                                                                                                   (22)  

و استفاده از این   ̅ و  ̅ ها یا حل انتگرال مربوط به  ین فرمولاما برای دومین قسمت، یعنی استفاده از مدل، دو فرمول زیر را داریم که ا

 آیند: می دست کند و خواص مربوط به این ویژگی به نوع پیروی می -خاصیت که زمان مرگ از توزیع فاز

 ̅  ∫  -   

 
 ( )    (  )       - ( )  -   

- 
                                                 (23 ) 

 ̅  ∫     
 

 

 ( )    (  )        ( )(    )                                  

ال کرده و ومیر ایران اعم ها را برای جدول مرگ توانیم این روش شده برای هر دو قسمت را بیان کردیم اکنون می های استفاده حال که فرمول
 نتایج را مقایسه کنیم.

 
 %27محاسبات ارزش فعلی بیمه تمام زندگی با نرخ  :3جدول 

 اختلاف مقادیر توسط مدل   برای آمده  دست مقدار به توسط جدول عمر   آمده برای  دست مقدار به x سن نرخ بهره

27% 

37 71555/7 71227/7 77779/7- 

77 72305/7 72230/7 77131/7- 

97 79105/7 77555/7 77717/7- 

07 17293/7 17177/7 77193/7- 

77 15320/7 15173/7 77193/7- 

 
روش و اختلاف بین این دو ارائه شده است. تفاوت اندک بین این مقادیر مشهود است که  2وسیله  عمر به ارزش فعلی بیمه تمام 3 در جدول

 ها برازش داده شده است. دهد که مدل به خوبی به داده می نشان

 

 

 ریوممرگ یبندنوع در مدل -فاز یهاکاربرد مدل
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 %27محاسبات ارزش فعلی مستمری با نرخ  :7جدول 

 اختلاف مقادیر توسط مدل ̈  برای آمده دست مقدار به توسط جدول   ̈ آمده برای دست مقدار به xسن  نرخ بهره

27% 

37 55770/9 71110/9 70557/7- 

77 59759/9 39727/9 97705/7- 

97 05559/9 15773/9 97951/7- 

07 35757/9 57713/7 97771/7- 

77 57777/7 33129/7 97522/7- 

 

 نتایج و بحث

ومیر ایران  بندی جدول مرگ نوع که براساس فرایند مارکوف پیوسته با یک موقعیت جذب )مرگ( است برای مدل -در این مقاله، توزیع فاز

های فرایند مارکوف برابر با یک سن فیزلوژیکی انسان است که موقعیت جذب نیز همان  نوع هریک از موقعیت -استفاده شده است. در توزیع فاز

که فرایند با یک مکانسیم پیری ارتباط  شود. چنان ساختار خاص این مدل براساس ماتریس انتقال فرایند مارکوف شناسایی میمرگ است. 

علاوه استفاده از فرایند مارکوف پیوسته متناهی ما را  دادن مدل امری لازم است. به داشته باشد برآورد دقیق پارامترهای ماتریس برای برازش

توان از چگالی، گشتاور و... زمان  کند. در نتیجه، با دانستن توزیع زمان مرگ می نوع پیروی می -زمان مرگ از توزیع فاز کند که مطمئن می

شده  ومیر ارائه توان برای مدل مرگ رود را می کارمی نوع به -های تحلیلی که برای توزیع فاز مرگ آگاهی پیدا کرد و همچنین بسیاری از روش

 گذاری بیمه عمر و مستمری را انجام داد. های بسته، قیمت توان براساس عبارت نوع این مزیت را دارد که می -از توزیع فاز استفادهبسط داد. 

 

 پیشنهادهابندی و جمع

توان هم رده سبک زندگی فرانسه دانست، جدول  که سبک زندگی ایران را می با توجه به نظر کارشناسان بیمه مرکزی ج.ا.ا ازآنجایی

های آن است. با اینکه  فرانسه بااعمال کمّی تغییرات در نرخ 55-57ومیر تی دی  شده در ایران برای محاسبات، جدول مرگ ومیر استفاده مرگ

طورکامل متناسب با ایران باشد، وجود  ومیر در ایران پرداختند ولی هنوز جدولی که بتواند به ( به ایجاد جدول مرگ1375زنجانی و نورالهی)

رو  های مختلف و مقایسه آنها جهت پیشگویی امکان ندارد، ازاین ومیر برای سال دادن به جدول مرگ لذا استفاده از این مدل جهت برازشندارد. 

ومیر جاری در  تواند تصویری از روند مرگ آوردن مقادیر پارامتر می دست و برازش مدل به آنها و به 1ومیر از فرانسه پیشنهاد انتخاب جداول مرگ

 ایران را نشان دهد و  پیشگویی را برای ایران ممکن سازد.

 

 و ماخذ منابع

 .تأمین اجتماعی، تهران: مؤسسه پژوهشی 1379ومیر ایران برای سال  . جدول مرگ(1375)نوراللهی، ط.، .الف. زنجانی، ح

 

Austad, S.N., (1997)    y     g :       c   c        c v    g    u         y’  j u   y     ug  

life, New York: John Wiley & Sone. 

Bafitis, H.; Sargent, F., (1977). Human physiological adaptability through the life sequence. 

Journal of gerontology, 32, pp. 402-10. 

                                                
 درج شده است. http://www.mortaility.org. در سایت 1

 زادهحسن نیامو  آذر یزهرا شجاع

http://www.mortaility.org/


77 

 

Bowers, N.L.; Gerber, H.U.; Hickman, J.C.; Jones, D.A.; Nesbitt, C.J., (1997). Actuarial 

mathematics, The Society of Actuaries, Schaumburg, Illionis, 2nd ed. 

Drekic, S.; Dickson, D.; Stanford, D.; Willmot, G., (2004). On the distribution of the deficit at ruin 

when claims are phase-type. Scandinavian Actuarial Journal, 2, pp. 105-20. 

Erlang, A.K., (1909). Sandsynlighedsregning og telefonsamtaler (in Danish: translated: The 

theory of probabilities and telephone conversations). Nyt tidsskrift for Matematik (in Danish: 

translated: New Journal of Mathematics, 20, pp. 33-9. 

Erlang, A.K., (1917). Solution of some problems in the theory of probabilities of significance in 

 u      c   l         c   g             O   c   l c   c l’    u   l,   ,      89-97. 

Hassan Zadeh, A.; Jones, B.; Stanford, D., (2013). The use of phase-type models for disability 
insurance calculations. Scandinavian Actuarial Journal. Doi of the Paper Is: 
10.1080/03461238.2012.761645. 

Jensen, A., (1953). A distribution model applicable to economics. Munksgaard, Copenhagen. 

Jones, H., ( 1956).  A special  consideration  of the aging  process, Disease  and Life Expectancy, 4 

of Advances in Biological and Medical Physics, J.H.Lawrence and C.A. Tobias(eds.), Academic 

Press Inc, New York, pp. 281–337. 

Lee, R.D.; Carter, L.R., (1992). Modelling and forecasting U.S. mortality. Journal of the American 

Statistical Association, 14, pp. 659–75. 

Lin, X.S.; Liu, X., (2007). Markov aging process and phase-type law of mortality. North American 

Actuarial Journal. 11(4), pp. 92-109. 

Neuts, M.F., (1981). Matrix-geometric solutions in stochastic models: An algorithmic approach. 

The John Hopkins University Press, Baltimore. 

Shock, N., (1974). Physiological theories of aging. Theoretical aspects of aging, M. Rockstein 

(Ed.), Acamdemic Press, New York, pp. 119-36. 

Strehler, B.L., (1999). Time, Cells, and Aging, Demetriades Brothers, Larnaca. 

Yashin, A.I., (2001). Mortality models incorporating theoretical concepts of ageing. Forecasting 

Mortality in Developed Countries, E. Tabeau, A. van den Berg Jeths, C.Heathcote (eds.), 

Springer Netherlands: Kluwer Academic Publishers, pp. 261-80. 

 77-95ص  ،7شماره پیاپی  ،1352 زمستان ،1شماره  ،3دوره  مهیپژوهشنامه ب یعلم هینشر


