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BACKGROUND AND OBJECTIVES: Companies and institutes in industrial and 
developed countries have changed their pension plans from defined benefit (DB) 
plans to defined contribution (DC) ones. By this approach, they have transferred the 
risk of forming and managing a portfolio to buy suitable life insurance at the time of 
retirement to the employees of these centers.  In line with these changes, the aim 
of this paper is to present an optimal investment portfolio to buy a favorable life 
insurance at the time of retirement.
METHODS: In this paper, with the aim of determining an optimal investment portfolio 
during the accumulation phase in an efficient market, the Martingale method and 
a target-based mean-variance approach are applied to solve the stochastic optimal 
control problem.
FINDINGS: By the presented method, we explicitly acquire optimal investment 
strategy during the accumulation phase by the time of retirement. An optimal 
investment strategy is an optimal investment portfolio where available assets in 
financial markets are included. Financial markets consist of risky assets, riskless 
assets and cash where the price of risky assets follows the geometric Brownian 
motion model. The investor’s contributions to the pension plan also follow geometric 
Brownian motion with two factors and the interest rate has Vasicek model. Finally, 
using the historical data of the financial market of Iran, we calibrate the parameters 
of the introduced models and construct the corresponding optimal portfolio. For 
investment strategies with low, mild, and high risk tendencies, we simulate the 
construction and change in the value of the optimal investment portfolio for each 
year of the accumulation phase. 
CONCLUSION: Based on the simulations conducted, the high risk strategy, with 
a small percentage of assets allocated to investment in risky assets, eliminates 
opportunities for profit through risk-taking, which may result in an undesirable 
accumulated fund. On the other hand, low risk startegies, with a high percentage 
of assets allocated to investment in risky assets, increases bankruptcy and failing 
probability to reach a minimum level of accumulated capital. Therefore, according to 
these results, a mild risk- strategy, which simultaneously emphasizes opportunities 
for risk-taking and greater guarantee about the minimum accumulated capital, can 
meet the needs of a wide range of investors.   
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مقاله علمی 
 سبد بهینة سرمایه گذاری در طرح های بیمه با مشارکت معین با رویکرد میانگین– واریانس هدف محور  

نویده مدرسی*، پارسا یحیوی 

گروه ریاضی، دانشکده آمار، ریاضی و رایانه، دانشگاه علامه طباطبائی، تهران، ایران

پیشینه و اهداف: شرکت ها و مؤسسات در کشورهای پیشرفته و صنعتی طرح های بازنشستگی خود 
را از طرح هایی با مزایای معین به طرح هایی با مشارکت معین تغییر داده اند. آن ها با این رویکرد، ریسک 
تشکیل و کنترل یک سبد سرمایه برای خرید بیمة عمر مناسب برای بازنشستگی را بر عهدة کارکنان 
این مراکز قرار داده اند. در راستای این تغییرات هدف این مقاله ارائة سبد سرمایة بهینه برای خرید بیمة 

عمر مطلوب در زمان بازنشستگی است.
روش شناسی: در این مقاله با هدف یافتن یک سبد سرمایة بهینه در دورة تجمیع اعتبار مالی در یک 
بازار کامل از روش مارتینگل و رویکرد میانگین– واریانس هدف محور برای حل مسئلة کنترل بهینة 

تصادفی استفاده می شود.
یافته ها: با استفاده از روش ارائه شده، استراتژی بهینة سرمایه گذاری در دوران تجمیع سرمایه تا پیش از 
بازنشستگی را به طور صریح به دست می آوریم. استراتژی بهینه، سبد سرمایه گذاری بهینه ای متشکل از 
دارایی های در دسترس در بازار مالی معرفی شده است. بازار مالی مورد نظر از دو دارایی ریسکی و بدون 
ریسک و پول نقد تشکیل شده است که دینامیک قیمت دارایی ریسکی از مدل حرکت براونی هندسی 
پیروی می کند. پرداخت های سرمایه گذار به طرح بیمه نیز از مدل حرکت براونی هندسی با دو عامل 
تبعیت می کنند و نرخ بهره دارای مدل وسیچک است. در نهایت با استفاده از داده های تاریخی بازار 
مالی ایران پارامتر های مدل های معرفی شده را کالیبره می کنیم و سبد بهینة متناظر را تشکیل می دهیم. 
به ازای استراتژی های سرمایه گذاری با ریسک گریزی پایین، متعادل و بالا روند ساخت و تغییر ارزش سبد 

سرمایه گذاری بهینه در هر سال از دورة تجمیع را شبیه سازی می کنیم. 
نتیجه گیری:  با توجه به شبیه سازی های انجام شده، استراتژی با ریسک گریزی بالا، با تخصیص درصد 
کمی از دارایی به سرمایه گذاری در دارایی ریسکی، فرصت های کسب سود از طریق پذیرش ریسک را 
از بین می برد؛ بنابراین ممکن است سرمایة تجمیع شده نامطلوب باشد. ازطرفی ریسک گریزی پایین، با 
تخصیص درصد بالایی از دارایی به سرمایه گذاری در دارایی ریسکی، احتمال ورشکستگی و نرسیدن به 
حداقلی از سرمایة تجمیع شده را افزایش می دهد. بنابراین با توجه به این نتایج استراتژی ریسک گریزی 
متعادل که هم زمان به موقعیت های پذیرش ریسک و همچنین تضمین بیشتر دربارة حداقل سرمایة 

تجمیع شده تأکید می کند، توان پاسخگویی به نیاز طیف وسیعی از سرمایه گذاران را دارد. 
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 مقدمه     
در اوایل قرن بیست و یکم و با اوج گیری بحران مالی که موجب 
ورشکستگی شرکت های بسیاری در کشور های صنعتی شد، بسیاری از 
صنایع در برآوردن تعهدات خود در قبال پرداخت حقوق بازنشستگی 
کارمندان دچار مشکل شدند. به موجب این رویداد افزایش تمایل افراد 
و شرکت ها به طرح های بیمه با مشارکت معین که از سال های قبل نیز 
.)Ilmanen et al., 2017( در حال رشد بود، شدت بیشتری گرفت 

 به موجب این طرح شرکت ها با کسر بخشی از درآمد سالیانه کارکنان 
آن ها  به  مناسبی  حقوق  بازنشستگی  زمان  در  که  می شدند  متعهد 
پرداخت کنند. این روش ریسک سرمایه گذاری برای بازنشستگی را 
که  مالی ای  منابع  ارزش  درحالی که  متوجه شرکت ها می کرد،  کاملًا 
به شدت  داشتند  نظر  در  خود  بیمه ای  تعهدات  پرداخت  برای  آن ها 
عوامل  این   .(Farrell and Shoag, 2015) بود  کرده  پیدا  کاهش 
موجب شد شرکت ها با تغییر روش خود به سمت طرح بیمه با مشارکت 
معین حرکت کنند که به موجب این طرح ها حقوق و مزایای کارکنان 
هیچ گونه  شرکت  مقابل  در  می شد.  پرداخت  آن ها  به  کامل  به طور 
مسئولیتی در ارتباط با بیمة افراد نداشت و کارکنان می بایست برای 
زمان بازنشستگی خود برنامه ریزی می کردند. این طرح بیمه به ایجاد 
مسائل بسیاری در زمینة سرمایه گذاری برای بازنشستگی منجر شد. 
از جملة این مسائل نحوة تشکیل سبد سرمایة بهینه ای است که بتواند 
در طول دورة تجمیع، یعنی از زمان شروع به کار تا زمان بازنشستگی، 
اعتبار مالی لازم برای خرید بیمة عمر با حقوق پرداختی مناسب پس 
از بازنشستگی را فراهم کند. علاوه بر بیشینه کردن اعتبار مالی انباشته 
اهمیت  از  نیز  فرد  ورشکستگی  احتمال  کردن  کمینه  این سبد،  در 
فراوانی برخوردار است، زیرا ممکن است دورة سرمایه گذاری به نحوی 
پیش برود که اعتبار مالی تجمیع شده امکان خرید بیمة عمر مناسب 
.(Forsyth and Vetzal, 2019) نکند  فراهم  سرمایه گذار  برای   را 
   بسیاری از کشور های در حال پیشرفت به دنبال ایجاد تغییر در نگرش 
خود به طرح های بیمه هستند و در این راستا به افزایش طرح های بیمه 
.)Eling and Loperfido, 2019( با مشارکت معین روی می آورند 

 با توجه به تمایل روزافزون مردم ایران به برخورداری از روش های 
بهینة  روش  تعیین  اهمیت  بازنشستگی،  بیمه های  خرید  متنوع 
نمایان شده است  بیمه بیش از پیش  این طرح های  سرمایه گذاری در 
این  به  پاسخ   .)Dindar Kaleh Sar and Dashtbany, 2022(
مالی  اعتبار  چگونه  باید  سرمایه گذار  تجمیع،  دورة  در  که  پرسش 
خود را سرمایه گذاری کند به حل مسئلة کنترل بهینه تصادفی منجر 
می شود. حل این مسئله فرایند بهینة سرمایه گذاری را تعیین می کند، 
به این نحو که در ابتدای هر سال در دورة تجمیع درصدی از اعتبار 
در  دارایی های  از  هریک  در  باید  که  سال  آن  تا  انباشته شده  مالی 

دسترس سرمایه گذاری شود، مشخص می شود.
نظر به اهمیت تعیین سبد بهینة سرمایه گذاری ضروری است این 
سبد بهینه را مطابق با شرایط دارایی های در دسترس در بازار مالی 
ایران تعیین کنیم و برای اجرای طرح های بیمه با مشارکت معین به کار 
Zobeiri and Motameni (2020( بریم که در این راستا پژوهش 

 شایان توجه است. در این پژوهش با فرض کامل بودن بازار از روش 
جواب  آوردن  دست  به  و  مسئله  این  حل  برای  میانگین –واریانس 
به  فقط  میانگین –واریانس  روش  در  می کنیم.  استفاده  آن  صریح 
مسئله  بنابراین  می شود  پرداخته  سرمایه گذار  ریسک گریزی  درجة 
را به طور معادل با یک روش هدف محور حل می کنیم. در این روش 
به جای درجة ریسک گریزی از هدف نهایی اعتبار مالی برای تعیین 
روش  به  را  مسئله  می شود.  استفاده  سرمایه گذاری  نحوة  کنترل  و 
هدف  می آوریم.  دست  به  را  بهینه  سبد  و  می کنیم  مارتینگل حل 
اصلی این پژوهش یافتن جواب تحلیلی مسئلة کنترل تصادفی برای 
معین  مشارکت  با  بیمه  طرح  در  سرمایه گذاری  بهینة  سبد  تعیین 

است.
مدل  ابتدا  است.  شده  نگارش  زیر  ترتیب  به  تحقیق  این 
سرمایه گذاری و بازار مالی در دسترس و همچنین حالت کلی مسئلة 
از  پس  می کنیم.  معرفی  نظری  مبانی  در  را  تصادفی  بهینة  کنترل 
تبدیل  چگونگی  ابتدا  روش شناسی  بخش  در  پژوهش  پیشینة  بیان 
مسئلة میانگین –واریانس به مسئلة هدف محور را بیان می کنیم و پس 
و سبد  مالی  بازار  در  موجود  دارایی های  دینامیک  انتخاب  به  آن  از 
بهینة متناظر با آن می پردازیم. در نهایت با توجه به نتایج بخش های 
قبل و به کمک رابطة به دست آمده برای سبد بهینه در دورة تجمیع 
سرمایه گذاری این سبد را به ازای سه استراتژی با زیان گریزی پایین، 
آن  از  حاصل  نتایج  بررسی  به  و  می کنیم  بازسازی  بالا  و  متعادل 

می پردازیم.

 مبانی نظری پژوهش
 معرفی مدل و بازار مالی

به  آن  چهارچوب  در  سرمایه گذار  که  مالی  بازار  می کنیم  فرض 
حل مسئلة کنترل بهینة تصادفی می پردازد کامل باشد. در این بازار 
) که بر فضای احتمال  )W t n حرکت براونی مستقل  ریسک توسط 
تعریف شده اند، مدل سازی می شود.   0( ,{F} , )t t T P≤ ≤Ω پالایش شده 
اندازة  و   براونی  حرکت های  توسط  تولیدشده  پالایة  0{ }t t TF ≤ ≤

احتمال عینی بازار است.
فرض 1: متغیر تصادفی  از یک فرایند تصادفی که بیانگر 
عامل تصادفی موجود در بازار مانند نرخ بهره، درآمد و امثال آن است 

در هر لحظه  از دینامیک زیر پیروی می کند: 

 پژوهش  مبانی نظری

 ی مدل و بازار مال یمعرف

در این بازار ریاک .  باشدپردازد کامل  تصادفی می  ةکنترل بهین  ةآن به حل مائل  چهارچا گذار در  بازار مالی که سرمایهکنیم  فرض می
ماتقل    𝑛𝑛تاسط   براونی  پالایش  𝑊𝑊(𝑡𝑡)حرکت  احتمال  فضای  بر  ,𝛺𝛺)ه  شدکه  {Ƒ𝑡𝑡}0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇, 𝑃𝑃)  شده شاد. می  سازی مدل   ،اندتعری  

 {Ƒ𝑡𝑡}0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇های براونی و تالیدشده تاسط حرکت ةپالای𝑃𝑃 احتمال عینی بازار است. ةانداز 

در هر    است  امثال آنمل تصادفی ماجاد در بازار مانند نر  بهره، درآمد و  که بیانگر عا  تصادفی  فراینداز یک    𝐿𝐿(𝑡𝑡)تصادفی    متغیر:1  فرض
  :کنداز دینامیک زیر پیروی می 𝑡𝑡لحظه 

𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕) = 𝝁𝝁𝒅𝒅(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝜫𝜫(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)   (1        )  
,𝜫𝜫(𝒕𝒕،  هلفؤم  𝒔𝒔  با  برداری   𝒅𝒅(𝒕𝒕)که در آن   𝒍𝒍)  ماتریای  𝒔𝒔 × 𝒏𝒏    و𝒅𝒅(𝟎𝟎) = 𝒅𝒅𝟎𝟎 ∈ 𝑹𝑹𝒔𝒔   صارد دینامیک قیمت دارایی بدون ریاک بهو

 𝒅𝒅𝑹𝑹(𝒕𝒕) = 𝑹𝑹(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒕𝒕 شاد که در آن تعری  می𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)  که در فصل بعد در چهارچا  پ وهش است  آنیریاک نر  بهره بدون
 .  شادحاضر با مدل وسیچک تعیین می

 است:دارایی ریاکی با دینامیک قیمت زیر  𝒏𝒏مالی شامل بازار  :2 فرض
𝑑𝑑𝑃𝑃(𝑡𝑡) = 𝐼𝐼𝑃𝑃[𝜇𝜇(𝑡𝑡, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑡𝑡 + ∑(𝑡𝑡, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑊𝑊(𝑡𝑡) ]       (2)  

𝒏𝒏یک ماتریس قلری   𝑰𝑰𝑷𝑷که در آن   × 𝒏𝒏   است که روی قلر اصلی آن قیمت دارایی های ریاکی𝑷𝑷𝟏𝟏, 𝑷𝑷𝟐𝟐, … , 𝑷𝑷𝒏𝒏   و سایر   داردقرار
𝑷𝑷(𝟎𝟎)همچنین  و    ندهای آن برابر صفردرایه = 𝑷𝑷𝟎𝟎 ∈ 𝑹𝑹𝒏𝒏  .𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)     برداری𝒏𝒏  و    ای هلفؤم∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)  کااریانس   –واریانس  ماتریس𝒏𝒏 × 𝒏𝒏 
  در شرط لیپشیتز که  شاند  ای تعری  میگانه( به2( و ) 1ترتی  در روابط ) رانش و انتشار به  .  است

 .  است شرایط وجاد و یکتایی جاا  این دو معادله برقرارکنند و صدق می
بردار   و  وجاد دارد 𝑸𝑸یکتا مانند   یک اندازه مارتینگل ریاک خنثی معادل   آنگاه   ،باشدبازار مالی مارد نظر کامل و بدون آربیتراژ  اگر    :1  ةگزار

,𝝃𝝃(𝒕𝒕قیمت بازاری ریاک  𝒍𝒍) د آیمیدست ه زیر ب ةماجاد و یکتا است و از حل معادل.   
∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝝃𝝃(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) = 𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏 

,𝑡𝑡)∑های یک و ماتریس  مؤلفه ةبرداری با هم 1که  طاری هب 𝑙𝑙)  پذیر باشد. معکا 

,𝜉𝜉(𝑡𝑡کنیم  میفرض    :2  ةگزار 𝑧𝑧)  ةوینر تحت انداز  فرایند  تغییراد  گیرساناف  ةدر این صارد طبق قضی  ، یکاف صدق کندودر شرط نا 𝑄𝑄   از
𝑑𝑑𝑊𝑊𝑄𝑄(𝑡𝑡)دینامیک   = −𝜉𝜉(𝑡𝑡, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝑑𝑑𝑊𝑊(𝑡𝑡)    که در آن  کند  میتبعیت𝑊𝑊(𝑡𝑡)  عینی بازار  ةوینر تحت انداز  فرایند،  𝑃𝑃  مشتق است .
:شادصارد زیر تعری  میمارتینگل ریاک خنثی به ةعینی بازار نابت به انداز ةاندازنیکادیم  –رادون

𝑚𝑚(𝑡𝑡0, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒−1
2 ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢,𝑙𝑙)′𝜉𝜉(𝑢𝑢,𝑙𝑙)𝑡𝑡

𝑡𝑡0 𝑑𝑑𝑢𝑢+∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢,𝑙𝑙)′𝑡𝑡
𝑡𝑡0 𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢) 

,𝑚𝑚(𝑡𝑡0 ةازای مقادیر اولیدیفرانایل زیر به  ةکه از جاا  معادل 𝑡𝑡0) =  :آیددست میه ب 1

𝑑𝑑𝑚𝑚(𝑡𝑡0, 𝑡𝑡) = 𝑚𝑚(𝑡𝑡0, 𝑡𝑡)𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)′𝑑𝑑𝑊𝑊(𝑡𝑡) 

 . نماد ترانهاده است ′که در آن 
 ةرابل 𝒅𝒅(𝒕𝒕)  پذیر ماننداندازه-tازای هر متغیر تصادفی به  :3 ةگزار 

 (3 )       𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎
𝑸𝑸 [𝒅𝒅(𝒕𝒕)] = 𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎[𝒅𝒅(𝒕𝒕)𝒎𝒎(𝒕𝒕𝟎𝟎, 𝒕𝒕)] 

𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎 برقرار است که در آن  
𝑸𝑸و𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎  ترتی  امید ریاضی شرطی  به𝑬𝑬[. |Ƒ𝒕𝒕]  احتمال    ةمارتینگل ریاک خنثی معادل و تحت انداز   ةتحت انداز

 .   عینی بازار هاتند
,𝑩𝑩(𝒕𝒕  فرض کنید  :4ه  گزار  𝑻𝑻)   قیمت یک ورقه قرضه صفر کاپن با سررسید 𝑻𝑻    و𝝈𝝈𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) در    جمله رانش 𝒅𝒅𝑩𝑩(𝒕𝒕,𝑻𝑻)

𝑩𝑩(𝒕𝒕,𝑻𝑻)  تغییراد   .باشد
𝒅𝒅𝒅𝒅𝑭𝑭𝑻𝑻(𝒕𝒕)  دینامیک  به  𝑭𝑭𝑻𝑻اندازه سل     وینر تحت  فرایند = −𝝈𝝈𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝒅𝒅𝒅𝒅𝑸𝑸(𝒕𝒕) اگر شاخ  ارزش جدید  شادتبدیل می .
,𝑩𝑩(𝒕𝒕صفر کاپن،  ةقرض ةمالی را قیمت ورقبازار  𝑻𝑻) ازای هر متغیر تصادفی آنگاه به ،، لحاظ کنیمT-پذیر مانند اندازه𝒅𝒅(𝑻𝑻) داریم  

  )1(

 ×s n  ماتریسی 

 پژوهش  مبانی نظری

 ی مدل و بازار مال یمعرف

در این بازار ریاک .  باشدپردازد کامل  تصادفی می  ةکنترل بهین  ةآن به حل مائل  چهارچا گذار در  بازار مالی که سرمایهکنیم  فرض می
ماتقل    𝑛𝑛تاسط   براونی  پالایش  𝑊𝑊(𝑡𝑡)حرکت  احتمال  فضای  بر  ,𝛺𝛺)ه  شدکه  {Ƒ𝑡𝑡}0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇, 𝑃𝑃)  شده شاد. می  سازی مدل   ،اندتعری  

 {Ƒ𝑡𝑡}0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇های براونی و تالیدشده تاسط حرکت ةپالای𝑃𝑃 احتمال عینی بازار است. ةانداز 

در هر    است  امثال آنمل تصادفی ماجاد در بازار مانند نر  بهره، درآمد و  که بیانگر عا  تصادفی  فراینداز یک    𝐿𝐿(𝑡𝑡)تصادفی    متغیر:1  فرض
  :کنداز دینامیک زیر پیروی می 𝑡𝑡لحظه 

𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕) = 𝝁𝝁𝒅𝒅(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝜫𝜫(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)   (1        )  
,𝜫𝜫(𝒕𝒕،  هلفؤم  𝒔𝒔  با  برداری   𝒅𝒅(𝒕𝒕)که در آن   𝒍𝒍)  ماتریای  𝒔𝒔 × 𝒏𝒏    و𝒅𝒅(𝟎𝟎) = 𝒅𝒅𝟎𝟎 ∈ 𝑹𝑹𝒔𝒔   صارد دینامیک قیمت دارایی بدون ریاک بهو

 𝒅𝒅𝑹𝑹(𝒕𝒕) = 𝑹𝑹(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒕𝒕 شاد که در آن تعری  می𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)  که در فصل بعد در چهارچا  پ وهش است  آنیریاک نر  بهره بدون
 .  شادحاضر با مدل وسیچک تعیین می

 است:دارایی ریاکی با دینامیک قیمت زیر  𝒏𝒏مالی شامل بازار  :2 فرض
𝑑𝑑𝑃𝑃(𝑡𝑡) = 𝐼𝐼𝑃𝑃[𝜇𝜇(𝑡𝑡, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑡𝑡 + ∑(𝑡𝑡, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑊𝑊(𝑡𝑡) ]       (2)  

𝒏𝒏یک ماتریس قلری   𝑰𝑰𝑷𝑷که در آن   × 𝒏𝒏   است که روی قلر اصلی آن قیمت دارایی های ریاکی𝑷𝑷𝟏𝟏, 𝑷𝑷𝟐𝟐, … , 𝑷𝑷𝒏𝒏   و سایر   داردقرار
𝑷𝑷(𝟎𝟎)همچنین  و    ندهای آن برابر صفردرایه = 𝑷𝑷𝟎𝟎 ∈ 𝑹𝑹𝒏𝒏  .𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)     برداری𝒏𝒏  و    ای هلفؤم∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)  کااریانس   –واریانس  ماتریس𝒏𝒏 × 𝒏𝒏 
  در شرط لیپشیتز که  شاند  ای تعری  میگانه( به2( و ) 1ترتی  در روابط ) رانش و انتشار به  .  است

 .  است شرایط وجاد و یکتایی جاا  این دو معادله برقرارکنند و صدق می
بردار   و  وجاد دارد 𝑸𝑸یکتا مانند   یک اندازه مارتینگل ریاک خنثی معادل   آنگاه   ،باشدبازار مالی مارد نظر کامل و بدون آربیتراژ  اگر    :1  ةگزار

,𝝃𝝃(𝒕𝒕قیمت بازاری ریاک  𝒍𝒍) د آیمیدست ه زیر ب ةماجاد و یکتا است و از حل معادل.   
∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝝃𝝃(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) = 𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏 

,𝑡𝑡)∑های یک و ماتریس  مؤلفه ةبرداری با هم 1که  طاری هب 𝑙𝑙)  پذیر باشد. معکا 

,𝜉𝜉(𝑡𝑡کنیم  میفرض    :2  ةگزار 𝑧𝑧)  ةوینر تحت انداز  فرایند  تغییراد  گیرساناف  ةدر این صارد طبق قضی  ، یکاف صدق کندودر شرط نا 𝑄𝑄   از
𝑑𝑑𝑊𝑊𝑄𝑄(𝑡𝑡)دینامیک   = −𝜉𝜉(𝑡𝑡, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝑑𝑑𝑊𝑊(𝑡𝑡)    که در آن  کند  میتبعیت𝑊𝑊(𝑡𝑡)  عینی بازار  ةوینر تحت انداز  فرایند،  𝑃𝑃  مشتق است .
:شادصارد زیر تعری  میمارتینگل ریاک خنثی به ةعینی بازار نابت به انداز ةاندازنیکادیم  –رادون

𝑚𝑚(𝑡𝑡0, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒−1
2 ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢,𝑙𝑙)′𝜉𝜉(𝑢𝑢,𝑙𝑙)𝑡𝑡

𝑡𝑡0 𝑑𝑑𝑢𝑢+∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢,𝑙𝑙)′𝑡𝑡
𝑡𝑡0 𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢) 

,𝑚𝑚(𝑡𝑡0 ةازای مقادیر اولیدیفرانایل زیر به  ةکه از جاا  معادل 𝑡𝑡0) =  :آیددست میه ب 1

𝑑𝑑𝑚𝑚(𝑡𝑡0, 𝑡𝑡) = 𝑚𝑚(𝑡𝑡0, 𝑡𝑡)𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)′𝑑𝑑𝑊𝑊(𝑡𝑡) 

 . نماد ترانهاده است ′که در آن 
 ةرابل 𝒅𝒅(𝒕𝒕)  پذیر ماننداندازه-tازای هر متغیر تصادفی به  :3 ةگزار 

 (3 )       𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎
𝑸𝑸 [𝒅𝒅(𝒕𝒕)] = 𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎[𝒅𝒅(𝒕𝒕)𝒎𝒎(𝒕𝒕𝟎𝟎, 𝒕𝒕)] 

𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎 برقرار است که در آن  
𝑸𝑸و𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎  ترتی  امید ریاضی شرطی  به𝑬𝑬[. |Ƒ𝒕𝒕]  احتمال    ةمارتینگل ریاک خنثی معادل و تحت انداز   ةتحت انداز

 .   عینی بازار هاتند
,𝑩𝑩(𝒕𝒕  فرض کنید  :4ه  گزار  𝑻𝑻)   قیمت یک ورقه قرضه صفر کاپن با سررسید 𝑻𝑻    و𝝈𝝈𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) در    جمله رانش 𝒅𝒅𝑩𝑩(𝒕𝒕,𝑻𝑻)

𝑩𝑩(𝒕𝒕,𝑻𝑻)  تغییراد   .باشد
𝒅𝒅𝒅𝒅𝑭𝑭𝑻𝑻(𝒕𝒕)  دینامیک  به  𝑭𝑭𝑻𝑻اندازه سل     وینر تحت  فرایند = −𝝈𝝈𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝒅𝒅𝒅𝒅𝑸𝑸(𝒕𝒕) اگر شاخ  ارزش جدید  شادتبدیل می .
,𝑩𝑩(𝒕𝒕صفر کاپن،  ةقرض ةمالی را قیمت ورقبازار  𝑻𝑻) ازای هر متغیر تصادفی آنگاه به ،، لحاظ کنیمT-پذیر مانند اندازه𝒅𝒅(𝑻𝑻) داریم  

) برداری با s مؤلفه،  )L t که در آن 
) و دینامیک قیمت دارایی بدون ریسک به صورت  ) 00 = ∈ sL L R و 
) نرخ  ),r t l ) تعریف می شود که در آن  ) ( ) ( ),= dR t R t r t l dt
بهره بدون ریسک آنی است که در فصل بعد در چهارچوب پژوهش حاضر 
.(Menoncin and Vigna, 2017) با مدل وسیچک تعیین می شود 

n دارایی ریسکی با دینامیک قیمت زیر  فرض 2: بازار مالی شامل 
است:
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( ) ( ) ( ) ( ), ,       PdP t I t l dt t l dW tµ = + ∑                        )2(

قطر  روی  که  n× است  n قطری  ماتریس  PI یک  آن  در  که 
1 قرار دارد و سایر  2, , ,… nP P P اصلی آن قیمت دارایی های ریسکی 
  

 پژوهش  مبانی نظری

 ی مدل و بازار مال یمعرف

در این بازار ریاک .  باشدپردازد کامل  تصادفی می  ةکنترل بهین  ةآن به حل مائل  چهارچا گذار در  بازار مالی که سرمایهکنیم  فرض می
ماتقل    𝑛𝑛تاسط   براونی  پالایش  𝑊𝑊(𝑡𝑡)حرکت  احتمال  فضای  بر  ,𝛺𝛺)ه  شدکه  {Ƒ𝑡𝑡}0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇, 𝑃𝑃)  شده شاد. می  سازی مدل   ،اندتعری  

 {Ƒ𝑡𝑡}0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇های براونی و تالیدشده تاسط حرکت ةپالای𝑃𝑃 احتمال عینی بازار است. ةانداز 

در هر    است  امثال آنمل تصادفی ماجاد در بازار مانند نر  بهره، درآمد و  که بیانگر عا  تصادفی  فراینداز یک    𝐿𝐿(𝑡𝑡)تصادفی    متغیر:1  فرض
  :کنداز دینامیک زیر پیروی می 𝑡𝑡لحظه 

𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕) = 𝝁𝝁𝒅𝒅(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝜫𝜫(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)   (1        )  
,𝜫𝜫(𝒕𝒕،  هلفؤم  𝒔𝒔  با  برداری   𝒅𝒅(𝒕𝒕)که در آن   𝒍𝒍)  ماتریای  𝒔𝒔 × 𝒏𝒏    و𝒅𝒅(𝟎𝟎) = 𝒅𝒅𝟎𝟎 ∈ 𝑹𝑹𝒔𝒔   صارد دینامیک قیمت دارایی بدون ریاک بهو

 𝒅𝒅𝑹𝑹(𝒕𝒕) = 𝑹𝑹(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒕𝒕 شاد که در آن تعری  می𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)  که در فصل بعد در چهارچا  پ وهش است  آنیریاک نر  بهره بدون
 .  شادحاضر با مدل وسیچک تعیین می

 است:دارایی ریاکی با دینامیک قیمت زیر  𝒏𝒏مالی شامل بازار  :2 فرض
𝑑𝑑𝑃𝑃(𝑡𝑡) = 𝐼𝐼𝑃𝑃[𝜇𝜇(𝑡𝑡, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑡𝑡 + ∑(𝑡𝑡, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑊𝑊(𝑡𝑡) ]       (2)  

𝒏𝒏یک ماتریس قلری   𝑰𝑰𝑷𝑷که در آن   × 𝒏𝒏   است که روی قلر اصلی آن قیمت دارایی های ریاکی𝑷𝑷𝟏𝟏, 𝑷𝑷𝟐𝟐, … , 𝑷𝑷𝒏𝒏   و سایر   داردقرار
𝑷𝑷(𝟎𝟎)همچنین  و    ندهای آن برابر صفردرایه = 𝑷𝑷𝟎𝟎 ∈ 𝑹𝑹𝒏𝒏  .𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)     برداری𝒏𝒏  و    ای هلفؤم∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)  کااریانس   –واریانس  ماتریس𝒏𝒏 × 𝒏𝒏 
  در شرط لیپشیتز که  شاند  ای تعری  میگانه( به2( و ) 1ترتی  در روابط ) رانش و انتشار به  .  است

 .  است شرایط وجاد و یکتایی جاا  این دو معادله برقرارکنند و صدق می
بردار   و  وجاد دارد 𝑸𝑸یکتا مانند   یک اندازه مارتینگل ریاک خنثی معادل   آنگاه   ،باشدبازار مالی مارد نظر کامل و بدون آربیتراژ  اگر    :1  ةگزار

,𝝃𝝃(𝒕𝒕قیمت بازاری ریاک  𝒍𝒍) د آیمیدست ه زیر ب ةماجاد و یکتا است و از حل معادل.   
∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝝃𝝃(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) = 𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏 

,𝑡𝑡)∑های یک و ماتریس  مؤلفه ةبرداری با هم 1که  طاری هب 𝑙𝑙)  پذیر باشد. معکا 

,𝜉𝜉(𝑡𝑡کنیم  میفرض    :2  ةگزار 𝑧𝑧)  ةوینر تحت انداز  فرایند  تغییراد  گیرساناف  ةدر این صارد طبق قضی  ، یکاف صدق کندودر شرط نا 𝑄𝑄   از
𝑑𝑑𝑊𝑊𝑄𝑄(𝑡𝑡)دینامیک   = −𝜉𝜉(𝑡𝑡, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝑑𝑑𝑊𝑊(𝑡𝑡)    که در آن  کند  میتبعیت𝑊𝑊(𝑡𝑡)  عینی بازار  ةوینر تحت انداز  فرایند،  𝑃𝑃  مشتق است .
:شادصارد زیر تعری  میمارتینگل ریاک خنثی به ةعینی بازار نابت به انداز ةاندازنیکادیم  –رادون

𝑚𝑚(𝑡𝑡0, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒−1
2 ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢,𝑙𝑙)′𝜉𝜉(𝑢𝑢,𝑙𝑙)𝑡𝑡

𝑡𝑡0 𝑑𝑑𝑢𝑢+∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢,𝑙𝑙)′𝑡𝑡
𝑡𝑡0 𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢) 

,𝑚𝑚(𝑡𝑡0 ةازای مقادیر اولیدیفرانایل زیر به  ةکه از جاا  معادل 𝑡𝑡0) =  :آیددست میه ب 1

𝑑𝑑𝑚𝑚(𝑡𝑡0, 𝑡𝑡) = 𝑚𝑚(𝑡𝑡0, 𝑡𝑡)𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)′𝑑𝑑𝑊𝑊(𝑡𝑡) 

 . نماد ترانهاده است ′که در آن 
 ةرابل 𝒅𝒅(𝒕𝒕)  پذیر ماننداندازه-tازای هر متغیر تصادفی به  :3 ةگزار 

 (3 )       𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎
𝑸𝑸 [𝒅𝒅(𝒕𝒕)] = 𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎[𝒅𝒅(𝒕𝒕)𝒎𝒎(𝒕𝒕𝟎𝟎, 𝒕𝒕)] 

𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎 برقرار است که در آن  
𝑸𝑸و𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎  ترتی  امید ریاضی شرطی  به𝑬𝑬[. |Ƒ𝒕𝒕]  احتمال    ةمارتینگل ریاک خنثی معادل و تحت انداز   ةتحت انداز

 .   عینی بازار هاتند
,𝑩𝑩(𝒕𝒕  فرض کنید  :4ه  گزار  𝑻𝑻)   قیمت یک ورقه قرضه صفر کاپن با سررسید 𝑻𝑻    و𝝈𝝈𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) در    جمله رانش 𝒅𝒅𝑩𝑩(𝒕𝒕,𝑻𝑻)

𝑩𝑩(𝒕𝒕,𝑻𝑻)  تغییراد   .باشد
𝒅𝒅𝒅𝒅𝑭𝑭𝑻𝑻(𝒕𝒕)  دینامیک  به  𝑭𝑭𝑻𝑻اندازه سل     وینر تحت  فرایند = −𝝈𝝈𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝒅𝒅𝒅𝒅𝑸𝑸(𝒕𝒕) اگر شاخ  ارزش جدید  شادتبدیل می .
,𝑩𝑩(𝒕𝒕صفر کاپن،  ةقرض ةمالی را قیمت ورقبازار  𝑻𝑻) ازای هر متغیر تصادفی آنگاه به ،، لحاظ کنیمT-پذیر مانند اندازه𝒅𝒅(𝑻𝑻) داریم  

.  ( ) 00 = ∈ nP P R درایه های آن برابر صفرند و همچنین 
 ×n n ) ماتریس واریانس– کواریانس  ),∑ t l n مؤلفه ای و  برداری 
به ترتیب  انتشار  و  رانش   .(Menoncin and Vigna, 2017) است 
در روابط )1( و )2( به گونه ای تعریف می شوند که در شرط لیپشیتز 
صدق می کنند و شرایط وجود و یکتایی جواب این دو معادله برقرار 

است. 
باشد،  آربیتراژ  بدون  و  کامل  نظر  مورد  مالی  بازار  اگر   :1 گزارة 
Q وجود  آنگاه یک اندازه مارتینگل ریسک خنثی معادل یکتا مانند 
 موجود و یکتا است و از حل 

 پژوهش  مبانی نظری

 ی مدل و بازار مال یمعرف

در این بازار ریاک .  باشدپردازد کامل  تصادفی می  ةکنترل بهین  ةآن به حل مائل  چهارچا گذار در  بازار مالی که سرمایهکنیم  فرض می
ماتقل    𝑛𝑛تاسط   براونی  پالایش  𝑊𝑊(𝑡𝑡)حرکت  احتمال  فضای  بر  ,𝛺𝛺)ه  شدکه  {Ƒ𝑡𝑡}0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇, 𝑃𝑃)  شده شاد. می  سازی مدل   ،اندتعری  

 {Ƒ𝑡𝑡}0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇های براونی و تالیدشده تاسط حرکت ةپالای𝑃𝑃 احتمال عینی بازار است. ةانداز 

در هر    است  امثال آنمل تصادفی ماجاد در بازار مانند نر  بهره، درآمد و  که بیانگر عا  تصادفی  فراینداز یک    𝐿𝐿(𝑡𝑡)تصادفی    متغیر:1  فرض
  :کنداز دینامیک زیر پیروی می 𝑡𝑡لحظه 

𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕) = 𝝁𝝁𝒅𝒅(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝜫𝜫(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)   (1        )  
,𝜫𝜫(𝒕𝒕،  هلفؤم  𝒔𝒔  با  برداری   𝒅𝒅(𝒕𝒕)که در آن   𝒍𝒍)  ماتریای  𝒔𝒔 × 𝒏𝒏    و𝒅𝒅(𝟎𝟎) = 𝒅𝒅𝟎𝟎 ∈ 𝑹𝑹𝒔𝒔   صارد دینامیک قیمت دارایی بدون ریاک بهو

 𝒅𝒅𝑹𝑹(𝒕𝒕) = 𝑹𝑹(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒕𝒕 شاد که در آن تعری  می𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)  که در فصل بعد در چهارچا  پ وهش است  آنیریاک نر  بهره بدون
 .  شادحاضر با مدل وسیچک تعیین می

 است:دارایی ریاکی با دینامیک قیمت زیر  𝒏𝒏مالی شامل بازار  :2 فرض
𝑑𝑑𝑃𝑃(𝑡𝑡) = 𝐼𝐼𝑃𝑃[𝜇𝜇(𝑡𝑡, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑡𝑡 + ∑(𝑡𝑡, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑊𝑊(𝑡𝑡) ]       (2)  

𝒏𝒏یک ماتریس قلری   𝑰𝑰𝑷𝑷که در آن   × 𝒏𝒏   است که روی قلر اصلی آن قیمت دارایی های ریاکی𝑷𝑷𝟏𝟏, 𝑷𝑷𝟐𝟐, … , 𝑷𝑷𝒏𝒏   و سایر   داردقرار
𝑷𝑷(𝟎𝟎)همچنین  و    ندهای آن برابر صفردرایه = 𝑷𝑷𝟎𝟎 ∈ 𝑹𝑹𝒏𝒏  .𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)     برداری𝒏𝒏  و    ای هلفؤم∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)  کااریانس   –واریانس  ماتریس𝒏𝒏 × 𝒏𝒏 
  در شرط لیپشیتز که  شاند  ای تعری  میگانه( به2( و ) 1ترتی  در روابط ) رانش و انتشار به  .  است

 .  است شرایط وجاد و یکتایی جاا  این دو معادله برقرارکنند و صدق می
بردار   و  وجاد دارد 𝑸𝑸یکتا مانند   یک اندازه مارتینگل ریاک خنثی معادل   آنگاه   ،باشدبازار مالی مارد نظر کامل و بدون آربیتراژ  اگر    :1  ةگزار

,𝝃𝝃(𝒕𝒕قیمت بازاری ریاک  𝒍𝒍) د آیمیدست ه زیر ب ةماجاد و یکتا است و از حل معادل.   
∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝝃𝝃(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) = 𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏 

,𝑡𝑡)∑های یک و ماتریس  مؤلفه ةبرداری با هم 1که  طاری هب 𝑙𝑙)  پذیر باشد. معکا 

,𝜉𝜉(𝑡𝑡کنیم  میفرض    :2  ةگزار 𝑧𝑧)  ةوینر تحت انداز  فرایند  تغییراد  گیرساناف  ةدر این صارد طبق قضی  ، یکاف صدق کندودر شرط نا 𝑄𝑄   از
𝑑𝑑𝑊𝑊𝑄𝑄(𝑡𝑡)دینامیک   = −𝜉𝜉(𝑡𝑡, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝑑𝑑𝑊𝑊(𝑡𝑡)    که در آن  کند  میتبعیت𝑊𝑊(𝑡𝑡)  عینی بازار  ةوینر تحت انداز  فرایند،  𝑃𝑃  مشتق است .
:شادصارد زیر تعری  میمارتینگل ریاک خنثی به ةعینی بازار نابت به انداز ةاندازنیکادیم  –رادون

𝑚𝑚(𝑡𝑡0, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒−1
2 ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢,𝑙𝑙)′𝜉𝜉(𝑢𝑢,𝑙𝑙)𝑡𝑡

𝑡𝑡0 𝑑𝑑𝑢𝑢+∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢,𝑙𝑙)′𝑡𝑡
𝑡𝑡0 𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢) 

,𝑚𝑚(𝑡𝑡0 ةازای مقادیر اولیدیفرانایل زیر به  ةکه از جاا  معادل 𝑡𝑡0) =  :آیددست میه ب 1

𝑑𝑑𝑚𝑚(𝑡𝑡0, 𝑡𝑡) = 𝑚𝑚(𝑡𝑡0, 𝑡𝑡)𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)′𝑑𝑑𝑊𝑊(𝑡𝑡) 

 . نماد ترانهاده است ′که در آن 
 ةرابل 𝒅𝒅(𝒕𝒕)  پذیر ماننداندازه-tازای هر متغیر تصادفی به  :3 ةگزار 

 (3 )       𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎
𝑸𝑸 [𝒅𝒅(𝒕𝒕)] = 𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎[𝒅𝒅(𝒕𝒕)𝒎𝒎(𝒕𝒕𝟎𝟎, 𝒕𝒕)] 

𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎 برقرار است که در آن  
𝑸𝑸و𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎  ترتی  امید ریاضی شرطی  به𝑬𝑬[. |Ƒ𝒕𝒕]  احتمال    ةمارتینگل ریاک خنثی معادل و تحت انداز   ةتحت انداز

 .   عینی بازار هاتند
,𝑩𝑩(𝒕𝒕  فرض کنید  :4ه  گزار  𝑻𝑻)   قیمت یک ورقه قرضه صفر کاپن با سررسید 𝑻𝑻    و𝝈𝝈𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) در    جمله رانش 𝒅𝒅𝑩𝑩(𝒕𝒕,𝑻𝑻)

𝑩𝑩(𝒕𝒕,𝑻𝑻)  تغییراد   .باشد
𝒅𝒅𝒅𝒅𝑭𝑭𝑻𝑻(𝒕𝒕)  دینامیک  به  𝑭𝑭𝑻𝑻اندازه سل     وینر تحت  فرایند = −𝝈𝝈𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝒅𝒅𝒅𝒅𝑸𝑸(𝒕𝒕) اگر شاخ  ارزش جدید  شادتبدیل می .
,𝑩𝑩(𝒕𝒕صفر کاپن،  ةقرض ةمالی را قیمت ورقبازار  𝑻𝑻) ازای هر متغیر تصادفی آنگاه به ،، لحاظ کنیمT-پذیر مانند اندازه𝒅𝒅(𝑻𝑻) داریم  

دارد و بردار قیمت بازاری ریسک 
 .(Bjork, 2009) معادلة زیر به دست می آید
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در این بازار ریاک .  باشدپردازد کامل  تصادفی می  ةکنترل بهین  ةآن به حل مائل  چهارچا گذار در  بازار مالی که سرمایهکنیم  فرض می
ماتقل    𝑛𝑛تاسط   براونی  پالایش  𝑊𝑊(𝑡𝑡)حرکت  احتمال  فضای  بر  ,𝛺𝛺)ه  شدکه  {Ƒ𝑡𝑡}0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇, 𝑃𝑃)  شده شاد. می  سازی مدل   ،اندتعری  

 {Ƒ𝑡𝑡}0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇های براونی و تالیدشده تاسط حرکت ةپالای𝑃𝑃 احتمال عینی بازار است. ةانداز 

در هر    است  امثال آنمل تصادفی ماجاد در بازار مانند نر  بهره، درآمد و  که بیانگر عا  تصادفی  فراینداز یک    𝐿𝐿(𝑡𝑡)تصادفی    متغیر:1  فرض
  :کنداز دینامیک زیر پیروی می 𝑡𝑡لحظه 

𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕) = 𝝁𝝁𝒅𝒅(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝜫𝜫(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)   (1        )  
,𝜫𝜫(𝒕𝒕،  هلفؤم  𝒔𝒔  با  برداری   𝒅𝒅(𝒕𝒕)که در آن   𝒍𝒍)  ماتریای  𝒔𝒔 × 𝒏𝒏    و𝒅𝒅(𝟎𝟎) = 𝒅𝒅𝟎𝟎 ∈ 𝑹𝑹𝒔𝒔   صارد دینامیک قیمت دارایی بدون ریاک بهو

 𝒅𝒅𝑹𝑹(𝒕𝒕) = 𝑹𝑹(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒕𝒕 شاد که در آن تعری  می𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)  که در فصل بعد در چهارچا  پ وهش است  آنیریاک نر  بهره بدون
 .  شادحاضر با مدل وسیچک تعیین می

 است:دارایی ریاکی با دینامیک قیمت زیر  𝒏𝒏مالی شامل بازار  :2 فرض
𝑑𝑑𝑃𝑃(𝑡𝑡) = 𝐼𝐼𝑃𝑃[𝜇𝜇(𝑡𝑡, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑡𝑡 + ∑(𝑡𝑡, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑊𝑊(𝑡𝑡) ]       (2)  

𝒏𝒏یک ماتریس قلری   𝑰𝑰𝑷𝑷که در آن   × 𝒏𝒏   است که روی قلر اصلی آن قیمت دارایی های ریاکی𝑷𝑷𝟏𝟏, 𝑷𝑷𝟐𝟐, … , 𝑷𝑷𝒏𝒏   و سایر   داردقرار
𝑷𝑷(𝟎𝟎)همچنین  و    ندهای آن برابر صفردرایه = 𝑷𝑷𝟎𝟎 ∈ 𝑹𝑹𝒏𝒏  .𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)     برداری𝒏𝒏  و    ای هلفؤم∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)  کااریانس   –واریانس  ماتریس𝒏𝒏 × 𝒏𝒏 
  در شرط لیپشیتز که  شاند  ای تعری  میگانه( به2( و ) 1ترتی  در روابط ) رانش و انتشار به  .  است

 .  است شرایط وجاد و یکتایی جاا  این دو معادله برقرارکنند و صدق می
بردار   و  وجاد دارد 𝑸𝑸یکتا مانند   یک اندازه مارتینگل ریاک خنثی معادل   آنگاه   ،باشدبازار مالی مارد نظر کامل و بدون آربیتراژ  اگر    :1  ةگزار

,𝝃𝝃(𝒕𝒕قیمت بازاری ریاک  𝒍𝒍) د آیمیدست ه زیر ب ةماجاد و یکتا است و از حل معادل.   
∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝝃𝝃(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) = 𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏 

,𝑡𝑡)∑های یک و ماتریس  مؤلفه ةبرداری با هم 1که  طاری هب 𝑙𝑙)  پذیر باشد. معکا 

,𝜉𝜉(𝑡𝑡کنیم  میفرض    :2  ةگزار 𝑧𝑧)  ةوینر تحت انداز  فرایند  تغییراد  گیرساناف  ةدر این صارد طبق قضی  ، یکاف صدق کندودر شرط نا 𝑄𝑄   از
𝑑𝑑𝑊𝑊𝑄𝑄(𝑡𝑡)دینامیک   = −𝜉𝜉(𝑡𝑡, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝑑𝑑𝑊𝑊(𝑡𝑡)    که در آن  کند  میتبعیت𝑊𝑊(𝑡𝑡)  عینی بازار  ةوینر تحت انداز  فرایند،  𝑃𝑃  مشتق است .
:شادصارد زیر تعری  میمارتینگل ریاک خنثی به ةعینی بازار نابت به انداز ةاندازنیکادیم  –رادون

𝑚𝑚(𝑡𝑡0, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒−1
2 ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢,𝑙𝑙)′𝜉𝜉(𝑢𝑢,𝑙𝑙)𝑡𝑡

𝑡𝑡0 𝑑𝑑𝑢𝑢+∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢,𝑙𝑙)′𝑡𝑡
𝑡𝑡0 𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢) 

,𝑚𝑚(𝑡𝑡0 ةازای مقادیر اولیدیفرانایل زیر به  ةکه از جاا  معادل 𝑡𝑡0) =  :آیددست میه ب 1

𝑑𝑑𝑚𝑚(𝑡𝑡0, 𝑡𝑡) = 𝑚𝑚(𝑡𝑡0, 𝑡𝑡)𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)′𝑑𝑑𝑊𝑊(𝑡𝑡) 

 . نماد ترانهاده است ′که در آن 
 ةرابل 𝒅𝒅(𝒕𝒕)  پذیر ماننداندازه-tازای هر متغیر تصادفی به  :3 ةگزار 

 (3 )       𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎
𝑸𝑸 [𝒅𝒅(𝒕𝒕)] = 𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎[𝒅𝒅(𝒕𝒕)𝒎𝒎(𝒕𝒕𝟎𝟎, 𝒕𝒕)] 

𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎 برقرار است که در آن  
𝑸𝑸و𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎  ترتی  امید ریاضی شرطی  به𝑬𝑬[. |Ƒ𝒕𝒕]  احتمال    ةمارتینگل ریاک خنثی معادل و تحت انداز   ةتحت انداز

 .   عینی بازار هاتند
,𝑩𝑩(𝒕𝒕  فرض کنید  :4ه  گزار  𝑻𝑻)   قیمت یک ورقه قرضه صفر کاپن با سررسید 𝑻𝑻    و𝝈𝝈𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) در    جمله رانش 𝒅𝒅𝑩𝑩(𝒕𝒕,𝑻𝑻)

𝑩𝑩(𝒕𝒕,𝑻𝑻)  تغییراد   .باشد
𝒅𝒅𝒅𝒅𝑭𝑭𝑻𝑻(𝒕𝒕)  دینامیک  به  𝑭𝑭𝑻𝑻اندازه سل     وینر تحت  فرایند = −𝝈𝝈𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝒅𝒅𝒅𝒅𝑸𝑸(𝒕𝒕) اگر شاخ  ارزش جدید  شادتبدیل می .
,𝑩𝑩(𝒕𝒕صفر کاپن،  ةقرض ةمالی را قیمت ورقبازار  𝑻𝑻) ازای هر متغیر تصادفی آنگاه به ،، لحاظ کنیمT-پذیر مانند اندازه𝒅𝒅(𝑻𝑻) داریم  

 ( ),t l∑ به طوری که 1 برداری با همة مؤلفه های یک و ماتریس 
معکوس پذیر باشد.

در شرط نوویکوف صدق کند،  ( ),t zξ گزارة 2: فرض می کنیم  
در این صورت طبق قضیة گیرسانوف تغییرات فرایند وینر تحت اندازة 
تبعیت می کند   ( ) ( ) ( ),QdW t t l dt dW tξ= − + از دینامیک   Q
P است. مشتق  ) فرایند وینر تحت اندازة عینی بازار،  )W t که در آن 
ریسک  مارتینگل  اندازة  به  نسبت  بازار  عینی  اندازة  رادون –نیکودیم 

خنثی به صورت زیر تعریف می شود:

 ( )
( ) ( )' '

0 0

1 ( , ) , ( , )
2

0 ,
t t

t t
u l u l du u l dW u

m t t e
ξ ξ ξ− +∫ ∫=

اولیة  مقادیر  به ازای  زیر  دیفرانسیل  معادلة  جواب  از  که 
) به دست می آید: )0 0, 1m t t =

 

( ) ( ) ( )'
0 0, , ( , )dm t t m t t u l dW tξ=

.(Bjork, 2009) نماد ترانهاده است ' که در آن 
 ( )L t مانند  t-اندازه پذیر  تصادفی  متغیر  هر  به ازای   :3 گزارة   

رابطة

( ) ( ) ( )
0 0 0 ,   =   
Q
t tE L t E L t m t t        )3(

 به ترتیب امید ریاضی شرطی 
0t

E و
0

Q
t E برقرار است که در آن 

. تحت اندازة مارتینگل ریسک خنثی معادل و تحت اندازة  F  tE
.(Bjork, 2009) احتمال عینی بازار هستند

صفر  قرضه  ورقه  یک  ) قیمت  ),B t T کنید  فرض   :4 گزاره   
 ( )

( )
,
,

dB t T
 
B t T

در  رانش   جمله 
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در این بازار ریاک .  باشدپردازد کامل  تصادفی می  ةکنترل بهین  ةآن به حل مائل  چهارچا گذار در  بازار مالی که سرمایهکنیم  فرض می
ماتقل    𝑛𝑛تاسط   براونی  پالایش  𝑊𝑊(𝑡𝑡)حرکت  احتمال  فضای  بر  ,𝛺𝛺)ه  شدکه  {Ƒ𝑡𝑡}0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇, 𝑃𝑃)  شده شاد. می  سازی مدل   ،اندتعری  

 {Ƒ𝑡𝑡}0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇های براونی و تالیدشده تاسط حرکت ةپالای𝑃𝑃 احتمال عینی بازار است. ةانداز 

در هر    است  امثال آنمل تصادفی ماجاد در بازار مانند نر  بهره، درآمد و  که بیانگر عا  تصادفی  فراینداز یک    𝐿𝐿(𝑡𝑡)تصادفی    متغیر:1  فرض
  :کنداز دینامیک زیر پیروی می 𝑡𝑡لحظه 

𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕) = 𝝁𝝁𝒅𝒅(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝜫𝜫(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)   (1        )  
,𝜫𝜫(𝒕𝒕،  هلفؤم  𝒔𝒔  با  برداری   𝒅𝒅(𝒕𝒕)که در آن   𝒍𝒍)  ماتریای  𝒔𝒔 × 𝒏𝒏    و𝒅𝒅(𝟎𝟎) = 𝒅𝒅𝟎𝟎 ∈ 𝑹𝑹𝒔𝒔   صارد دینامیک قیمت دارایی بدون ریاک بهو

 𝒅𝒅𝑹𝑹(𝒕𝒕) = 𝑹𝑹(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒕𝒕 شاد که در آن تعری  می𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)  که در فصل بعد در چهارچا  پ وهش است  آنیریاک نر  بهره بدون
 .  شادحاضر با مدل وسیچک تعیین می

 است:دارایی ریاکی با دینامیک قیمت زیر  𝒏𝒏مالی شامل بازار  :2 فرض
𝑑𝑑𝑃𝑃(𝑡𝑡) = 𝐼𝐼𝑃𝑃[𝜇𝜇(𝑡𝑡, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑡𝑡 + ∑(𝑡𝑡, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑊𝑊(𝑡𝑡) ]       (2)  

𝒏𝒏یک ماتریس قلری   𝑰𝑰𝑷𝑷که در آن   × 𝒏𝒏   است که روی قلر اصلی آن قیمت دارایی های ریاکی𝑷𝑷𝟏𝟏, 𝑷𝑷𝟐𝟐, … , 𝑷𝑷𝒏𝒏   و سایر   داردقرار
𝑷𝑷(𝟎𝟎)همچنین  و    ندهای آن برابر صفردرایه = 𝑷𝑷𝟎𝟎 ∈ 𝑹𝑹𝒏𝒏  .𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)     برداری𝒏𝒏  و    ای هلفؤم∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)  کااریانس   –واریانس  ماتریس𝒏𝒏 × 𝒏𝒏 
  در شرط لیپشیتز که  شاند  ای تعری  میگانه( به2( و ) 1ترتی  در روابط ) رانش و انتشار به  .  است

 .  است شرایط وجاد و یکتایی جاا  این دو معادله برقرارکنند و صدق می
بردار   و  وجاد دارد 𝑸𝑸یکتا مانند   یک اندازه مارتینگل ریاک خنثی معادل   آنگاه   ،باشدبازار مالی مارد نظر کامل و بدون آربیتراژ  اگر    :1  ةگزار

,𝝃𝝃(𝒕𝒕قیمت بازاری ریاک  𝒍𝒍) د آیمیدست ه زیر ب ةماجاد و یکتا است و از حل معادل.   
∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝝃𝝃(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) = 𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏 

,𝑡𝑡)∑های یک و ماتریس  مؤلفه ةبرداری با هم 1که  طاری هب 𝑙𝑙)  پذیر باشد. معکا 

,𝜉𝜉(𝑡𝑡کنیم  میفرض    :2  ةگزار 𝑧𝑧)  ةوینر تحت انداز  فرایند  تغییراد  گیرساناف  ةدر این صارد طبق قضی  ، یکاف صدق کندودر شرط نا 𝑄𝑄   از
𝑑𝑑𝑊𝑊𝑄𝑄(𝑡𝑡)دینامیک   = −𝜉𝜉(𝑡𝑡, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝑑𝑑𝑊𝑊(𝑡𝑡)    که در آن  کند  میتبعیت𝑊𝑊(𝑡𝑡)  عینی بازار  ةوینر تحت انداز  فرایند،  𝑃𝑃  مشتق است .
:شادصارد زیر تعری  میمارتینگل ریاک خنثی به ةعینی بازار نابت به انداز ةاندازنیکادیم  –رادون

𝑚𝑚(𝑡𝑡0, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒−1
2 ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢,𝑙𝑙)′𝜉𝜉(𝑢𝑢,𝑙𝑙)𝑡𝑡

𝑡𝑡0 𝑑𝑑𝑢𝑢+∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢,𝑙𝑙)′𝑡𝑡
𝑡𝑡0 𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢) 

,𝑚𝑚(𝑡𝑡0 ةازای مقادیر اولیدیفرانایل زیر به  ةکه از جاا  معادل 𝑡𝑡0) =  :آیددست میه ب 1

𝑑𝑑𝑚𝑚(𝑡𝑡0, 𝑡𝑡) = 𝑚𝑚(𝑡𝑡0, 𝑡𝑡)𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)′𝑑𝑑𝑊𝑊(𝑡𝑡) 

 . نماد ترانهاده است ′که در آن 
 ةرابل 𝒅𝒅(𝒕𝒕)  پذیر ماننداندازه-tازای هر متغیر تصادفی به  :3 ةگزار 

 (3 )       𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎
𝑸𝑸 [𝒅𝒅(𝒕𝒕)] = 𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎[𝒅𝒅(𝒕𝒕)𝒎𝒎(𝒕𝒕𝟎𝟎, 𝒕𝒕)] 

𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎 برقرار است که در آن  
𝑸𝑸و𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎  ترتی  امید ریاضی شرطی  به𝑬𝑬[. |Ƒ𝒕𝒕]  احتمال    ةمارتینگل ریاک خنثی معادل و تحت انداز   ةتحت انداز

 .   عینی بازار هاتند
,𝑩𝑩(𝒕𝒕  فرض کنید  :4ه  گزار  𝑻𝑻)   قیمت یک ورقه قرضه صفر کاپن با سررسید 𝑻𝑻    و𝝈𝝈𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) در    جمله رانش 𝒅𝒅𝑩𝑩(𝒕𝒕,𝑻𝑻)

𝑩𝑩(𝒕𝒕,𝑻𝑻)  تغییراد   .باشد
𝒅𝒅𝒅𝒅𝑭𝑭𝑻𝑻(𝒕𝒕)  دینامیک  به  𝑭𝑭𝑻𝑻اندازه سل     وینر تحت  فرایند = −𝝈𝝈𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝒅𝒅𝒅𝒅𝑸𝑸(𝒕𝒕) اگر شاخ  ارزش جدید  شادتبدیل می .
,𝑩𝑩(𝒕𝒕صفر کاپن،  ةقرض ةمالی را قیمت ورقبازار  𝑻𝑻) ازای هر متغیر تصادفی آنگاه به ،، لحاظ کنیمT-پذیر مانند اندازه𝒅𝒅(𝑻𝑻) داریم  

و    T سررسید  با  کوپن 

دینامیک  به   TF سلف  اندازه  تحت  وینر  فرایند  تغییرات  باشد. 
اگر  می شود.   تبدیل 

 پژوهش  مبانی نظری
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در این بازار ریاک .  باشدپردازد کامل  تصادفی می  ةکنترل بهین  ةآن به حل مائل  چهارچا گذار در  بازار مالی که سرمایهکنیم  فرض می
ماتقل    𝑛𝑛تاسط   براونی  پالایش  𝑊𝑊(𝑡𝑡)حرکت  احتمال  فضای  بر  ,𝛺𝛺)ه  شدکه  {Ƒ𝑡𝑡}0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇, 𝑃𝑃)  شده شاد. می  سازی مدل   ،اندتعری  

 {Ƒ𝑡𝑡}0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇های براونی و تالیدشده تاسط حرکت ةپالای𝑃𝑃 احتمال عینی بازار است. ةانداز 

در هر    است  امثال آنمل تصادفی ماجاد در بازار مانند نر  بهره، درآمد و  که بیانگر عا  تصادفی  فراینداز یک    𝐿𝐿(𝑡𝑡)تصادفی    متغیر:1  فرض
  :کنداز دینامیک زیر پیروی می 𝑡𝑡لحظه 

𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕) = 𝝁𝝁𝒅𝒅(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝜫𝜫(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)   (1        )  
,𝜫𝜫(𝒕𝒕،  هلفؤم  𝒔𝒔  با  برداری   𝒅𝒅(𝒕𝒕)که در آن   𝒍𝒍)  ماتریای  𝒔𝒔 × 𝒏𝒏    و𝒅𝒅(𝟎𝟎) = 𝒅𝒅𝟎𝟎 ∈ 𝑹𝑹𝒔𝒔   صارد دینامیک قیمت دارایی بدون ریاک بهو

 𝒅𝒅𝑹𝑹(𝒕𝒕) = 𝑹𝑹(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒕𝒕 شاد که در آن تعری  می𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)  که در فصل بعد در چهارچا  پ وهش است  آنیریاک نر  بهره بدون
 .  شادحاضر با مدل وسیچک تعیین می

 است:دارایی ریاکی با دینامیک قیمت زیر  𝒏𝒏مالی شامل بازار  :2 فرض
𝑑𝑑𝑃𝑃(𝑡𝑡) = 𝐼𝐼𝑃𝑃[𝜇𝜇(𝑡𝑡, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑡𝑡 + ∑(𝑡𝑡, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑊𝑊(𝑡𝑡) ]       (2)  

𝒏𝒏یک ماتریس قلری   𝑰𝑰𝑷𝑷که در آن   × 𝒏𝒏   است که روی قلر اصلی آن قیمت دارایی های ریاکی𝑷𝑷𝟏𝟏, 𝑷𝑷𝟐𝟐, … , 𝑷𝑷𝒏𝒏   و سایر   داردقرار
𝑷𝑷(𝟎𝟎)همچنین  و    ندهای آن برابر صفردرایه = 𝑷𝑷𝟎𝟎 ∈ 𝑹𝑹𝒏𝒏  .𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)     برداری𝒏𝒏  و    ای هلفؤم∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)  کااریانس   –واریانس  ماتریس𝒏𝒏 × 𝒏𝒏 
  در شرط لیپشیتز که  شاند  ای تعری  میگانه( به2( و ) 1ترتی  در روابط ) رانش و انتشار به  .  است

 .  است شرایط وجاد و یکتایی جاا  این دو معادله برقرارکنند و صدق می
بردار   و  وجاد دارد 𝑸𝑸یکتا مانند   یک اندازه مارتینگل ریاک خنثی معادل   آنگاه   ،باشدبازار مالی مارد نظر کامل و بدون آربیتراژ  اگر    :1  ةگزار

,𝝃𝝃(𝒕𝒕قیمت بازاری ریاک  𝒍𝒍) د آیمیدست ه زیر ب ةماجاد و یکتا است و از حل معادل.   
∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝝃𝝃(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) = 𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏 

,𝑡𝑡)∑های یک و ماتریس  مؤلفه ةبرداری با هم 1که  طاری هب 𝑙𝑙)  پذیر باشد. معکا 

,𝜉𝜉(𝑡𝑡کنیم  میفرض    :2  ةگزار 𝑧𝑧)  ةوینر تحت انداز  فرایند  تغییراد  گیرساناف  ةدر این صارد طبق قضی  ، یکاف صدق کندودر شرط نا 𝑄𝑄   از
𝑑𝑑𝑊𝑊𝑄𝑄(𝑡𝑡)دینامیک   = −𝜉𝜉(𝑡𝑡, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝑑𝑑𝑊𝑊(𝑡𝑡)    که در آن  کند  میتبعیت𝑊𝑊(𝑡𝑡)  عینی بازار  ةوینر تحت انداز  فرایند،  𝑃𝑃  مشتق است .
:شادصارد زیر تعری  میمارتینگل ریاک خنثی به ةعینی بازار نابت به انداز ةاندازنیکادیم  –رادون

𝑚𝑚(𝑡𝑡0, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒−1
2 ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢,𝑙𝑙)′𝜉𝜉(𝑢𝑢,𝑙𝑙)𝑡𝑡

𝑡𝑡0 𝑑𝑑𝑢𝑢+∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢,𝑙𝑙)′𝑡𝑡
𝑡𝑡0 𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢) 

,𝑚𝑚(𝑡𝑡0 ةازای مقادیر اولیدیفرانایل زیر به  ةکه از جاا  معادل 𝑡𝑡0) =  :آیددست میه ب 1

𝑑𝑑𝑚𝑚(𝑡𝑡0, 𝑡𝑡) = 𝑚𝑚(𝑡𝑡0, 𝑡𝑡)𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)′𝑑𝑑𝑊𝑊(𝑡𝑡) 

 . نماد ترانهاده است ′که در آن 
 ةرابل 𝒅𝒅(𝒕𝒕)  پذیر ماننداندازه-tازای هر متغیر تصادفی به  :3 ةگزار 

 (3 )       𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎
𝑸𝑸 [𝒅𝒅(𝒕𝒕)] = 𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎[𝒅𝒅(𝒕𝒕)𝒎𝒎(𝒕𝒕𝟎𝟎, 𝒕𝒕)] 

𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎 برقرار است که در آن  
𝑸𝑸و𝑬𝑬𝒕𝒕𝟎𝟎  ترتی  امید ریاضی شرطی  به𝑬𝑬[. |Ƒ𝒕𝒕]  احتمال    ةمارتینگل ریاک خنثی معادل و تحت انداز   ةتحت انداز

 .   عینی بازار هاتند
,𝑩𝑩(𝒕𝒕  فرض کنید  :4ه  گزار  𝑻𝑻)   قیمت یک ورقه قرضه صفر کاپن با سررسید 𝑻𝑻    و𝝈𝝈𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) در    جمله رانش 𝒅𝒅𝑩𝑩(𝒕𝒕,𝑻𝑻)

𝑩𝑩(𝒕𝒕,𝑻𝑻)  تغییراد   .باشد
𝒅𝒅𝒅𝒅𝑭𝑭𝑻𝑻(𝒕𝒕)  دینامیک  به  𝑭𝑭𝑻𝑻اندازه سل     وینر تحت  فرایند = −𝝈𝝈𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝒅𝒅𝒅𝒅𝑸𝑸(𝒕𝒕) اگر شاخ  ارزش جدید  شادتبدیل می .
,𝑩𝑩(𝒕𝒕صفر کاپن،  ةقرض ةمالی را قیمت ورقبازار  𝑻𝑻) ازای هر متغیر تصادفی آنگاه به ،، لحاظ کنیمT-پذیر مانند اندازه𝒅𝒅(𝑻𝑻) کوپن،   داریم صفر  قرضة  ورقة  قیمت  را  مالی  بازار  جدید  ارزش  شاخص 

، لحاظ کنیم، آنگاه به ازای هر متغیر تصادفی T-اندازه پذیر  ( ),B t T
) داریم  )L T مانند 
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tB t T  E e به طوری که 
به کمک این رابطه تأثیر پرداخت ها به طرح بیمه در طول دورة 
اعتبار  دینامیک  حال  می شود.  بررسی  راحت تر  سرمایه گذار  تجمیع 
مالی انباشتة فرد در هر زمان تا پیش از پایان دورة تجمیع را تعیین 

می کنیم. 
گزارة 5: ا گر پرداخت های تصادفی فرد به طرح بیمه در هر بازه 
در  سرمایه گذاری شده  درصد  و   ( ), 0>c t l با  را  تجمیع  دورة  در 

  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸 [𝑳𝑳(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] = 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝑻𝑻[𝑳𝑳(𝑻𝑻)]𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)        (4)  

,𝑩𝑩(𝒕𝒕که  طاری هب 𝑻𝑻) =  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸[𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] . 
  ة شاد. حال دینامیک اعتبار مالی انباشت تر بررسی میگذار راحتتجمیع سرمایه  ةدورها به طرح بیمه در طال  پرداخت  تأثیربه کمک این رابله  

 کنیم.  تجمیع را تعیین می ةدورفرد در هر زمان تا پیش از پایان 
,𝒄𝒄(𝒕𝒕تجمیع را با    ةدوردر  بازه  تصادفی فرد به طرح بیمه در هر  های  پرداختاگر    :5  ةگزار 𝒍𝒍) > های  شده در دارایی گذاری و درصد سرمایه  𝟎𝟎

𝝎𝝎(𝒕𝒕)ریاکی در هر دوره را نیز با   = (𝝎𝝎𝟏𝟏(𝒕𝒕), … , 𝝎𝝎𝒏𝒏(𝒕𝒕))  گذار دینامیک اعتبار مالی سرمایهآنگاه  ،دهیمنشان𝑿𝑿(𝒕𝒕) صارد هب 
𝒅𝒅𝑿𝑿(𝒕𝒕) = (𝑿𝑿(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝒄𝒄(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)(𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏))𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)       (5)  

.    خااهد باد
 

 یتصادف ةن ی کنترل به ةمائل

 صارد گذار بهتصادفی سرمایه ةکنترل بهین  ةمائل  مدل  اگر :1 ةقضی
   𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
𝜶𝜶𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)] − 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)]       (6)  

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎(𝑻𝑻) = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

𝜶𝜶 که در آن > های بردار وزنتاان  آنگاه می  ،کند( تبعیت  5) گذار در هر لحظه از دینامیک  گریزی و اعتبار مالی سرمایهریاک  ةدرج  𝟎𝟎
    معادل ةرا از طریق حل مائل 𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)  ةبهین

(7          ) 𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏
𝝎𝝎

𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐] 

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.  ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎 = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

 .ت اس عیتجم ةدور انیدر پا یاز اعتبار مال  گذارهیسرما ییدف نهاه 𝜸𝜸دست آورد که در آن  هب
های بهینه  نهایی حاصل از پیروی از وزن  ةاعتبار مالی انباشت  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)آنگاه    ،باشد  𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)های بهینه  مائله بردار وزن  اگر جاا 
,𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])های مرت   ای از زوجمرز کارای این مائله با مجماعه  و  است 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])  ای  مرز کارا مجماعه  شاد.می   عیینت

ازای هر سلح  دهند و بهازای هر سلح ریاک معین، بیشترین بازده را ارائه می گذاری است که به سبد سرمایه   ةهای بهیناز ترکی 
 د. هایی است که از نظر ریاک و بازده، بهینه و غیرقابل بهباد هاتندارند. این مرز نمایانگر انتخا بازده معین، کمترین ریاک را  

  ة کنترل بهین   ةهای حل مائلتجمیع است. استفاده از روش  ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  (7)  ةرابلدر  
ها نقش هدف نهایی اعتبار مالی در  مزایای فراوانی دارد. حین استفاده از این روش  محارهدف های  استرات ی   ةوسیلتصادفی به 

انتخا  هدف  گذاران غیرحرفهعلاوه برای سرمایهشاد. به تر میتجمیع پررنگ  ةدورگذاری در طال  تعیین استرات ی سرمایه ای 
انباشته  اعتبار مالی  با  ارتباط  انتهای  نهایی در  به  ةدورشان در  پارامتر مرات  ساده تجمیع امری  از یک  انتخا  یک مقدار  از  تر 

 کنیم. ( را حل می 7معادل ) ة( مائل6) ةجای مائلاست. به همین دلیل به  گریزی ریاک ةپیچیده مانند درج
شاد. اگر بازار مالی در  در ملالعاد مرباط به تعیین استرات ی بهینه برای طرح بیمه با مشارکت معین دو روش کلی پیگیری می

برنامه از روش  باشد  ناکامل  استفاده  دستر   بهینه  استرات ی  یافتن  برای  مارتینگل  از روش  باشد  کامل  بازار  اگر  و  پایا  ریزی 
کنیم.  می ( استفاده  7)  ةمارتینگل برای یافتن پاسخ مائلشاد. در این مقاله با تاجه به فرض کامل بادن بازار مالی از روش  می 

 بنابراین داریم  ؛است 𝑿𝑿(𝑻𝑻)تجمیع یا  ةدور( اعتبار مالی انباشته در پایان 7) ةمتغیر تصمیم مائل
                     𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
   𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏

𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐]                       (8          )  

 𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑸𝑸 [− ∫ 𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝒔𝒔

𝟎𝟎 𝒅𝒅𝒔𝒔 + 𝑿𝑿(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑻𝑻

𝟎𝟎
] ≤ 𝒙𝒙𝟎𝟎 

∑ 𝜔𝜔𝑖𝑖 = 1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
  . 

دارایی های ریسکی در هر دوره را نیز با 
) به صورت )X t نشان دهیم، آنگاه دینامیک اعتبار مالی سرمایه گذار 

  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸 [𝑳𝑳(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] = 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝑻𝑻[𝑳𝑳(𝑻𝑻)]𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)        (4)  

,𝑩𝑩(𝒕𝒕که  طاری هب 𝑻𝑻) =  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸[𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] . 
  ة شاد. حال دینامیک اعتبار مالی انباشت تر بررسی میگذار راحتتجمیع سرمایه  ةدورها به طرح بیمه در طال  پرداخت  تأثیربه کمک این رابله  

 کنیم.  تجمیع را تعیین می ةدورفرد در هر زمان تا پیش از پایان 
,𝒄𝒄(𝒕𝒕تجمیع را با    ةدوردر  بازه  تصادفی فرد به طرح بیمه در هر  های  پرداختاگر    :5  ةگزار 𝒍𝒍) > های  شده در دارایی گذاری و درصد سرمایه  𝟎𝟎

𝝎𝝎(𝒕𝒕)ریاکی در هر دوره را نیز با   = (𝝎𝝎𝟏𝟏(𝒕𝒕), … , 𝝎𝝎𝒏𝒏(𝒕𝒕))  گذار دینامیک اعتبار مالی سرمایهآنگاه  ،دهیمنشان𝑿𝑿(𝒕𝒕) صارد هب 
𝒅𝒅𝑿𝑿(𝒕𝒕) = (𝑿𝑿(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝒄𝒄(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)(𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏))𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)       (5)  

.    خااهد باد
 

 یتصادف ةن ی کنترل به ةمائل

 صارد گذار بهتصادفی سرمایه ةکنترل بهین  ةمائل  مدل  اگر :1 ةقضی
   𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
𝜶𝜶𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)] − 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)]       (6)  

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎(𝑻𝑻) = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

𝜶𝜶 که در آن > های بردار وزنتاان  آنگاه می  ،کند( تبعیت  5) گذار در هر لحظه از دینامیک  گریزی و اعتبار مالی سرمایهریاک  ةدرج  𝟎𝟎
    معادل ةرا از طریق حل مائل 𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)  ةبهین

(7          ) 𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏
𝝎𝝎

𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐] 

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.  ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎 = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

 .ت اس عیتجم ةدور انیدر پا یاز اعتبار مال  گذارهیسرما ییدف نهاه 𝜸𝜸دست آورد که در آن  هب
های بهینه  نهایی حاصل از پیروی از وزن  ةاعتبار مالی انباشت  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)آنگاه    ،باشد  𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)های بهینه  مائله بردار وزن  اگر جاا 
,𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])های مرت   ای از زوجمرز کارای این مائله با مجماعه  و  است 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])  ای  مرز کارا مجماعه  شاد.می   عیینت

ازای هر سلح  دهند و بهازای هر سلح ریاک معین، بیشترین بازده را ارائه می گذاری است که به سبد سرمایه   ةهای بهیناز ترکی 
 د. هایی است که از نظر ریاک و بازده، بهینه و غیرقابل بهباد هاتندارند. این مرز نمایانگر انتخا بازده معین، کمترین ریاک را  

  ة کنترل بهین   ةهای حل مائلتجمیع است. استفاده از روش  ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  (7)  ةرابلدر  
ها نقش هدف نهایی اعتبار مالی در  مزایای فراوانی دارد. حین استفاده از این روش  محارهدف های  استرات ی   ةوسیلتصادفی به 

انتخا  هدف  گذاران غیرحرفهعلاوه برای سرمایهشاد. به تر میتجمیع پررنگ  ةدورگذاری در طال  تعیین استرات ی سرمایه ای 
انباشته  اعتبار مالی  با  ارتباط  انتهای  نهایی در  به  ةدورشان در  پارامتر مرات  ساده تجمیع امری  از یک  انتخا  یک مقدار  از  تر 

 کنیم. ( را حل می 7معادل ) ة( مائل6) ةجای مائلاست. به همین دلیل به  گریزی ریاک ةپیچیده مانند درج
شاد. اگر بازار مالی در  در ملالعاد مرباط به تعیین استرات ی بهینه برای طرح بیمه با مشارکت معین دو روش کلی پیگیری می

برنامه از روش  باشد  ناکامل  استفاده  دستر   بهینه  استرات ی  یافتن  برای  مارتینگل  از روش  باشد  کامل  بازار  اگر  و  پایا  ریزی 
کنیم.  می ( استفاده  7)  ةمارتینگل برای یافتن پاسخ مائلشاد. در این مقاله با تاجه به فرض کامل بادن بازار مالی از روش  می 

 بنابراین داریم  ؛است 𝑿𝑿(𝑻𝑻)تجمیع یا  ةدور( اعتبار مالی انباشته در پایان 7) ةمتغیر تصمیم مائل
                     𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
   𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏

𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐]                       (8          )  

 𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑸𝑸 [− ∫ 𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝒔𝒔

𝟎𝟎 𝒅𝒅𝒔𝒔 + 𝑿𝑿(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑻𝑻

𝟎𝟎
] ≤ 𝒙𝒙𝟎𝟎 

∑ 𝜔𝜔𝑖𝑖 = 1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
  . 

  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸 [𝑳𝑳(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] = 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝑻𝑻[𝑳𝑳(𝑻𝑻)]𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)        (4)  

,𝑩𝑩(𝒕𝒕که  طاری هب 𝑻𝑻) =  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸[𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] . 
  ة شاد. حال دینامیک اعتبار مالی انباشت تر بررسی میگذار راحتتجمیع سرمایه  ةدورها به طرح بیمه در طال  پرداخت  تأثیربه کمک این رابله  

 کنیم.  تجمیع را تعیین می ةدورفرد در هر زمان تا پیش از پایان 
,𝒄𝒄(𝒕𝒕تجمیع را با    ةدوردر  بازه  تصادفی فرد به طرح بیمه در هر  های  پرداختاگر    :5  ةگزار 𝒍𝒍) > های  شده در دارایی گذاری و درصد سرمایه  𝟎𝟎

𝝎𝝎(𝒕𝒕)ریاکی در هر دوره را نیز با   = (𝝎𝝎𝟏𝟏(𝒕𝒕), … , 𝝎𝝎𝒏𝒏(𝒕𝒕))  گذار دینامیک اعتبار مالی سرمایهآنگاه  ،دهیمنشان𝑿𝑿(𝒕𝒕) صارد هب 
𝒅𝒅𝑿𝑿(𝒕𝒕) = (𝑿𝑿(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝒄𝒄(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)(𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏))𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)       (5)  

.    خااهد باد
 

 یتصادف ةن ی کنترل به ةمائل

 صارد گذار بهتصادفی سرمایه ةکنترل بهین  ةمائل  مدل  اگر :1 ةقضی
   𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
𝜶𝜶𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)] − 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)]       (6)  

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎(𝑻𝑻) = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

𝜶𝜶 که در آن > های بردار وزنتاان  آنگاه می  ،کند( تبعیت  5) گذار در هر لحظه از دینامیک  گریزی و اعتبار مالی سرمایهریاک  ةدرج  𝟎𝟎
    معادل ةرا از طریق حل مائل 𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)  ةبهین

(7          ) 𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏
𝝎𝝎

𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐] 

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.  ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎 = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

 .ت اس عیتجم ةدور انیدر پا یاز اعتبار مال  گذارهیسرما ییدف نهاه 𝜸𝜸دست آورد که در آن  هب
های بهینه  نهایی حاصل از پیروی از وزن  ةاعتبار مالی انباشت  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)آنگاه    ،باشد  𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)های بهینه  مائله بردار وزن  اگر جاا 
,𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])های مرت   ای از زوجمرز کارای این مائله با مجماعه  و  است 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])  ای  مرز کارا مجماعه  شاد.می   عیینت

ازای هر سلح  دهند و بهازای هر سلح ریاک معین، بیشترین بازده را ارائه می گذاری است که به سبد سرمایه   ةهای بهیناز ترکی 
 د. هایی است که از نظر ریاک و بازده، بهینه و غیرقابل بهباد هاتندارند. این مرز نمایانگر انتخا بازده معین، کمترین ریاک را  

  ة کنترل بهین   ةهای حل مائلتجمیع است. استفاده از روش  ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  (7)  ةرابلدر  
ها نقش هدف نهایی اعتبار مالی در  مزایای فراوانی دارد. حین استفاده از این روش  محارهدف های  استرات ی   ةوسیلتصادفی به 

انتخا  هدف  گذاران غیرحرفهعلاوه برای سرمایهشاد. به تر میتجمیع پررنگ  ةدورگذاری در طال  تعیین استرات ی سرمایه ای 
انباشته  اعتبار مالی  با  ارتباط  انتهای  نهایی در  به  ةدورشان در  پارامتر مرات  ساده تجمیع امری  از یک  انتخا  یک مقدار  از  تر 

 کنیم. ( را حل می 7معادل ) ة( مائل6) ةجای مائلاست. به همین دلیل به  گریزی ریاک ةپیچیده مانند درج
شاد. اگر بازار مالی در  در ملالعاد مرباط به تعیین استرات ی بهینه برای طرح بیمه با مشارکت معین دو روش کلی پیگیری می

برنامه از روش  باشد  ناکامل  استفاده  دستر   بهینه  استرات ی  یافتن  برای  مارتینگل  از روش  باشد  کامل  بازار  اگر  و  پایا  ریزی 
کنیم.  می ( استفاده  7)  ةمارتینگل برای یافتن پاسخ مائلشاد. در این مقاله با تاجه به فرض کامل بادن بازار مالی از روش  می 

 بنابراین داریم  ؛است 𝑿𝑿(𝑻𝑻)تجمیع یا  ةدور( اعتبار مالی انباشته در پایان 7) ةمتغیر تصمیم مائل
                     𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
   𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏

𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐]                       (8          )  

 𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑸𝑸 [− ∫ 𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝒔𝒔

𝟎𝟎 𝒅𝒅𝒔𝒔 + 𝑿𝑿(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑻𝑻

𝟎𝟎
] ≤ 𝒙𝒙𝟎𝟎 

∑ 𝜔𝜔𝑖𝑖 = 1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
  . 

  )5(
 

.(Bjork,2009)خواهد بود د     

 مسئلة کنترل بهینة تصادفی
سرمایه گذار  تصادفی  بهینة  کنترل  مسئلة  مدل  اگر   :1 قضیة 

به صورت 

  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸 [𝑳𝑳(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] = 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝑻𝑻[𝑳𝑳(𝑻𝑻)]𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)        (4)  

,𝑩𝑩(𝒕𝒕که  طاری هب 𝑻𝑻) =  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸[𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] . 
  ة شاد. حال دینامیک اعتبار مالی انباشت تر بررسی میگذار راحتتجمیع سرمایه  ةدورها به طرح بیمه در طال  پرداخت  تأثیربه کمک این رابله  

 کنیم.  تجمیع را تعیین می ةدورفرد در هر زمان تا پیش از پایان 
,𝒄𝒄(𝒕𝒕تجمیع را با    ةدوردر  بازه  تصادفی فرد به طرح بیمه در هر  های  پرداختاگر    :5  ةگزار 𝒍𝒍) > های  شده در دارایی گذاری و درصد سرمایه  𝟎𝟎

𝝎𝝎(𝒕𝒕)ریاکی در هر دوره را نیز با   = (𝝎𝝎𝟏𝟏(𝒕𝒕), … , 𝝎𝝎𝒏𝒏(𝒕𝒕))  گذار دینامیک اعتبار مالی سرمایهآنگاه  ،دهیمنشان𝑿𝑿(𝒕𝒕) صارد هب 
𝒅𝒅𝑿𝑿(𝒕𝒕) = (𝑿𝑿(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝒄𝒄(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)(𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏))𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)       (5)  

.    خااهد باد
 

 یتصادف ةن ی کنترل به ةمائل

 صارد گذار بهتصادفی سرمایه ةکنترل بهین  ةمائل  مدل  اگر :1 ةقضی
   𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
𝜶𝜶𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)] − 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)]       (6)  

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎(𝑻𝑻) = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

𝜶𝜶 که در آن > های بردار وزنتاان  آنگاه می  ،کند( تبعیت  5) گذار در هر لحظه از دینامیک  گریزی و اعتبار مالی سرمایهریاک  ةدرج  𝟎𝟎
    معادل ةرا از طریق حل مائل 𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)  ةبهین

(7          ) 𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏
𝝎𝝎

𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐] 

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.  ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎 = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

 .ت اس عیتجم ةدور انیدر پا یاز اعتبار مال  گذارهیسرما ییدف نهاه 𝜸𝜸دست آورد که در آن  هب
های بهینه  نهایی حاصل از پیروی از وزن  ةاعتبار مالی انباشت  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)آنگاه    ،باشد  𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)های بهینه  مائله بردار وزن  اگر جاا 
,𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])های مرت   ای از زوجمرز کارای این مائله با مجماعه  و  است 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])  ای  مرز کارا مجماعه  شاد.می   عیینت

ازای هر سلح  دهند و بهازای هر سلح ریاک معین، بیشترین بازده را ارائه می گذاری است که به سبد سرمایه   ةهای بهیناز ترکی 
 د. هایی است که از نظر ریاک و بازده، بهینه و غیرقابل بهباد هاتندارند. این مرز نمایانگر انتخا بازده معین، کمترین ریاک را  

  ة کنترل بهین   ةهای حل مائلتجمیع است. استفاده از روش  ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  (7)  ةرابلدر  
ها نقش هدف نهایی اعتبار مالی در  مزایای فراوانی دارد. حین استفاده از این روش  محارهدف های  استرات ی   ةوسیلتصادفی به 

انتخا  هدف  گذاران غیرحرفهعلاوه برای سرمایهشاد. به تر میتجمیع پررنگ  ةدورگذاری در طال  تعیین استرات ی سرمایه ای 
انباشته  اعتبار مالی  با  ارتباط  انتهای  نهایی در  به  ةدورشان در  پارامتر مرات  ساده تجمیع امری  از یک  انتخا  یک مقدار  از  تر 

 کنیم. ( را حل می 7معادل ) ة( مائل6) ةجای مائلاست. به همین دلیل به  گریزی ریاک ةپیچیده مانند درج
شاد. اگر بازار مالی در  در ملالعاد مرباط به تعیین استرات ی بهینه برای طرح بیمه با مشارکت معین دو روش کلی پیگیری می

برنامه از روش  باشد  ناکامل  استفاده  دستر   بهینه  استرات ی  یافتن  برای  مارتینگل  از روش  باشد  کامل  بازار  اگر  و  پایا  ریزی 
کنیم.  می ( استفاده  7)  ةمارتینگل برای یافتن پاسخ مائلشاد. در این مقاله با تاجه به فرض کامل بادن بازار مالی از روش  می 

 بنابراین داریم  ؛است 𝑿𝑿(𝑻𝑻)تجمیع یا  ةدور( اعتبار مالی انباشته در پایان 7) ةمتغیر تصمیم مائل
                     𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
   𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏

𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐]                       (8          )  

 𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑸𝑸 [− ∫ 𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝒔𝒔

𝟎𝟎 𝒅𝒅𝒔𝒔 + 𝑿𝑿(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑻𝑻

𝟎𝟎
] ≤ 𝒙𝒙𝟎𝟎 

∑ 𝜔𝜔𝑖𝑖 = 1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
  . 

 )6(
 

 درجة ریسک گریزی و اعتبار مالی سرمایه  گذار 

  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸 [𝑳𝑳(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] = 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝑻𝑻[𝑳𝑳(𝑻𝑻)]𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)        (4)  

,𝑩𝑩(𝒕𝒕که  طاری هب 𝑻𝑻) =  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸[𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] . 
  ة شاد. حال دینامیک اعتبار مالی انباشت تر بررسی میگذار راحتتجمیع سرمایه  ةدورها به طرح بیمه در طال  پرداخت  تأثیربه کمک این رابله  

 کنیم.  تجمیع را تعیین می ةدورفرد در هر زمان تا پیش از پایان 
,𝒄𝒄(𝒕𝒕تجمیع را با    ةدوردر  بازه  تصادفی فرد به طرح بیمه در هر  های  پرداختاگر    :5  ةگزار 𝒍𝒍) > های  شده در دارایی گذاری و درصد سرمایه  𝟎𝟎

𝝎𝝎(𝒕𝒕)ریاکی در هر دوره را نیز با   = (𝝎𝝎𝟏𝟏(𝒕𝒕), … , 𝝎𝝎𝒏𝒏(𝒕𝒕))  گذار دینامیک اعتبار مالی سرمایهآنگاه  ،دهیمنشان𝑿𝑿(𝒕𝒕) صارد هب 
𝒅𝒅𝑿𝑿(𝒕𝒕) = (𝑿𝑿(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝒄𝒄(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)(𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏))𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)       (5)  

.    خااهد باد
 

 یتصادف ةن ی کنترل به ةمائل

 صارد گذار بهتصادفی سرمایه ةکنترل بهین  ةمائل  مدل  اگر :1 ةقضی
   𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
𝜶𝜶𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)] − 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)]       (6)  

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎(𝑻𝑻) = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

𝜶𝜶 که در آن > های بردار وزنتاان  آنگاه می  ،کند( تبعیت  5) گذار در هر لحظه از دینامیک  گریزی و اعتبار مالی سرمایهریاک  ةدرج  𝟎𝟎
    معادل ةرا از طریق حل مائل 𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)  ةبهین

(7          ) 𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏
𝝎𝝎

𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐] 

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.  ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎 = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

 .ت اس عیتجم ةدور انیدر پا یاز اعتبار مال  گذارهیسرما ییدف نهاه 𝜸𝜸دست آورد که در آن  هب
های بهینه  نهایی حاصل از پیروی از وزن  ةاعتبار مالی انباشت  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)آنگاه    ،باشد  𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)های بهینه  مائله بردار وزن  اگر جاا 
,𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])های مرت   ای از زوجمرز کارای این مائله با مجماعه  و  است 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])  ای  مرز کارا مجماعه  شاد.می   عیینت

ازای هر سلح  دهند و بهازای هر سلح ریاک معین، بیشترین بازده را ارائه می گذاری است که به سبد سرمایه   ةهای بهیناز ترکی 
 د. هایی است که از نظر ریاک و بازده، بهینه و غیرقابل بهباد هاتندارند. این مرز نمایانگر انتخا بازده معین، کمترین ریاک را  

  ة کنترل بهین   ةهای حل مائلتجمیع است. استفاده از روش  ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  (7)  ةرابلدر  
ها نقش هدف نهایی اعتبار مالی در  مزایای فراوانی دارد. حین استفاده از این روش  محارهدف های  استرات ی   ةوسیلتصادفی به 

انتخا  هدف  گذاران غیرحرفهعلاوه برای سرمایهشاد. به تر میتجمیع پررنگ  ةدورگذاری در طال  تعیین استرات ی سرمایه ای 
انباشته  اعتبار مالی  با  ارتباط  انتهای  نهایی در  به  ةدورشان در  پارامتر مرات  ساده تجمیع امری  از یک  انتخا  یک مقدار  از  تر 

 کنیم. ( را حل می 7معادل ) ة( مائل6) ةجای مائلاست. به همین دلیل به  گریزی ریاک ةپیچیده مانند درج
شاد. اگر بازار مالی در  در ملالعاد مرباط به تعیین استرات ی بهینه برای طرح بیمه با مشارکت معین دو روش کلی پیگیری می

برنامه از روش  باشد  ناکامل  استفاده  دستر   بهینه  استرات ی  یافتن  برای  مارتینگل  از روش  باشد  کامل  بازار  اگر  و  پایا  ریزی 
کنیم.  می ( استفاده  7)  ةمارتینگل برای یافتن پاسخ مائلشاد. در این مقاله با تاجه به فرض کامل بادن بازار مالی از روش  می 

 بنابراین داریم  ؛است 𝑿𝑿(𝑻𝑻)تجمیع یا  ةدور( اعتبار مالی انباشته در پایان 7) ةمتغیر تصمیم مائل
                     𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
   𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏

𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐]                       (8          )  

 𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑸𝑸 [− ∫ 𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝒔𝒔

𝟎𝟎 𝒅𝒅𝒔𝒔 + 𝑿𝑿(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑻𝑻

𝟎𝟎
] ≤ 𝒙𝒙𝟎𝟎 

∑ 𝜔𝜔𝑖𝑖 = 1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
  . 

که در آن 
در هر لحظه از دینامیک )5( تبعیت  کند، آنگاه می توان بردار وزن های 

 را از طریق حل مسئلة معادل  

  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸 [𝑳𝑳(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] = 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝑻𝑻[𝑳𝑳(𝑻𝑻)]𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)        (4)  

,𝑩𝑩(𝒕𝒕که  طاری هب 𝑻𝑻) =  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸[𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] . 
  ة شاد. حال دینامیک اعتبار مالی انباشت تر بررسی میگذار راحتتجمیع سرمایه  ةدورها به طرح بیمه در طال  پرداخت  تأثیربه کمک این رابله  

 کنیم.  تجمیع را تعیین می ةدورفرد در هر زمان تا پیش از پایان 
,𝒄𝒄(𝒕𝒕تجمیع را با    ةدوردر  بازه  تصادفی فرد به طرح بیمه در هر  های  پرداختاگر    :5  ةگزار 𝒍𝒍) > های  شده در دارایی گذاری و درصد سرمایه  𝟎𝟎

𝝎𝝎(𝒕𝒕)ریاکی در هر دوره را نیز با   = (𝝎𝝎𝟏𝟏(𝒕𝒕), … , 𝝎𝝎𝒏𝒏(𝒕𝒕))  گذار دینامیک اعتبار مالی سرمایهآنگاه  ،دهیمنشان𝑿𝑿(𝒕𝒕) صارد هب 
𝒅𝒅𝑿𝑿(𝒕𝒕) = (𝑿𝑿(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝒄𝒄(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)(𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏))𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)       (5)  

.    خااهد باد
 

 یتصادف ةن ی کنترل به ةمائل

 صارد گذار بهتصادفی سرمایه ةکنترل بهین  ةمائل  مدل  اگر :1 ةقضی
   𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
𝜶𝜶𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)] − 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)]       (6)  

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎(𝑻𝑻) = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

𝜶𝜶 که در آن > های بردار وزنتاان  آنگاه می  ،کند( تبعیت  5) گذار در هر لحظه از دینامیک  گریزی و اعتبار مالی سرمایهریاک  ةدرج  𝟎𝟎
    معادل ةرا از طریق حل مائل 𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)  ةبهین

(7          ) 𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏
𝝎𝝎

𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐] 

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.  ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎 = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

 .ت اس عیتجم ةدور انیدر پا یاز اعتبار مال  گذارهیسرما ییدف نهاه 𝜸𝜸دست آورد که در آن  هب
های بهینه  نهایی حاصل از پیروی از وزن  ةاعتبار مالی انباشت  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)آنگاه    ،باشد  𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)های بهینه  مائله بردار وزن  اگر جاا 
,𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])های مرت   ای از زوجمرز کارای این مائله با مجماعه  و  است 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])  ای  مرز کارا مجماعه  شاد.می   عیینت

ازای هر سلح  دهند و بهازای هر سلح ریاک معین، بیشترین بازده را ارائه می گذاری است که به سبد سرمایه   ةهای بهیناز ترکی 
 د. هایی است که از نظر ریاک و بازده، بهینه و غیرقابل بهباد هاتندارند. این مرز نمایانگر انتخا بازده معین، کمترین ریاک را  

  ة کنترل بهین   ةهای حل مائلتجمیع است. استفاده از روش  ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  (7)  ةرابلدر  
ها نقش هدف نهایی اعتبار مالی در  مزایای فراوانی دارد. حین استفاده از این روش  محارهدف های  استرات ی   ةوسیلتصادفی به 

انتخا  هدف  گذاران غیرحرفهعلاوه برای سرمایهشاد. به تر میتجمیع پررنگ  ةدورگذاری در طال  تعیین استرات ی سرمایه ای 
انباشته  اعتبار مالی  با  ارتباط  انتهای  نهایی در  به  ةدورشان در  پارامتر مرات  ساده تجمیع امری  از یک  انتخا  یک مقدار  از  تر 

 کنیم. ( را حل می 7معادل ) ة( مائل6) ةجای مائلاست. به همین دلیل به  گریزی ریاک ةپیچیده مانند درج
شاد. اگر بازار مالی در  در ملالعاد مرباط به تعیین استرات ی بهینه برای طرح بیمه با مشارکت معین دو روش کلی پیگیری می

برنامه از روش  باشد  ناکامل  استفاده  دستر   بهینه  استرات ی  یافتن  برای  مارتینگل  از روش  باشد  کامل  بازار  اگر  و  پایا  ریزی 
کنیم.  می ( استفاده  7)  ةمارتینگل برای یافتن پاسخ مائلشاد. در این مقاله با تاجه به فرض کامل بادن بازار مالی از روش  می 

 بنابراین داریم  ؛است 𝑿𝑿(𝑻𝑻)تجمیع یا  ةدور( اعتبار مالی انباشته در پایان 7) ةمتغیر تصمیم مائل
                     𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
   𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏

𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐]                       (8          )  

 𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑸𝑸 [− ∫ 𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝒔𝒔

𝟎𝟎 𝒅𝒅𝒔𝒔 + 𝑿𝑿(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑻𝑻

𝟎𝟎
] ≤ 𝒙𝒙𝟎𝟎 

∑ 𝜔𝜔𝑖𝑖 = 1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
  . 

بهینة 

  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸 [𝑳𝑳(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] = 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝑻𝑻[𝑳𝑳(𝑻𝑻)]𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)        (4)  

,𝑩𝑩(𝒕𝒕که  طاری هب 𝑻𝑻) =  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸[𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] . 
  ة شاد. حال دینامیک اعتبار مالی انباشت تر بررسی میگذار راحتتجمیع سرمایه  ةدورها به طرح بیمه در طال  پرداخت  تأثیربه کمک این رابله  

 کنیم.  تجمیع را تعیین می ةدورفرد در هر زمان تا پیش از پایان 
,𝒄𝒄(𝒕𝒕تجمیع را با    ةدوردر  بازه  تصادفی فرد به طرح بیمه در هر  های  پرداختاگر    :5  ةگزار 𝒍𝒍) > های  شده در دارایی گذاری و درصد سرمایه  𝟎𝟎

𝝎𝝎(𝒕𝒕)ریاکی در هر دوره را نیز با   = (𝝎𝝎𝟏𝟏(𝒕𝒕), … , 𝝎𝝎𝒏𝒏(𝒕𝒕))  گذار دینامیک اعتبار مالی سرمایهآنگاه  ،دهیمنشان𝑿𝑿(𝒕𝒕) صارد هب 
𝒅𝒅𝑿𝑿(𝒕𝒕) = (𝑿𝑿(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝒄𝒄(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)(𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏))𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)       (5)  

.    خااهد باد
 

 یتصادف ةن ی کنترل به ةمائل

 صارد گذار بهتصادفی سرمایه ةکنترل بهین  ةمائل  مدل  اگر :1 ةقضی
   𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
𝜶𝜶𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)] − 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)]       (6)  

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎(𝑻𝑻) = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

𝜶𝜶 که در آن > های بردار وزنتاان  آنگاه می  ،کند( تبعیت  5) گذار در هر لحظه از دینامیک  گریزی و اعتبار مالی سرمایهریاک  ةدرج  𝟎𝟎
    معادل ةرا از طریق حل مائل 𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)  ةبهین

(7          ) 𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏
𝝎𝝎

𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐] 

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.  ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎 = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

 .ت اس عیتجم ةدور انیدر پا یاز اعتبار مال  گذارهیسرما ییدف نهاه 𝜸𝜸دست آورد که در آن  هب
های بهینه  نهایی حاصل از پیروی از وزن  ةاعتبار مالی انباشت  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)آنگاه    ،باشد  𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)های بهینه  مائله بردار وزن  اگر جاا 
,𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])های مرت   ای از زوجمرز کارای این مائله با مجماعه  و  است 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])  ای  مرز کارا مجماعه  شاد.می   عیینت

ازای هر سلح  دهند و بهازای هر سلح ریاک معین، بیشترین بازده را ارائه می گذاری است که به سبد سرمایه   ةهای بهیناز ترکی 
 د. هایی است که از نظر ریاک و بازده، بهینه و غیرقابل بهباد هاتندارند. این مرز نمایانگر انتخا بازده معین، کمترین ریاک را  

  ة کنترل بهین   ةهای حل مائلتجمیع است. استفاده از روش  ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  (7)  ةرابلدر  
ها نقش هدف نهایی اعتبار مالی در  مزایای فراوانی دارد. حین استفاده از این روش  محارهدف های  استرات ی   ةوسیلتصادفی به 

انتخا  هدف  گذاران غیرحرفهعلاوه برای سرمایهشاد. به تر میتجمیع پررنگ  ةدورگذاری در طال  تعیین استرات ی سرمایه ای 
انباشته  اعتبار مالی  با  ارتباط  انتهای  نهایی در  به  ةدورشان در  پارامتر مرات  ساده تجمیع امری  از یک  انتخا  یک مقدار  از  تر 

 کنیم. ( را حل می 7معادل ) ة( مائل6) ةجای مائلاست. به همین دلیل به  گریزی ریاک ةپیچیده مانند درج
شاد. اگر بازار مالی در  در ملالعاد مرباط به تعیین استرات ی بهینه برای طرح بیمه با مشارکت معین دو روش کلی پیگیری می

برنامه از روش  باشد  ناکامل  استفاده  دستر   بهینه  استرات ی  یافتن  برای  مارتینگل  از روش  باشد  کامل  بازار  اگر  و  پایا  ریزی 
کنیم.  می ( استفاده  7)  ةمارتینگل برای یافتن پاسخ مائلشاد. در این مقاله با تاجه به فرض کامل بادن بازار مالی از روش  می 

 بنابراین داریم  ؛است 𝑿𝑿(𝑻𝑻)تجمیع یا  ةدور( اعتبار مالی انباشته در پایان 7) ةمتغیر تصمیم مائل
                     𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
   𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏

𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐]                       (8          )  

 𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑸𝑸 [− ∫ 𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝒔𝒔

𝟎𝟎 𝒅𝒅𝒔𝒔 + 𝑿𝑿(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑻𝑻

𝟎𝟎
] ≤ 𝒙𝒙𝟎𝟎 

∑ 𝜔𝜔𝑖𝑖 = 1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
  . 

                                    )7(

 
 هدف نهایی سرمایه گذار از اعتبار مالی در 

  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸 [𝑳𝑳(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] = 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝑻𝑻[𝑳𝑳(𝑻𝑻)]𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)        (4)  

,𝑩𝑩(𝒕𝒕که  طاری هب 𝑻𝑻) =  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸[𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] . 
  ة شاد. حال دینامیک اعتبار مالی انباشت تر بررسی میگذار راحتتجمیع سرمایه  ةدورها به طرح بیمه در طال  پرداخت  تأثیربه کمک این رابله  

 کنیم.  تجمیع را تعیین می ةدورفرد در هر زمان تا پیش از پایان 
,𝒄𝒄(𝒕𝒕تجمیع را با    ةدوردر  بازه  تصادفی فرد به طرح بیمه در هر  های  پرداختاگر    :5  ةگزار 𝒍𝒍) > های  شده در دارایی گذاری و درصد سرمایه  𝟎𝟎

𝝎𝝎(𝒕𝒕)ریاکی در هر دوره را نیز با   = (𝝎𝝎𝟏𝟏(𝒕𝒕), … , 𝝎𝝎𝒏𝒏(𝒕𝒕))  گذار دینامیک اعتبار مالی سرمایهآنگاه  ،دهیمنشان𝑿𝑿(𝒕𝒕) صارد هب 
𝒅𝒅𝑿𝑿(𝒕𝒕) = (𝑿𝑿(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝒄𝒄(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)(𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏))𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)       (5)  

.    خااهد باد
 

 یتصادف ةن ی کنترل به ةمائل

 صارد گذار بهتصادفی سرمایه ةکنترل بهین  ةمائل  مدل  اگر :1 ةقضی
   𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
𝜶𝜶𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)] − 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)]       (6)  

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎(𝑻𝑻) = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

𝜶𝜶 که در آن > های بردار وزنتاان  آنگاه می  ،کند( تبعیت  5) گذار در هر لحظه از دینامیک  گریزی و اعتبار مالی سرمایهریاک  ةدرج  𝟎𝟎
    معادل ةرا از طریق حل مائل 𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)  ةبهین

(7          ) 𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏
𝝎𝝎

𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐] 

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.  ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎 = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

 .ت اس عیتجم ةدور انیدر پا یاز اعتبار مال  گذارهیسرما ییدف نهاه 𝜸𝜸دست آورد که در آن  هب
های بهینه  نهایی حاصل از پیروی از وزن  ةاعتبار مالی انباشت  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)آنگاه    ،باشد  𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)های بهینه  مائله بردار وزن  اگر جاا 
,𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])های مرت   ای از زوجمرز کارای این مائله با مجماعه  و  است 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])  ای  مرز کارا مجماعه  شاد.می   عیینت

ازای هر سلح  دهند و بهازای هر سلح ریاک معین، بیشترین بازده را ارائه می گذاری است که به سبد سرمایه   ةهای بهیناز ترکی 
 د. هایی است که از نظر ریاک و بازده، بهینه و غیرقابل بهباد هاتندارند. این مرز نمایانگر انتخا بازده معین، کمترین ریاک را  

  ة کنترل بهین   ةهای حل مائلتجمیع است. استفاده از روش  ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  (7)  ةرابلدر  
ها نقش هدف نهایی اعتبار مالی در  مزایای فراوانی دارد. حین استفاده از این روش  محارهدف های  استرات ی   ةوسیلتصادفی به 

انتخا  هدف  گذاران غیرحرفهعلاوه برای سرمایهشاد. به تر میتجمیع پررنگ  ةدورگذاری در طال  تعیین استرات ی سرمایه ای 
انباشته  اعتبار مالی  با  ارتباط  انتهای  نهایی در  به  ةدورشان در  پارامتر مرات  ساده تجمیع امری  از یک  انتخا  یک مقدار  از  تر 

 کنیم. ( را حل می 7معادل ) ة( مائل6) ةجای مائلاست. به همین دلیل به  گریزی ریاک ةپیچیده مانند درج
شاد. اگر بازار مالی در  در ملالعاد مرباط به تعیین استرات ی بهینه برای طرح بیمه با مشارکت معین دو روش کلی پیگیری می

برنامه از روش  باشد  ناکامل  استفاده  دستر   بهینه  استرات ی  یافتن  برای  مارتینگل  از روش  باشد  کامل  بازار  اگر  و  پایا  ریزی 
کنیم.  می ( استفاده  7)  ةمارتینگل برای یافتن پاسخ مائلشاد. در این مقاله با تاجه به فرض کامل بادن بازار مالی از روش  می 

 بنابراین داریم  ؛است 𝑿𝑿(𝑻𝑻)تجمیع یا  ةدور( اعتبار مالی انباشته در پایان 7) ةمتغیر تصمیم مائل
                     𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
   𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏

𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐]                       (8          )  

 𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑸𝑸 [− ∫ 𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝒔𝒔

𝟎𝟎 𝒅𝒅𝒔𝒔 + 𝑿𝑿(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑻𝑻

𝟎𝟎
] ≤ 𝒙𝒙𝟎𝟎 

∑ 𝜔𝜔𝑖𝑖 = 1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
  . 

به  دست آورد که در آن 
.(Zhou and Li, 2000) پایان دورة تجمیع است

آنگاه  باشد،   

  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸 [𝑳𝑳(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] = 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝑻𝑻[𝑳𝑳(𝑻𝑻)]𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)        (4)  

,𝑩𝑩(𝒕𝒕که  طاری هب 𝑻𝑻) =  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸[𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] . 
  ة شاد. حال دینامیک اعتبار مالی انباشت تر بررسی میگذار راحتتجمیع سرمایه  ةدورها به طرح بیمه در طال  پرداخت  تأثیربه کمک این رابله  

 کنیم.  تجمیع را تعیین می ةدورفرد در هر زمان تا پیش از پایان 
,𝒄𝒄(𝒕𝒕تجمیع را با    ةدوردر  بازه  تصادفی فرد به طرح بیمه در هر  های  پرداختاگر    :5  ةگزار 𝒍𝒍) > های  شده در دارایی گذاری و درصد سرمایه  𝟎𝟎

𝝎𝝎(𝒕𝒕)ریاکی در هر دوره را نیز با   = (𝝎𝝎𝟏𝟏(𝒕𝒕), … , 𝝎𝝎𝒏𝒏(𝒕𝒕))  گذار دینامیک اعتبار مالی سرمایهآنگاه  ،دهیمنشان𝑿𝑿(𝒕𝒕) صارد هب 
𝒅𝒅𝑿𝑿(𝒕𝒕) = (𝑿𝑿(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝒄𝒄(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)(𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏))𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)       (5)  

.    خااهد باد
 

 یتصادف ةن ی کنترل به ةمائل

 صارد گذار بهتصادفی سرمایه ةکنترل بهین  ةمائل  مدل  اگر :1 ةقضی
   𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
𝜶𝜶𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)] − 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)]       (6)  

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎(𝑻𝑻) = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

𝜶𝜶 که در آن > های بردار وزنتاان  آنگاه می  ،کند( تبعیت  5) گذار در هر لحظه از دینامیک  گریزی و اعتبار مالی سرمایهریاک  ةدرج  𝟎𝟎
    معادل ةرا از طریق حل مائل 𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)  ةبهین

(7          ) 𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏
𝝎𝝎

𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐] 

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.  ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎 = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

 .ت اس عیتجم ةدور انیدر پا یاز اعتبار مال  گذارهیسرما ییدف نهاه 𝜸𝜸دست آورد که در آن  هب
های بهینه  نهایی حاصل از پیروی از وزن  ةاعتبار مالی انباشت  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)آنگاه    ،باشد  𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)های بهینه  مائله بردار وزن  اگر جاا 
,𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])های مرت   ای از زوجمرز کارای این مائله با مجماعه  و  است 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])  ای  مرز کارا مجماعه  شاد.می   عیینت

ازای هر سلح  دهند و بهازای هر سلح ریاک معین، بیشترین بازده را ارائه می گذاری است که به سبد سرمایه   ةهای بهیناز ترکی 
 د. هایی است که از نظر ریاک و بازده، بهینه و غیرقابل بهباد هاتندارند. این مرز نمایانگر انتخا بازده معین، کمترین ریاک را  

  ة کنترل بهین   ةهای حل مائلتجمیع است. استفاده از روش  ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  (7)  ةرابلدر  
ها نقش هدف نهایی اعتبار مالی در  مزایای فراوانی دارد. حین استفاده از این روش  محارهدف های  استرات ی   ةوسیلتصادفی به 

انتخا  هدف  گذاران غیرحرفهعلاوه برای سرمایهشاد. به تر میتجمیع پررنگ  ةدورگذاری در طال  تعیین استرات ی سرمایه ای 
انباشته  اعتبار مالی  با  ارتباط  انتهای  نهایی در  به  ةدورشان در  پارامتر مرات  ساده تجمیع امری  از یک  انتخا  یک مقدار  از  تر 

 کنیم. ( را حل می 7معادل ) ة( مائل6) ةجای مائلاست. به همین دلیل به  گریزی ریاک ةپیچیده مانند درج
شاد. اگر بازار مالی در  در ملالعاد مرباط به تعیین استرات ی بهینه برای طرح بیمه با مشارکت معین دو روش کلی پیگیری می

برنامه از روش  باشد  ناکامل  استفاده  دستر   بهینه  استرات ی  یافتن  برای  مارتینگل  از روش  باشد  کامل  بازار  اگر  و  پایا  ریزی 
کنیم.  می ( استفاده  7)  ةمارتینگل برای یافتن پاسخ مائلشاد. در این مقاله با تاجه به فرض کامل بادن بازار مالی از روش  می 

 بنابراین داریم  ؛است 𝑿𝑿(𝑻𝑻)تجمیع یا  ةدور( اعتبار مالی انباشته در پایان 7) ةمتغیر تصمیم مائل
                     𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
   𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏

𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐]                       (8          )  

 𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑸𝑸 [− ∫ 𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝒔𝒔

𝟎𝟎 𝒅𝒅𝒔𝒔 + 𝑿𝑿(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑻𝑻

𝟎𝟎
] ≤ 𝒙𝒙𝟎𝟎 

∑ 𝜔𝜔𝑖𝑖 = 1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
  . 

بهینه  وزن های  بردار  مسئله  جواب  اگر 
وزن های  از  پیروی  از  نهایی حاصل  انباشتة  مالی  اعتبار    . ( )*X T
بهینه است و مرز کارای این مسئله با مجموعه ای از زوج های مرتب 
مجموعه ای  کارا  مرز  می شود.  تعیین   ( ) ( )( )0 0,      

* *V X T E X T
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هر سطح  به ازای  که  است  سرمایه گذاری  سبد  بهینة  ترکیب های  از 
ریسک معین، بیشترین بازده را ارائه می دهند و به ازای هر سطح بازده 
معین، کمترین ریسک را دارند. این مرز نمایانگر انتخاب هایی است 

که از نظر ریسک و بازده، بهینه و غیرقابل بهبود هستند.
در  مالی  اعتبار  از  سرمایه گذار  نهایی  هدف   

  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸 [𝑳𝑳(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] = 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝑻𝑻[𝑳𝑳(𝑻𝑻)]𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)        (4)  

,𝑩𝑩(𝒕𝒕که  طاری هب 𝑻𝑻) =  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸[𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] . 
  ة شاد. حال دینامیک اعتبار مالی انباشت تر بررسی میگذار راحتتجمیع سرمایه  ةدورها به طرح بیمه در طال  پرداخت  تأثیربه کمک این رابله  

 کنیم.  تجمیع را تعیین می ةدورفرد در هر زمان تا پیش از پایان 
,𝒄𝒄(𝒕𝒕تجمیع را با    ةدوردر  بازه  تصادفی فرد به طرح بیمه در هر  های  پرداختاگر    :5  ةگزار 𝒍𝒍) > های  شده در دارایی گذاری و درصد سرمایه  𝟎𝟎

𝝎𝝎(𝒕𝒕)ریاکی در هر دوره را نیز با   = (𝝎𝝎𝟏𝟏(𝒕𝒕), … , 𝝎𝝎𝒏𝒏(𝒕𝒕))  گذار دینامیک اعتبار مالی سرمایهآنگاه  ،دهیمنشان𝑿𝑿(𝒕𝒕) صارد هب 
𝒅𝒅𝑿𝑿(𝒕𝒕) = (𝑿𝑿(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝒄𝒄(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)(𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏))𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)       (5)  

.    خااهد باد
 

 یتصادف ةن ی کنترل به ةمائل

 صارد گذار بهتصادفی سرمایه ةکنترل بهین  ةمائل  مدل  اگر :1 ةقضی
   𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
𝜶𝜶𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)] − 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)]       (6)  

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎(𝑻𝑻) = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

𝜶𝜶 که در آن > های بردار وزنتاان  آنگاه می  ،کند( تبعیت  5) گذار در هر لحظه از دینامیک  گریزی و اعتبار مالی سرمایهریاک  ةدرج  𝟎𝟎
    معادل ةرا از طریق حل مائل 𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)  ةبهین

(7          ) 𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏
𝝎𝝎

𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐] 

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.  ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎 = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

 .ت اس عیتجم ةدور انیدر پا یاز اعتبار مال  گذارهیسرما ییدف نهاه 𝜸𝜸دست آورد که در آن  هب
های بهینه  نهایی حاصل از پیروی از وزن  ةاعتبار مالی انباشت  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)آنگاه    ،باشد  𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)های بهینه  مائله بردار وزن  اگر جاا 
,𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])های مرت   ای از زوجمرز کارای این مائله با مجماعه  و  است 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])  ای  مرز کارا مجماعه  شاد.می   عیینت

ازای هر سلح  دهند و بهازای هر سلح ریاک معین، بیشترین بازده را ارائه می گذاری است که به سبد سرمایه   ةهای بهیناز ترکی 
 د. هایی است که از نظر ریاک و بازده، بهینه و غیرقابل بهباد هاتندارند. این مرز نمایانگر انتخا بازده معین، کمترین ریاک را  

  ة کنترل بهین   ةهای حل مائلتجمیع است. استفاده از روش  ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  (7)  ةرابلدر  
ها نقش هدف نهایی اعتبار مالی در  مزایای فراوانی دارد. حین استفاده از این روش  محارهدف های  استرات ی   ةوسیلتصادفی به 

انتخا  هدف  گذاران غیرحرفهعلاوه برای سرمایهشاد. به تر میتجمیع پررنگ  ةدورگذاری در طال  تعیین استرات ی سرمایه ای 
انباشته  اعتبار مالی  با  ارتباط  انتهای  نهایی در  به  ةدورشان در  پارامتر مرات  ساده تجمیع امری  از یک  انتخا  یک مقدار  از  تر 

 کنیم. ( را حل می 7معادل ) ة( مائل6) ةجای مائلاست. به همین دلیل به  گریزی ریاک ةپیچیده مانند درج
شاد. اگر بازار مالی در  در ملالعاد مرباط به تعیین استرات ی بهینه برای طرح بیمه با مشارکت معین دو روش کلی پیگیری می

برنامه از روش  باشد  ناکامل  استفاده  دستر   بهینه  استرات ی  یافتن  برای  مارتینگل  از روش  باشد  کامل  بازار  اگر  و  پایا  ریزی 
کنیم.  می ( استفاده  7)  ةمارتینگل برای یافتن پاسخ مائلشاد. در این مقاله با تاجه به فرض کامل بادن بازار مالی از روش  می 

 بنابراین داریم  ؛است 𝑿𝑿(𝑻𝑻)تجمیع یا  ةدور( اعتبار مالی انباشته در پایان 7) ةمتغیر تصمیم مائل
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𝟎𝟎 𝒅𝒅𝒔𝒔 + 𝑿𝑿(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑻𝑻

𝟎𝟎
] ≤ 𝒙𝒙𝟎𝟎 

∑ 𝜔𝜔𝑖𝑖 = 1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
  . 

 ) 7( رابطة  در 
کنترل  مسئلة  حل  روش های  از  استفاده  است.  تجمیع  دورة  پایان 
فراوانی  مزایای  هدف محور  استراتژی های  به وسیلة  تصادفی  بهینة 
مالی  اعتبار  نهایی  هدف  نقش  روش ها  این  از  استفاده  حین  دارد. 
پررنگ تر  تجمیع  دورة  طول  در  سرمایه گذاری  استراتژی  تعیین  در 
می شود. به علاوه برای سرمایه گذاران غیرحرفه ای انتخاب هدف نهایی 
امری  تجمیع  دورة  انتهای  در  انباشته شان  مالی  اعتبار  با  ارتباط  در 
مانند  پیچیده  پارامتر  یک  از  مقدار  یک  انتخاب  از  ساده تر  به مراتب 
درجة ریسک گریزی است. به همین دلیل به جای مسئلة )6( مسئلة 

معادل )7( را حل می کنیم.
بیمه  برای طرح  بهینه  استراتژی  تعیین  به  مربوط  مطالعات  در 
با مشارکت معین دو روش کلی پیگیری می شود. اگر بازار مالی در 
دسترس ناکامل باشد از روش برنامه ریزی پویا و اگر بازار کامل باشد از 
روش مارتینگل برای یافتن استراتژی بهینه استفاده می شود. در این 
مقاله با توجه به فرض کامل بودن بازار مالی از روش مارتینگل برای 
یافتن پاسخ مسئلة )7( استفاده می کنیم. متغیر تصمیم مسئلة )7( 
) است؛ بنابراین  )X T اعتبار مالی انباشته در پایان دورة تجمیع یا 

داریم

  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸 [𝑳𝑳(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] = 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝑻𝑻[𝑳𝑳(𝑻𝑻)]𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)        (4)  

,𝑩𝑩(𝒕𝒕که  طاری هب 𝑻𝑻) =  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸[𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] . 
  ة شاد. حال دینامیک اعتبار مالی انباشت تر بررسی میگذار راحتتجمیع سرمایه  ةدورها به طرح بیمه در طال  پرداخت  تأثیربه کمک این رابله  

 کنیم.  تجمیع را تعیین می ةدورفرد در هر زمان تا پیش از پایان 
,𝒄𝒄(𝒕𝒕تجمیع را با    ةدوردر  بازه  تصادفی فرد به طرح بیمه در هر  های  پرداختاگر    :5  ةگزار 𝒍𝒍) > های  شده در دارایی گذاری و درصد سرمایه  𝟎𝟎

𝝎𝝎(𝒕𝒕)ریاکی در هر دوره را نیز با   = (𝝎𝝎𝟏𝟏(𝒕𝒕), … , 𝝎𝝎𝒏𝒏(𝒕𝒕))  گذار دینامیک اعتبار مالی سرمایهآنگاه  ،دهیمنشان𝑿𝑿(𝒕𝒕) صارد هب 
𝒅𝒅𝑿𝑿(𝒕𝒕) = (𝑿𝑿(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝒄𝒄(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)(𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏))𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)       (5)  

.    خااهد باد
 

 یتصادف ةن ی کنترل به ةمائل

 صارد گذار بهتصادفی سرمایه ةکنترل بهین  ةمائل  مدل  اگر :1 ةقضی
   𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
𝜶𝜶𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)] − 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)]       (6)  

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎(𝑻𝑻) = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

𝜶𝜶 که در آن > های بردار وزنتاان  آنگاه می  ،کند( تبعیت  5) گذار در هر لحظه از دینامیک  گریزی و اعتبار مالی سرمایهریاک  ةدرج  𝟎𝟎
    معادل ةرا از طریق حل مائل 𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)  ةبهین

(7          ) 𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏
𝝎𝝎

𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐] 

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.  ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎 = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

 .ت اس عیتجم ةدور انیدر پا یاز اعتبار مال  گذارهیسرما ییدف نهاه 𝜸𝜸دست آورد که در آن  هب
های بهینه  نهایی حاصل از پیروی از وزن  ةاعتبار مالی انباشت  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)آنگاه    ،باشد  𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)های بهینه  مائله بردار وزن  اگر جاا 
,𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])های مرت   ای از زوجمرز کارای این مائله با مجماعه  و  است 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])  ای  مرز کارا مجماعه  شاد.می   عیینت

ازای هر سلح  دهند و بهازای هر سلح ریاک معین، بیشترین بازده را ارائه می گذاری است که به سبد سرمایه   ةهای بهیناز ترکی 
 د. هایی است که از نظر ریاک و بازده، بهینه و غیرقابل بهباد هاتندارند. این مرز نمایانگر انتخا بازده معین، کمترین ریاک را  

  ة کنترل بهین   ةهای حل مائلتجمیع است. استفاده از روش  ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  (7)  ةرابلدر  
ها نقش هدف نهایی اعتبار مالی در  مزایای فراوانی دارد. حین استفاده از این روش  محارهدف های  استرات ی   ةوسیلتصادفی به 

انتخا  هدف  گذاران غیرحرفهعلاوه برای سرمایهشاد. به تر میتجمیع پررنگ  ةدورگذاری در طال  تعیین استرات ی سرمایه ای 
انباشته  اعتبار مالی  با  ارتباط  انتهای  نهایی در  به  ةدورشان در  پارامتر مرات  ساده تجمیع امری  از یک  انتخا  یک مقدار  از  تر 

 کنیم. ( را حل می 7معادل ) ة( مائل6) ةجای مائلاست. به همین دلیل به  گریزی ریاک ةپیچیده مانند درج
شاد. اگر بازار مالی در  در ملالعاد مرباط به تعیین استرات ی بهینه برای طرح بیمه با مشارکت معین دو روش کلی پیگیری می

برنامه از روش  باشد  ناکامل  استفاده  دستر   بهینه  استرات ی  یافتن  برای  مارتینگل  از روش  باشد  کامل  بازار  اگر  و  پایا  ریزی 
کنیم.  می ( استفاده  7)  ةمارتینگل برای یافتن پاسخ مائلشاد. در این مقاله با تاجه به فرض کامل بادن بازار مالی از روش  می 

 بنابراین داریم  ؛است 𝑿𝑿(𝑻𝑻)تجمیع یا  ةدور( اعتبار مالی انباشته در پایان 7) ةمتغیر تصمیم مائل
                     𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
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 𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑸𝑸 [− ∫ 𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝒔𝒔

𝟎𝟎 𝒅𝒅𝒔𝒔 + 𝑿𝑿(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑻𝑻

𝟎𝟎
] ≤ 𝒙𝒙𝟎𝟎 

∑ 𝜔𝜔𝑖𝑖 = 1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
  . 

 )8(        
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اولین قید مسئله نشان می دهد که میانگین تحت اندازة مارتینگلِ 
اختلاف ارزش اعتبار مالی تنزیل  یافته تا زمان شروع دورة تجمیع از 
تجمیع،  دورة  در طول  پرداخت های صورت گرفته  تنزیل یافته  ارزش 
باید کمتر از مقدار اولیه در دسترس برای سرمایه گذاری باشد. ابتدا 
دست  به  را   ( )*X T بهینة  نهایی  مالی  اعتبار  مسئله  این  حل  با 
می آوریم. مس ئلة بهینه سازی غیرخطی را به کمک تابع لاگرانژ حل 

می کنیم.
تجمیع  دورة  پایان  در  که  بهینه ای  سبد  ارزش   :2 قضیة 

سرمایه گذاری با پیروی از مسئلة )7( به دست می آید برابر است با

تجمیع از ارزش    ةدوریافته تا زمان شروع  مارتینگلِ اختلاف ارزش اعتبار مالی تنزیل   ةدهد که میانگین تحت اندازاولین قید مائله نشان می
گذاری باشد. ابتدا با حل این  تجمیع، باید کمتر از مقدار اولیه در دستر  برای سرمایه  ةدورگرفته در طال  های صاردیافته پرداختتنزیل

کنیم. میسازی غیرخلی را به کمک تابع لاگران  حل بهینه ةآوریم. مائلدست میه را ب 𝑋𝑋∗(𝑇𝑇) ةمالی نهایی بهینمائله اعتبار 

 آید برابر است با دست میه ( ب7)  ةپیروی از مائلبا  ی گذارتجمیع سرمایه ةدورای که در پایان سبد بهینهارزش : 2 ةقضی
 𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − 𝝀𝝀𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻

𝟎𝟎 𝒎𝒎(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)  (9   )  
,𝒎𝒎(𝟎𝟎تجمیع،    ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  که در آن 𝑻𝑻)  عینی بازار نابت به    ة نیکادیم انداز –مشتق رادون

 :شادزیر حاصل می ةضری  لاگران  است که از رابل 𝝀𝝀مارتینگل ریاک خنثی و  ةانداز

𝝀𝝀 = 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)−∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔−𝒙𝒙𝟎𝟎

𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆−𝟐𝟐 ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎 𝒎𝒎𝟐𝟐(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

  ( .10        )  

 :صارد زیر بازنایای کردرا به  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) ةتاان جاا  بهینهمچنین می
𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − (𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻)𝜸𝜸(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏𝐞𝐞𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)     (11 )    

,𝛷𝛷(𝑡𝑡  که در آن تابع 𝑇𝑇)  صارد به 

𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) = − ∫ 𝑟𝑟(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑇𝑇

𝑡𝑡
− 1

2 ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)
𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑢𝑢 − ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇

𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢) .

 . شاد تعری  می

گانه  تااند بدون پذیرش هیچگذار میای که سرمایهبرابر است با اعتبار مالی  𝜒𝜒𝑇𝑇است. مقدار    محارهدفسازی روش  کلید اصلی پیاده  𝜒𝜒𝑇𝑇مقدار  
اعتبار مالی   ةشدارزش تجمیع  𝜒𝜒𝑇𝑇دست آورد.  ه  تجمیع ب  ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک یا حاا  بانکی در طال  ریاک و تنها با سرمایه

زیر محاسبه    ةاند و از رابلصفر تنزیل شده  ةتجمیع است که همگی تا لحظ  ةدورگرفته به طرح بیمه در طال  های صاردو پرداخت   𝑥𝑥0 ةاولی
 :شادمی

𝝌𝝌𝑻𝑻 = 𝒙𝒙𝟎𝟎+∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝟎𝟎
𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)    (12  .          )  

 
𝝌𝝌𝑻𝑻    گذاری انتظار دارد در مقابل پذیرش ریاک و  بنابراین هر سرمایه  ؛تجمیع است  ةدورارزش اعتبار مالی انباشته بدون ریاک در پایان

یک کران پایین   𝝌𝝌𝑻𝑻دست آورد. بنابراین  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻ای فراتر از  گذاری بخشی از اعتبار مالی خاد در دارایی ریاکی، اعتبار مالی نهایی سرمایه
انباشته خااهد باد و اهداف هر سرمایه با میزان ریاک  برای هدف نهایی اعتبار مالی  یا  گذار متناس   صارد وی به  گریزی ریاکپذیری 

 شاد. بیان می 𝝌𝝌𝑻𝑻تر از واحد از  ضریبی بزرگ
برای تشکیل های در دستر   دارایی  ةهای بهینوزن  که  ،𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)گذاری یا  سرمایه  ةسبد بهین  ةبا در نظر گرفتن مفروضاد مائل  :3  ةقضی

 :آیددست میه زیر بد صاربه ،کندرا تعیین میسبد بهینه 

𝝎𝝎∗(𝒕𝒕) = (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔 − 𝑿𝑿∗(𝒕𝒕)𝑻𝑻

𝒕𝒕 ) (∑′)−𝟏𝟏𝝃𝝃  

+(∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏 (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕

𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻
𝒕𝒕 )

𝝏𝝏𝝏𝝏(𝒕𝒕) + (𝑿𝑿∗(𝒕𝒕) + 

 ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝒕𝒕 − 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)) (∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

𝝏𝝏𝒛𝒛(𝒕𝒕)
𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]     (13 ) .  

اثباد به مقالبرای   ,𝛷𝛷(𝑡𝑡مراجعه کنید. اگر      ةجزئیاد  𝑇𝑇)  از دارای تازیع گاسی باشد می تاان 
 :سازی زیر استفاده کردساده

𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]−1 𝜕𝜕𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]
𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) = 2 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) (𝐸𝐸𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)] + 𝑉𝑉𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)]). 

 )9(  

 هدف نهایی سرمایه گذار از اعتبار مالی در پایان دورة 

  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸 [𝑳𝑳(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] = 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝑻𝑻[𝑳𝑳(𝑻𝑻)]𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)        (4)  

,𝑩𝑩(𝒕𝒕که  طاری هب 𝑻𝑻) =  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸[𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] . 
  ة شاد. حال دینامیک اعتبار مالی انباشت تر بررسی میگذار راحتتجمیع سرمایه  ةدورها به طرح بیمه در طال  پرداخت  تأثیربه کمک این رابله  

 کنیم.  تجمیع را تعیین می ةدورفرد در هر زمان تا پیش از پایان 
,𝒄𝒄(𝒕𝒕تجمیع را با    ةدوردر  بازه  تصادفی فرد به طرح بیمه در هر  های  پرداختاگر    :5  ةگزار 𝒍𝒍) > های  شده در دارایی گذاری و درصد سرمایه  𝟎𝟎

𝝎𝝎(𝒕𝒕)ریاکی در هر دوره را نیز با   = (𝝎𝝎𝟏𝟏(𝒕𝒕), … , 𝝎𝝎𝒏𝒏(𝒕𝒕))  گذار دینامیک اعتبار مالی سرمایهآنگاه  ،دهیمنشان𝑿𝑿(𝒕𝒕) صارد هب 
𝒅𝒅𝑿𝑿(𝒕𝒕) = (𝑿𝑿(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝒄𝒄(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)(𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏))𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)       (5)  

.    خااهد باد
 

 یتصادف ةن ی کنترل به ةمائل

 صارد گذار بهتصادفی سرمایه ةکنترل بهین  ةمائل  مدل  اگر :1 ةقضی
   𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
𝜶𝜶𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)] − 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)]       (6)  

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎(𝑻𝑻) = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

𝜶𝜶 که در آن > های بردار وزنتاان  آنگاه می  ،کند( تبعیت  5) گذار در هر لحظه از دینامیک  گریزی و اعتبار مالی سرمایهریاک  ةدرج  𝟎𝟎
    معادل ةرا از طریق حل مائل 𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)  ةبهین

(7          ) 𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏
𝝎𝝎

𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐] 

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.  ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎 = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

 .ت اس عیتجم ةدور انیدر پا یاز اعتبار مال  گذارهیسرما ییدف نهاه 𝜸𝜸دست آورد که در آن  هب
های بهینه  نهایی حاصل از پیروی از وزن  ةاعتبار مالی انباشت  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)آنگاه    ،باشد  𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)های بهینه  مائله بردار وزن  اگر جاا 
,𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])های مرت   ای از زوجمرز کارای این مائله با مجماعه  و  است 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])  ای  مرز کارا مجماعه  شاد.می   عیینت

ازای هر سلح  دهند و بهازای هر سلح ریاک معین، بیشترین بازده را ارائه می گذاری است که به سبد سرمایه   ةهای بهیناز ترکی 
 د. هایی است که از نظر ریاک و بازده، بهینه و غیرقابل بهباد هاتندارند. این مرز نمایانگر انتخا بازده معین، کمترین ریاک را  

  ة کنترل بهین   ةهای حل مائلتجمیع است. استفاده از روش  ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  (7)  ةرابلدر  
ها نقش هدف نهایی اعتبار مالی در  مزایای فراوانی دارد. حین استفاده از این روش  محارهدف های  استرات ی   ةوسیلتصادفی به 

انتخا  هدف  گذاران غیرحرفهعلاوه برای سرمایهشاد. به تر میتجمیع پررنگ  ةدورگذاری در طال  تعیین استرات ی سرمایه ای 
انباشته  اعتبار مالی  با  ارتباط  انتهای  نهایی در  به  ةدورشان در  پارامتر مرات  ساده تجمیع امری  از یک  انتخا  یک مقدار  از  تر 

 کنیم. ( را حل می 7معادل ) ة( مائل6) ةجای مائلاست. به همین دلیل به  گریزی ریاک ةپیچیده مانند درج
شاد. اگر بازار مالی در  در ملالعاد مرباط به تعیین استرات ی بهینه برای طرح بیمه با مشارکت معین دو روش کلی پیگیری می

برنامه از روش  باشد  ناکامل  استفاده  دستر   بهینه  استرات ی  یافتن  برای  مارتینگل  از روش  باشد  کامل  بازار  اگر  و  پایا  ریزی 
کنیم.  می ( استفاده  7)  ةمارتینگل برای یافتن پاسخ مائلشاد. در این مقاله با تاجه به فرض کامل بادن بازار مالی از روش  می 

 بنابراین داریم  ؛است 𝑿𝑿(𝑻𝑻)تجمیع یا  ةدور( اعتبار مالی انباشته در پایان 7) ةمتغیر تصمیم مائل
                     𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
   𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏

𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐]                       (8          )  

 𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑸𝑸 [− ∫ 𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝒔𝒔

𝟎𝟎 𝒅𝒅𝒔𝒔 + 𝑿𝑿(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑻𝑻

𝟎𝟎
] ≤ 𝒙𝒙𝟎𝟎 

∑ 𝜔𝜔𝑖𝑖 = 1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
  . 

که در آن 
) مشتق رادون– نیکودیم اندازة عینی بازار نسبت به  )0,m T تجمیع، 
 ضریب لاگرانژ است که از رابطة 

تجمیع از ارزش    ةدوریافته تا زمان شروع  مارتینگلِ اختلاف ارزش اعتبار مالی تنزیل   ةدهد که میانگین تحت اندازاولین قید مائله نشان می
گذاری باشد. ابتدا با حل این  تجمیع، باید کمتر از مقدار اولیه در دستر  برای سرمایه  ةدورگرفته در طال  های صاردیافته پرداختتنزیل

کنیم. میسازی غیرخلی را به کمک تابع لاگران  حل بهینه ةآوریم. مائلدست میه را ب 𝑋𝑋∗(𝑇𝑇) ةمالی نهایی بهینمائله اعتبار 

 آید برابر است با دست میه ( ب7)  ةپیروی از مائلبا  ی گذارتجمیع سرمایه ةدورای که در پایان سبد بهینهارزش : 2 ةقضی
 𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − 𝝀𝝀𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻

𝟎𝟎 𝒎𝒎(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)  (9   )  
,𝒎𝒎(𝟎𝟎تجمیع،    ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  که در آن 𝑻𝑻)  عینی بازار نابت به    ة نیکادیم انداز –مشتق رادون

 :شادزیر حاصل می ةضری  لاگران  است که از رابل 𝝀𝝀مارتینگل ریاک خنثی و  ةانداز

𝝀𝝀 = 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)−∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔−𝒙𝒙𝟎𝟎

𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆−𝟐𝟐 ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎 𝒎𝒎𝟐𝟐(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

  ( .10        )  

 :صارد زیر بازنایای کردرا به  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) ةتاان جاا  بهینهمچنین می
𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − (𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻)𝜸𝜸(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏𝐞𝐞𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)     (11 )    

,𝛷𝛷(𝑡𝑡  که در آن تابع 𝑇𝑇)  صارد به 

𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) = − ∫ 𝑟𝑟(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑇𝑇

𝑡𝑡
− 1

2 ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)
𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑢𝑢 − ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇

𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢) .

 . شاد تعری  می

گانه  تااند بدون پذیرش هیچگذار میای که سرمایهبرابر است با اعتبار مالی  𝜒𝜒𝑇𝑇است. مقدار    محارهدفسازی روش  کلید اصلی پیاده  𝜒𝜒𝑇𝑇مقدار  
اعتبار مالی   ةشدارزش تجمیع  𝜒𝜒𝑇𝑇دست آورد.  ه  تجمیع ب  ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک یا حاا  بانکی در طال  ریاک و تنها با سرمایه

زیر محاسبه    ةاند و از رابلصفر تنزیل شده  ةتجمیع است که همگی تا لحظ  ةدورگرفته به طرح بیمه در طال  های صاردو پرداخت   𝑥𝑥0 ةاولی
 :شادمی

𝝌𝝌𝑻𝑻 = 𝒙𝒙𝟎𝟎+∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝟎𝟎
𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)    (12  .          )  

 
𝝌𝝌𝑻𝑻    گذاری انتظار دارد در مقابل پذیرش ریاک و  بنابراین هر سرمایه  ؛تجمیع است  ةدورارزش اعتبار مالی انباشته بدون ریاک در پایان

یک کران پایین   𝝌𝝌𝑻𝑻دست آورد. بنابراین  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻ای فراتر از  گذاری بخشی از اعتبار مالی خاد در دارایی ریاکی، اعتبار مالی نهایی سرمایه
انباشته خااهد باد و اهداف هر سرمایه با میزان ریاک  برای هدف نهایی اعتبار مالی  یا  گذار متناس   صارد وی به  گریزی ریاکپذیری 

 شاد. بیان می 𝝌𝝌𝑻𝑻تر از واحد از  ضریبی بزرگ
برای تشکیل های در دستر   دارایی  ةهای بهینوزن  که  ،𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)گذاری یا  سرمایه  ةسبد بهین  ةبا در نظر گرفتن مفروضاد مائل  :3  ةقضی

 :آیددست میه زیر بد صاربه ،کندرا تعیین میسبد بهینه 

𝝎𝝎∗(𝒕𝒕) = (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔 − 𝑿𝑿∗(𝒕𝒕)𝑻𝑻

𝒕𝒕 ) (∑′)−𝟏𝟏𝝃𝝃  

+(∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏 (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕

𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻
𝒕𝒕 )

𝝏𝝏𝝏𝝏(𝒕𝒕) + (𝑿𝑿∗(𝒕𝒕) + 

 ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝒕𝒕 − 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)) (∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

𝝏𝝏𝒛𝒛(𝒕𝒕)
𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]     (13 ) .  

اثباد به مقالبرای   ,𝛷𝛷(𝑡𝑡مراجعه کنید. اگر      ةجزئیاد  𝑇𝑇)  از دارای تازیع گاسی باشد می تاان 
 :سازی زیر استفاده کردساده

𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]−1 𝜕𝜕𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]
𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) = 2 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) (𝐸𝐸𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)] + 𝑉𝑉𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)]). 

اندازة مارتینگل ریسک خنثی و 
زیر حاصل می شود:

تجمیع از ارزش    ةدوریافته تا زمان شروع  مارتینگلِ اختلاف ارزش اعتبار مالی تنزیل   ةدهد که میانگین تحت اندازاولین قید مائله نشان می
گذاری باشد. ابتدا با حل این  تجمیع، باید کمتر از مقدار اولیه در دستر  برای سرمایه  ةدورگرفته در طال  های صاردیافته پرداختتنزیل

کنیم. میسازی غیرخلی را به کمک تابع لاگران  حل بهینه ةآوریم. مائلدست میه را ب 𝑋𝑋∗(𝑇𝑇) ةمالی نهایی بهینمائله اعتبار 

 آید برابر است با دست میه ( ب7)  ةپیروی از مائلبا  ی گذارتجمیع سرمایه ةدورای که در پایان سبد بهینهارزش : 2 ةقضی
 𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − 𝝀𝝀𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻

𝟎𝟎 𝒎𝒎(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)  (9   )  
,𝒎𝒎(𝟎𝟎تجمیع،    ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  که در آن 𝑻𝑻)  عینی بازار نابت به    ة نیکادیم انداز –مشتق رادون

 :شادزیر حاصل می ةضری  لاگران  است که از رابل 𝝀𝝀مارتینگل ریاک خنثی و  ةانداز

𝝀𝝀 = 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)−∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔−𝒙𝒙𝟎𝟎

𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆−𝟐𝟐 ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎 𝒎𝒎𝟐𝟐(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

  ( .10        )  

 :صارد زیر بازنایای کردرا به  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) ةتاان جاا  بهینهمچنین می
𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − (𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻)𝜸𝜸(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏𝐞𝐞𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)     (11 )    

,𝛷𝛷(𝑡𝑡  که در آن تابع 𝑇𝑇)  صارد به 

𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) = − ∫ 𝑟𝑟(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑇𝑇

𝑡𝑡
− 1

2 ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)
𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑢𝑢 − ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇

𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢) .

 . شاد تعری  می

گانه  تااند بدون پذیرش هیچگذار میای که سرمایهبرابر است با اعتبار مالی  𝜒𝜒𝑇𝑇است. مقدار    محارهدفسازی روش  کلید اصلی پیاده  𝜒𝜒𝑇𝑇مقدار  
اعتبار مالی   ةشدارزش تجمیع  𝜒𝜒𝑇𝑇دست آورد.  ه  تجمیع ب  ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک یا حاا  بانکی در طال  ریاک و تنها با سرمایه

زیر محاسبه    ةاند و از رابلصفر تنزیل شده  ةتجمیع است که همگی تا لحظ  ةدورگرفته به طرح بیمه در طال  های صاردو پرداخت   𝑥𝑥0 ةاولی
 :شادمی

𝝌𝝌𝑻𝑻 = 𝒙𝒙𝟎𝟎+∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝟎𝟎
𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)    (12  .          )  

 
𝝌𝝌𝑻𝑻    گذاری انتظار دارد در مقابل پذیرش ریاک و  بنابراین هر سرمایه  ؛تجمیع است  ةدورارزش اعتبار مالی انباشته بدون ریاک در پایان

یک کران پایین   𝝌𝝌𝑻𝑻دست آورد. بنابراین  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻ای فراتر از  گذاری بخشی از اعتبار مالی خاد در دارایی ریاکی، اعتبار مالی نهایی سرمایه
انباشته خااهد باد و اهداف هر سرمایه با میزان ریاک  برای هدف نهایی اعتبار مالی  یا  گذار متناس   صارد وی به  گریزی ریاکپذیری 

 شاد. بیان می 𝝌𝝌𝑻𝑻تر از واحد از  ضریبی بزرگ
برای تشکیل های در دستر   دارایی  ةهای بهینوزن  که  ،𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)گذاری یا  سرمایه  ةسبد بهین  ةبا در نظر گرفتن مفروضاد مائل  :3  ةقضی

 :آیددست میه زیر بد صاربه ،کندرا تعیین میسبد بهینه 

𝝎𝝎∗(𝒕𝒕) = (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔 − 𝑿𝑿∗(𝒕𝒕)𝑻𝑻

𝒕𝒕 ) (∑′)−𝟏𝟏𝝃𝝃  

+(∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏 (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕

𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻
𝒕𝒕 )

𝝏𝝏𝝏𝝏(𝒕𝒕) + (𝑿𝑿∗(𝒕𝒕) + 

 ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝒕𝒕 − 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)) (∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

𝝏𝝏𝒛𝒛(𝒕𝒕)
𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]     (13 ) .  

اثباد به مقالبرای   ,𝛷𝛷(𝑡𝑡مراجعه کنید. اگر      ةجزئیاد  𝑇𝑇)  از دارای تازیع گاسی باشد می تاان 
 :سازی زیر استفاده کردساده

𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]−1 𝜕𝜕𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]
𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) = 2 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) (𝐸𝐸𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)] + 𝑉𝑉𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)]). 

   )10(      
زیر  به صورت  را   ( )*X T بهینة  جواب  می توان  همچنین 

بازنویسی کرد:

تجمیع از ارزش    ةدوریافته تا زمان شروع  مارتینگلِ اختلاف ارزش اعتبار مالی تنزیل   ةدهد که میانگین تحت اندازاولین قید مائله نشان می
گذاری باشد. ابتدا با حل این  تجمیع، باید کمتر از مقدار اولیه در دستر  برای سرمایه  ةدورگرفته در طال  های صاردیافته پرداختتنزیل

کنیم. میسازی غیرخلی را به کمک تابع لاگران  حل بهینه ةآوریم. مائلدست میه را ب 𝑋𝑋∗(𝑇𝑇) ةمالی نهایی بهینمائله اعتبار 

 آید برابر است با دست میه ( ب7)  ةپیروی از مائلبا  ی گذارتجمیع سرمایه ةدورای که در پایان سبد بهینهارزش : 2 ةقضی
 𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − 𝝀𝝀𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻

𝟎𝟎 𝒎𝒎(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)  (9   )  
,𝒎𝒎(𝟎𝟎تجمیع،    ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  که در آن 𝑻𝑻)  عینی بازار نابت به    ة نیکادیم انداز –مشتق رادون

 :شادزیر حاصل می ةضری  لاگران  است که از رابل 𝝀𝝀مارتینگل ریاک خنثی و  ةانداز

𝝀𝝀 = 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)−∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔−𝒙𝒙𝟎𝟎

𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆−𝟐𝟐 ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎 𝒎𝒎𝟐𝟐(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

  ( .10        )  

 :صارد زیر بازنایای کردرا به  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) ةتاان جاا  بهینهمچنین می
𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − (𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻)𝜸𝜸(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏𝐞𝐞𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)     (11 )    

,𝛷𝛷(𝑡𝑡  که در آن تابع 𝑇𝑇)  صارد به 

𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) = − ∫ 𝑟𝑟(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑇𝑇

𝑡𝑡
− 1

2 ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)
𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑢𝑢 − ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇

𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢) .

 . شاد تعری  می

گانه  تااند بدون پذیرش هیچگذار میای که سرمایهبرابر است با اعتبار مالی  𝜒𝜒𝑇𝑇است. مقدار    محارهدفسازی روش  کلید اصلی پیاده  𝜒𝜒𝑇𝑇مقدار  
اعتبار مالی   ةشدارزش تجمیع  𝜒𝜒𝑇𝑇دست آورد.  ه  تجمیع ب  ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک یا حاا  بانکی در طال  ریاک و تنها با سرمایه

زیر محاسبه    ةاند و از رابلصفر تنزیل شده  ةتجمیع است که همگی تا لحظ  ةدورگرفته به طرح بیمه در طال  های صاردو پرداخت   𝑥𝑥0 ةاولی
 :شادمی

𝝌𝝌𝑻𝑻 = 𝒙𝒙𝟎𝟎+∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝟎𝟎
𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)    (12  .          )  

 
𝝌𝝌𝑻𝑻    گذاری انتظار دارد در مقابل پذیرش ریاک و  بنابراین هر سرمایه  ؛تجمیع است  ةدورارزش اعتبار مالی انباشته بدون ریاک در پایان

یک کران پایین   𝝌𝝌𝑻𝑻دست آورد. بنابراین  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻ای فراتر از  گذاری بخشی از اعتبار مالی خاد در دارایی ریاکی، اعتبار مالی نهایی سرمایه
انباشته خااهد باد و اهداف هر سرمایه با میزان ریاک  برای هدف نهایی اعتبار مالی  یا  گذار متناس   صارد وی به  گریزی ریاکپذیری 

 شاد. بیان می 𝝌𝝌𝑻𝑻تر از واحد از  ضریبی بزرگ
برای تشکیل های در دستر   دارایی  ةهای بهینوزن  که  ،𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)گذاری یا  سرمایه  ةسبد بهین  ةبا در نظر گرفتن مفروضاد مائل  :3  ةقضی

 :آیددست میه زیر بد صاربه ،کندرا تعیین میسبد بهینه 

𝝎𝝎∗(𝒕𝒕) = (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔 − 𝑿𝑿∗(𝒕𝒕)𝑻𝑻

𝒕𝒕 ) (∑′)−𝟏𝟏𝝃𝝃  

+(∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏 (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕

𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻
𝒕𝒕 )

𝝏𝝏𝝏𝝏(𝒕𝒕) + (𝑿𝑿∗(𝒕𝒕) + 

 ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝒕𝒕 − 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)) (∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

𝝏𝝏𝒛𝒛(𝒕𝒕)
𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]     (13 ) .  

اثباد به مقالبرای   ,𝛷𝛷(𝑡𝑡مراجعه کنید. اگر      ةجزئیاد  𝑇𝑇)  از دارای تازیع گاسی باشد می تاان 
 :سازی زیر استفاده کردساده

𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]−1 𝜕𝜕𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]
𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) = 2 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) (𝐸𝐸𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)] + 𝑉𝑉𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)]). 

)11(  

)  به صورت  ),t TΦ که در آن تابع 
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.(Menoncin and Vigna, 2017) تعریف می شود
مقدار  کلید اصلی پیاده سازی روش هدف محور است. مقدار 
Tχ برابر است با اعتبار مالی ای که سرمایه گذار می تواند بدون پذیرش 

یا  بدون ریسک  دارایی  با سرمایه گذاری در  تنها  و  هیچ گونه ریسک 
ارزش   Tχ آورد.  دست  به  تجمیع  دورة  طول  در  بانکی  حساب 
به  صورت گرفته  پرداخت های  و   0x اولیة  مالی  اعتبار  تجمیع شدة 
طرح بیمه در طول دورة تجمیع است که همگی تا لحظة صفر تنزیل 

شده اند و از رابطة زیر محاسبه می شود:

تجمیع از ارزش    ةدوریافته تا زمان شروع  مارتینگلِ اختلاف ارزش اعتبار مالی تنزیل   ةدهد که میانگین تحت اندازاولین قید مائله نشان می
گذاری باشد. ابتدا با حل این  تجمیع، باید کمتر از مقدار اولیه در دستر  برای سرمایه  ةدورگرفته در طال  های صاردیافته پرداختتنزیل

کنیم. میسازی غیرخلی را به کمک تابع لاگران  حل بهینه ةآوریم. مائلدست میه را ب 𝑋𝑋∗(𝑇𝑇) ةمالی نهایی بهینمائله اعتبار 

 آید برابر است با دست میه ( ب7)  ةپیروی از مائلبا  ی گذارتجمیع سرمایه ةدورای که در پایان سبد بهینهارزش : 2 ةقضی
 𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − 𝝀𝝀𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻

𝟎𝟎 𝒎𝒎(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)  (9   )  
,𝒎𝒎(𝟎𝟎تجمیع،    ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  که در آن 𝑻𝑻)  عینی بازار نابت به    ة نیکادیم انداز –مشتق رادون

 :شادزیر حاصل می ةضری  لاگران  است که از رابل 𝝀𝝀مارتینگل ریاک خنثی و  ةانداز

𝝀𝝀 = 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)−∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔−𝒙𝒙𝟎𝟎

𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆−𝟐𝟐 ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎 𝒎𝒎𝟐𝟐(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

  ( .10        )  

 :صارد زیر بازنایای کردرا به  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) ةتاان جاا  بهینهمچنین می
𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − (𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻)𝜸𝜸(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏𝐞𝐞𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)     (11 )    

,𝛷𝛷(𝑡𝑡  که در آن تابع 𝑇𝑇)  صارد به 

𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) = − ∫ 𝑟𝑟(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑇𝑇

𝑡𝑡
− 1

2 ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)
𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑢𝑢 − ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇

𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢) .

 . شاد تعری  می

گانه  تااند بدون پذیرش هیچگذار میای که سرمایهبرابر است با اعتبار مالی  𝜒𝜒𝑇𝑇است. مقدار    محارهدفسازی روش  کلید اصلی پیاده  𝜒𝜒𝑇𝑇مقدار  
اعتبار مالی   ةشدارزش تجمیع  𝜒𝜒𝑇𝑇دست آورد.  ه  تجمیع ب  ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک یا حاا  بانکی در طال  ریاک و تنها با سرمایه

زیر محاسبه    ةاند و از رابلصفر تنزیل شده  ةتجمیع است که همگی تا لحظ  ةدورگرفته به طرح بیمه در طال  های صاردو پرداخت   𝑥𝑥0 ةاولی
 :شادمی

𝝌𝝌𝑻𝑻 = 𝒙𝒙𝟎𝟎+∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝟎𝟎
𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)    (12  .          )  

 
𝝌𝝌𝑻𝑻    گذاری انتظار دارد در مقابل پذیرش ریاک و  بنابراین هر سرمایه  ؛تجمیع است  ةدورارزش اعتبار مالی انباشته بدون ریاک در پایان

یک کران پایین   𝝌𝝌𝑻𝑻دست آورد. بنابراین  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻ای فراتر از  گذاری بخشی از اعتبار مالی خاد در دارایی ریاکی، اعتبار مالی نهایی سرمایه
انباشته خااهد باد و اهداف هر سرمایه با میزان ریاک  برای هدف نهایی اعتبار مالی  یا  گذار متناس   صارد وی به  گریزی ریاکپذیری 

 شاد. بیان می 𝝌𝝌𝑻𝑻تر از واحد از  ضریبی بزرگ
برای تشکیل های در دستر   دارایی  ةهای بهینوزن  که  ،𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)گذاری یا  سرمایه  ةسبد بهین  ةبا در نظر گرفتن مفروضاد مائل  :3  ةقضی

 :آیددست میه زیر بد صاربه ،کندرا تعیین میسبد بهینه 

𝝎𝝎∗(𝒕𝒕) = (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔 − 𝑿𝑿∗(𝒕𝒕)𝑻𝑻

𝒕𝒕 ) (∑′)−𝟏𝟏𝝃𝝃  

+(∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏 (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕

𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻
𝒕𝒕 )

𝝏𝝏𝝏𝝏(𝒕𝒕) + (𝑿𝑿∗(𝒕𝒕) + 

 ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝒕𝒕 − 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)) (∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

𝝏𝝏𝒛𝒛(𝒕𝒕)
𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]     (13 ) .  

اثباد به مقالبرای   ,𝛷𝛷(𝑡𝑡مراجعه کنید. اگر      ةجزئیاد  𝑇𝑇)  از دارای تازیع گاسی باشد می تاان 
 :سازی زیر استفاده کردساده

𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]−1 𝜕𝜕𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]
𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) = 2 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) (𝐸𝐸𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)] + 𝑉𝑉𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)]). 

  )12(. 

دورة  پایان  در  ریسک  بدون  انباشته  مالی  اعتبار  ارزش   

تجمیع از ارزش    ةدوریافته تا زمان شروع  مارتینگلِ اختلاف ارزش اعتبار مالی تنزیل   ةدهد که میانگین تحت اندازاولین قید مائله نشان می
گذاری باشد. ابتدا با حل این  تجمیع، باید کمتر از مقدار اولیه در دستر  برای سرمایه  ةدورگرفته در طال  های صاردیافته پرداختتنزیل

کنیم. میسازی غیرخلی را به کمک تابع لاگران  حل بهینه ةآوریم. مائلدست میه را ب 𝑋𝑋∗(𝑇𝑇) ةمالی نهایی بهینمائله اعتبار 

 آید برابر است با دست میه ( ب7)  ةپیروی از مائلبا  ی گذارتجمیع سرمایه ةدورای که در پایان سبد بهینهارزش : 2 ةقضی
 𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − 𝝀𝝀𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻

𝟎𝟎 𝒎𝒎(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)  (9   )  
,𝒎𝒎(𝟎𝟎تجمیع،    ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  که در آن 𝑻𝑻)  عینی بازار نابت به    ة نیکادیم انداز –مشتق رادون

 :شادزیر حاصل می ةضری  لاگران  است که از رابل 𝝀𝝀مارتینگل ریاک خنثی و  ةانداز

𝝀𝝀 = 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)−∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔−𝒙𝒙𝟎𝟎

𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆−𝟐𝟐 ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎 𝒎𝒎𝟐𝟐(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

  ( .10        )  

 :صارد زیر بازنایای کردرا به  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) ةتاان جاا  بهینهمچنین می
𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − (𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻)𝜸𝜸(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏𝐞𝐞𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)     (11 )    

,𝛷𝛷(𝑡𝑡  که در آن تابع 𝑇𝑇)  صارد به 

𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) = − ∫ 𝑟𝑟(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑇𝑇

𝑡𝑡
− 1

2 ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)
𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑢𝑢 − ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇

𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢) .

 . شاد تعری  می

گانه  تااند بدون پذیرش هیچگذار میای که سرمایهبرابر است با اعتبار مالی  𝜒𝜒𝑇𝑇است. مقدار    محارهدفسازی روش  کلید اصلی پیاده  𝜒𝜒𝑇𝑇مقدار  
اعتبار مالی   ةشدارزش تجمیع  𝜒𝜒𝑇𝑇دست آورد.  ه  تجمیع ب  ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک یا حاا  بانکی در طال  ریاک و تنها با سرمایه

زیر محاسبه    ةاند و از رابلصفر تنزیل شده  ةتجمیع است که همگی تا لحظ  ةدورگرفته به طرح بیمه در طال  های صاردو پرداخت   𝑥𝑥0 ةاولی
 :شادمی

𝝌𝝌𝑻𝑻 = 𝒙𝒙𝟎𝟎+∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝟎𝟎
𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)    (12  .          )  

 
𝝌𝝌𝑻𝑻    گذاری انتظار دارد در مقابل پذیرش ریاک و  بنابراین هر سرمایه  ؛تجمیع است  ةدورارزش اعتبار مالی انباشته بدون ریاک در پایان

یک کران پایین   𝝌𝝌𝑻𝑻دست آورد. بنابراین  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻ای فراتر از  گذاری بخشی از اعتبار مالی خاد در دارایی ریاکی، اعتبار مالی نهایی سرمایه
انباشته خااهد باد و اهداف هر سرمایه با میزان ریاک  برای هدف نهایی اعتبار مالی  یا  گذار متناس   صارد وی به  گریزی ریاکپذیری 

 شاد. بیان می 𝝌𝝌𝑻𝑻تر از واحد از  ضریبی بزرگ
برای تشکیل های در دستر   دارایی  ةهای بهینوزن  که  ،𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)گذاری یا  سرمایه  ةسبد بهین  ةبا در نظر گرفتن مفروضاد مائل  :3  ةقضی

 :آیددست میه زیر بد صاربه ،کندرا تعیین میسبد بهینه 

𝝎𝝎∗(𝒕𝒕) = (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔 − 𝑿𝑿∗(𝒕𝒕)𝑻𝑻

𝒕𝒕 ) (∑′)−𝟏𝟏𝝃𝝃  

+(∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏 (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕

𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻
𝒕𝒕 )

𝝏𝝏𝝏𝝏(𝒕𝒕) + (𝑿𝑿∗(𝒕𝒕) + 

 ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝒕𝒕 − 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)) (∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

𝝏𝝏𝒛𝒛(𝒕𝒕)
𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]     (13 ) .  

اثباد به مقالبرای   ,𝛷𝛷(𝑡𝑡مراجعه کنید. اگر      ةجزئیاد  𝑇𝑇)  از دارای تازیع گاسی باشد می تاان 
 :سازی زیر استفاده کردساده

𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]−1 𝜕𝜕𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]
𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) = 2 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) (𝐸𝐸𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)] + 𝑉𝑉𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)]). 

تجمیع است؛ بنابراین هر سرمایه گذاری انتظار دارد در مقابل پذیرش 
ریسک و سرمایه گذاری بخشی از اعتبار مالی خود در دارایی ریسکی، 
 یک 

تجمیع از ارزش    ةدوریافته تا زمان شروع  مارتینگلِ اختلاف ارزش اعتبار مالی تنزیل   ةدهد که میانگین تحت اندازاولین قید مائله نشان می
گذاری باشد. ابتدا با حل این  تجمیع، باید کمتر از مقدار اولیه در دستر  برای سرمایه  ةدورگرفته در طال  های صاردیافته پرداختتنزیل

کنیم. میسازی غیرخلی را به کمک تابع لاگران  حل بهینه ةآوریم. مائلدست میه را ب 𝑋𝑋∗(𝑇𝑇) ةمالی نهایی بهینمائله اعتبار 

 آید برابر است با دست میه ( ب7)  ةپیروی از مائلبا  ی گذارتجمیع سرمایه ةدورای که در پایان سبد بهینهارزش : 2 ةقضی
 𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − 𝝀𝝀𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻

𝟎𝟎 𝒎𝒎(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)  (9   )  
,𝒎𝒎(𝟎𝟎تجمیع،    ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  که در آن 𝑻𝑻)  عینی بازار نابت به    ة نیکادیم انداز –مشتق رادون

 :شادزیر حاصل می ةضری  لاگران  است که از رابل 𝝀𝝀مارتینگل ریاک خنثی و  ةانداز

𝝀𝝀 = 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)−∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔−𝒙𝒙𝟎𝟎

𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆−𝟐𝟐 ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎 𝒎𝒎𝟐𝟐(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

  ( .10        )  

 :صارد زیر بازنایای کردرا به  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) ةتاان جاا  بهینهمچنین می
𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − (𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻)𝜸𝜸(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏𝐞𝐞𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)     (11 )    

,𝛷𝛷(𝑡𝑡  که در آن تابع 𝑇𝑇)  صارد به 

𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) = − ∫ 𝑟𝑟(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑇𝑇

𝑡𝑡
− 1

2 ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)
𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑢𝑢 − ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇

𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢) .

 . شاد تعری  می

گانه  تااند بدون پذیرش هیچگذار میای که سرمایهبرابر است با اعتبار مالی  𝜒𝜒𝑇𝑇است. مقدار    محارهدفسازی روش  کلید اصلی پیاده  𝜒𝜒𝑇𝑇مقدار  
اعتبار مالی   ةشدارزش تجمیع  𝜒𝜒𝑇𝑇دست آورد.  ه  تجمیع ب  ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک یا حاا  بانکی در طال  ریاک و تنها با سرمایه

زیر محاسبه    ةاند و از رابلصفر تنزیل شده  ةتجمیع است که همگی تا لحظ  ةدورگرفته به طرح بیمه در طال  های صاردو پرداخت   𝑥𝑥0 ةاولی
 :شادمی

𝝌𝝌𝑻𝑻 = 𝒙𝒙𝟎𝟎+∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝟎𝟎
𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)    (12  .          )  

 
𝝌𝝌𝑻𝑻    گذاری انتظار دارد در مقابل پذیرش ریاک و  بنابراین هر سرمایه  ؛تجمیع است  ةدورارزش اعتبار مالی انباشته بدون ریاک در پایان

یک کران پایین   𝝌𝝌𝑻𝑻دست آورد. بنابراین  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻ای فراتر از  گذاری بخشی از اعتبار مالی خاد در دارایی ریاکی، اعتبار مالی نهایی سرمایه
انباشته خااهد باد و اهداف هر سرمایه با میزان ریاک  برای هدف نهایی اعتبار مالی  یا  گذار متناس   صارد وی به  گریزی ریاکپذیری 

 شاد. بیان می 𝝌𝝌𝑻𝑻تر از واحد از  ضریبی بزرگ
برای تشکیل های در دستر   دارایی  ةهای بهینوزن  که  ،𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)گذاری یا  سرمایه  ةسبد بهین  ةبا در نظر گرفتن مفروضاد مائل  :3  ةقضی

 :آیددست میه زیر بد صاربه ،کندرا تعیین میسبد بهینه 

𝝎𝝎∗(𝒕𝒕) = (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔 − 𝑿𝑿∗(𝒕𝒕)𝑻𝑻

𝒕𝒕 ) (∑′)−𝟏𝟏𝝃𝝃  

+(∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏 (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕

𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻
𝒕𝒕 )

𝝏𝝏𝝏𝝏(𝒕𝒕) + (𝑿𝑿∗(𝒕𝒕) + 

 ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝒕𝒕 − 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)) (∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

𝝏𝝏𝒛𝒛(𝒕𝒕)
𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]     (13 ) .  

اثباد به مقالبرای   ,𝛷𝛷(𝑡𝑡مراجعه کنید. اگر      ةجزئیاد  𝑇𝑇)  از دارای تازیع گاسی باشد می تاان 
 :سازی زیر استفاده کردساده

𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]−1 𝜕𝜕𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]
𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) = 2 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) (𝐸𝐸𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)] + 𝑉𝑉𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)]). 

 به دست آورد. بنابراین 

تجمیع از ارزش    ةدوریافته تا زمان شروع  مارتینگلِ اختلاف ارزش اعتبار مالی تنزیل   ةدهد که میانگین تحت اندازاولین قید مائله نشان می
گذاری باشد. ابتدا با حل این  تجمیع، باید کمتر از مقدار اولیه در دستر  برای سرمایه  ةدورگرفته در طال  های صاردیافته پرداختتنزیل

کنیم. میسازی غیرخلی را به کمک تابع لاگران  حل بهینه ةآوریم. مائلدست میه را ب 𝑋𝑋∗(𝑇𝑇) ةمالی نهایی بهینمائله اعتبار 

 آید برابر است با دست میه ( ب7)  ةپیروی از مائلبا  ی گذارتجمیع سرمایه ةدورای که در پایان سبد بهینهارزش : 2 ةقضی
 𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − 𝝀𝝀𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻

𝟎𝟎 𝒎𝒎(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)  (9   )  
,𝒎𝒎(𝟎𝟎تجمیع،    ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  که در آن 𝑻𝑻)  عینی بازار نابت به    ة نیکادیم انداز –مشتق رادون

 :شادزیر حاصل می ةضری  لاگران  است که از رابل 𝝀𝝀مارتینگل ریاک خنثی و  ةانداز

𝝀𝝀 = 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)−∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔−𝒙𝒙𝟎𝟎

𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆−𝟐𝟐 ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎 𝒎𝒎𝟐𝟐(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

  ( .10        )  

 :صارد زیر بازنایای کردرا به  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) ةتاان جاا  بهینهمچنین می
𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − (𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻)𝜸𝜸(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏𝐞𝐞𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)     (11 )    

,𝛷𝛷(𝑡𝑡  که در آن تابع 𝑇𝑇)  صارد به 

𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) = − ∫ 𝑟𝑟(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑇𝑇

𝑡𝑡
− 1

2 ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)
𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑢𝑢 − ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇

𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢) .

 . شاد تعری  می

گانه  تااند بدون پذیرش هیچگذار میای که سرمایهبرابر است با اعتبار مالی  𝜒𝜒𝑇𝑇است. مقدار    محارهدفسازی روش  کلید اصلی پیاده  𝜒𝜒𝑇𝑇مقدار  
اعتبار مالی   ةشدارزش تجمیع  𝜒𝜒𝑇𝑇دست آورد.  ه  تجمیع ب  ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک یا حاا  بانکی در طال  ریاک و تنها با سرمایه

زیر محاسبه    ةاند و از رابلصفر تنزیل شده  ةتجمیع است که همگی تا لحظ  ةدورگرفته به طرح بیمه در طال  های صاردو پرداخت   𝑥𝑥0 ةاولی
 :شادمی

𝝌𝝌𝑻𝑻 = 𝒙𝒙𝟎𝟎+∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝟎𝟎
𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)    (12  .          )  

 
𝝌𝝌𝑻𝑻    گذاری انتظار دارد در مقابل پذیرش ریاک و  بنابراین هر سرمایه  ؛تجمیع است  ةدورارزش اعتبار مالی انباشته بدون ریاک در پایان

یک کران پایین   𝝌𝝌𝑻𝑻دست آورد. بنابراین  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻ای فراتر از  گذاری بخشی از اعتبار مالی خاد در دارایی ریاکی، اعتبار مالی نهایی سرمایه
انباشته خااهد باد و اهداف هر سرمایه با میزان ریاک  برای هدف نهایی اعتبار مالی  یا  گذار متناس   صارد وی به  گریزی ریاکپذیری 

 شاد. بیان می 𝝌𝝌𝑻𝑻تر از واحد از  ضریبی بزرگ
برای تشکیل های در دستر   دارایی  ةهای بهینوزن  که  ،𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)گذاری یا  سرمایه  ةسبد بهین  ةبا در نظر گرفتن مفروضاد مائل  :3  ةقضی

 :آیددست میه زیر بد صاربه ،کندرا تعیین میسبد بهینه 

𝝎𝝎∗(𝒕𝒕) = (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔 − 𝑿𝑿∗(𝒕𝒕)𝑻𝑻

𝒕𝒕 ) (∑′)−𝟏𝟏𝝃𝝃  

+(∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏 (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕

𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻
𝒕𝒕 )

𝝏𝝏𝝏𝝏(𝒕𝒕) + (𝑿𝑿∗(𝒕𝒕) + 

 ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝒕𝒕 − 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)) (∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

𝝏𝝏𝒛𝒛(𝒕𝒕)
𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]     (13 ) .  

اثباد به مقالبرای   ,𝛷𝛷(𝑡𝑡مراجعه کنید. اگر      ةجزئیاد  𝑇𝑇)  از دارای تازیع گاسی باشد می تاان 
 :سازی زیر استفاده کردساده

𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]−1 𝜕𝜕𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]
𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) = 2 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) (𝐸𝐸𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)] + 𝑉𝑉𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)]). 

اعتبار مالی نهایی ای فراتر از 
کران پایین برای هدف نهایی اعتبار مالی انباشته خواهد بود و اهداف 
هر سرمایه گذار متناس ب با میزان ریسک   پذیری یا ریسک گریزی وی 

 بیان می شود. 

تجمیع از ارزش    ةدوریافته تا زمان شروع  مارتینگلِ اختلاف ارزش اعتبار مالی تنزیل   ةدهد که میانگین تحت اندازاولین قید مائله نشان می
گذاری باشد. ابتدا با حل این  تجمیع، باید کمتر از مقدار اولیه در دستر  برای سرمایه  ةدورگرفته در طال  های صاردیافته پرداختتنزیل

کنیم. میسازی غیرخلی را به کمک تابع لاگران  حل بهینه ةآوریم. مائلدست میه را ب 𝑋𝑋∗(𝑇𝑇) ةمالی نهایی بهینمائله اعتبار 

 آید برابر است با دست میه ( ب7)  ةپیروی از مائلبا  ی گذارتجمیع سرمایه ةدورای که در پایان سبد بهینهارزش : 2 ةقضی
 𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − 𝝀𝝀𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻

𝟎𝟎 𝒎𝒎(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)  (9   )  
,𝒎𝒎(𝟎𝟎تجمیع،    ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  که در آن 𝑻𝑻)  عینی بازار نابت به    ة نیکادیم انداز –مشتق رادون

 :شادزیر حاصل می ةضری  لاگران  است که از رابل 𝝀𝝀مارتینگل ریاک خنثی و  ةانداز

𝝀𝝀 = 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)−∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔−𝒙𝒙𝟎𝟎

𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆−𝟐𝟐 ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎 𝒎𝒎𝟐𝟐(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

  ( .10        )  

 :صارد زیر بازنایای کردرا به  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) ةتاان جاا  بهینهمچنین می
𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − (𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻)𝜸𝜸(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏𝐞𝐞𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)     (11 )    

,𝛷𝛷(𝑡𝑡  که در آن تابع 𝑇𝑇)  صارد به 

𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) = − ∫ 𝑟𝑟(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑇𝑇

𝑡𝑡
− 1

2 ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)
𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑢𝑢 − ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇

𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢) .

 . شاد تعری  می

گانه  تااند بدون پذیرش هیچگذار میای که سرمایهبرابر است با اعتبار مالی  𝜒𝜒𝑇𝑇است. مقدار    محارهدفسازی روش  کلید اصلی پیاده  𝜒𝜒𝑇𝑇مقدار  
اعتبار مالی   ةشدارزش تجمیع  𝜒𝜒𝑇𝑇دست آورد.  ه  تجمیع ب  ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک یا حاا  بانکی در طال  ریاک و تنها با سرمایه

زیر محاسبه    ةاند و از رابلصفر تنزیل شده  ةتجمیع است که همگی تا لحظ  ةدورگرفته به طرح بیمه در طال  های صاردو پرداخت   𝑥𝑥0 ةاولی
 :شادمی

𝝌𝝌𝑻𝑻 = 𝒙𝒙𝟎𝟎+∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝟎𝟎
𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)    (12  .          )  

 
𝝌𝝌𝑻𝑻    گذاری انتظار دارد در مقابل پذیرش ریاک و  بنابراین هر سرمایه  ؛تجمیع است  ةدورارزش اعتبار مالی انباشته بدون ریاک در پایان

یک کران پایین   𝝌𝝌𝑻𝑻دست آورد. بنابراین  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻ای فراتر از  گذاری بخشی از اعتبار مالی خاد در دارایی ریاکی، اعتبار مالی نهایی سرمایه
انباشته خااهد باد و اهداف هر سرمایه با میزان ریاک  برای هدف نهایی اعتبار مالی  یا  گذار متناس   صارد وی به  گریزی ریاکپذیری 

 شاد. بیان می 𝝌𝝌𝑻𝑻تر از واحد از  ضریبی بزرگ
برای تشکیل های در دستر   دارایی  ةهای بهینوزن  که  ،𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)گذاری یا  سرمایه  ةسبد بهین  ةبا در نظر گرفتن مفروضاد مائل  :3  ةقضی

 :آیددست میه زیر بد صاربه ،کندرا تعیین میسبد بهینه 

𝝎𝝎∗(𝒕𝒕) = (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔 − 𝑿𝑿∗(𝒕𝒕)𝑻𝑻

𝒕𝒕 ) (∑′)−𝟏𝟏𝝃𝝃  

+(∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏 (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕

𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻
𝒕𝒕 )

𝝏𝝏𝝏𝝏(𝒕𝒕) + (𝑿𝑿∗(𝒕𝒕) + 

 ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝒕𝒕 − 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)) (∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

𝝏𝝏𝒛𝒛(𝒕𝒕)
𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]     (13 ) .  

اثباد به مقالبرای   ,𝛷𝛷(𝑡𝑡مراجعه کنید. اگر      ةجزئیاد  𝑇𝑇)  از دارای تازیع گاسی باشد می تاان 
 :سازی زیر استفاده کردساده

𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]−1 𝜕𝜕𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]
𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) = 2 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) (𝐸𝐸𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)] + 𝑉𝑉𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)]). 

به صورت ضریبی بزرگ تر از واحد از 
بهینة  سبد  مسئلة  مفروضات  گرفتن  نظر  در  با   :3 قضیة 
، که وزن های بهینة دارایی های در دسترس 

تجمیع از ارزش    ةدوریافته تا زمان شروع  مارتینگلِ اختلاف ارزش اعتبار مالی تنزیل   ةدهد که میانگین تحت اندازاولین قید مائله نشان می
گذاری باشد. ابتدا با حل این  تجمیع، باید کمتر از مقدار اولیه در دستر  برای سرمایه  ةدورگرفته در طال  های صاردیافته پرداختتنزیل

کنیم. میسازی غیرخلی را به کمک تابع لاگران  حل بهینه ةآوریم. مائلدست میه را ب 𝑋𝑋∗(𝑇𝑇) ةمالی نهایی بهینمائله اعتبار 

 آید برابر است با دست میه ( ب7)  ةپیروی از مائلبا  ی گذارتجمیع سرمایه ةدورای که در پایان سبد بهینهارزش : 2 ةقضی
 𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − 𝝀𝝀𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻

𝟎𝟎 𝒎𝒎(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)  (9   )  
,𝒎𝒎(𝟎𝟎تجمیع،    ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  که در آن 𝑻𝑻)  عینی بازار نابت به    ة نیکادیم انداز –مشتق رادون

 :شادزیر حاصل می ةضری  لاگران  است که از رابل 𝝀𝝀مارتینگل ریاک خنثی و  ةانداز

𝝀𝝀 = 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)−∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔−𝒙𝒙𝟎𝟎

𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆−𝟐𝟐 ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎 𝒎𝒎𝟐𝟐(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

  ( .10        )  

 :صارد زیر بازنایای کردرا به  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) ةتاان جاا  بهینهمچنین می
𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − (𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻)𝜸𝜸(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏𝐞𝐞𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)     (11 )    

,𝛷𝛷(𝑡𝑡  که در آن تابع 𝑇𝑇)  صارد به 

𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) = − ∫ 𝑟𝑟(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑇𝑇

𝑡𝑡
− 1

2 ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)
𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑢𝑢 − ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇

𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢) .

 . شاد تعری  می

گانه  تااند بدون پذیرش هیچگذار میای که سرمایهبرابر است با اعتبار مالی  𝜒𝜒𝑇𝑇است. مقدار    محارهدفسازی روش  کلید اصلی پیاده  𝜒𝜒𝑇𝑇مقدار  
اعتبار مالی   ةشدارزش تجمیع  𝜒𝜒𝑇𝑇دست آورد.  ه  تجمیع ب  ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک یا حاا  بانکی در طال  ریاک و تنها با سرمایه

زیر محاسبه    ةاند و از رابلصفر تنزیل شده  ةتجمیع است که همگی تا لحظ  ةدورگرفته به طرح بیمه در طال  های صاردو پرداخت   𝑥𝑥0 ةاولی
 :شادمی

𝝌𝝌𝑻𝑻 = 𝒙𝒙𝟎𝟎+∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝟎𝟎
𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)    (12  .          )  

 
𝝌𝝌𝑻𝑻    گذاری انتظار دارد در مقابل پذیرش ریاک و  بنابراین هر سرمایه  ؛تجمیع است  ةدورارزش اعتبار مالی انباشته بدون ریاک در پایان

یک کران پایین   𝝌𝝌𝑻𝑻دست آورد. بنابراین  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻ای فراتر از  گذاری بخشی از اعتبار مالی خاد در دارایی ریاکی، اعتبار مالی نهایی سرمایه
انباشته خااهد باد و اهداف هر سرمایه با میزان ریاک  برای هدف نهایی اعتبار مالی  یا  گذار متناس   صارد وی به  گریزی ریاکپذیری 

 شاد. بیان می 𝝌𝝌𝑻𝑻تر از واحد از  ضریبی بزرگ
برای تشکیل های در دستر   دارایی  ةهای بهینوزن  که  ،𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)گذاری یا  سرمایه  ةسبد بهین  ةبا در نظر گرفتن مفروضاد مائل  :3  ةقضی

 :آیددست میه زیر بد صاربه ،کندرا تعیین میسبد بهینه 

𝝎𝝎∗(𝒕𝒕) = (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔 − 𝑿𝑿∗(𝒕𝒕)𝑻𝑻

𝒕𝒕 ) (∑′)−𝟏𝟏𝝃𝝃  

+(∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏 (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕

𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻
𝒕𝒕 )

𝝏𝝏𝝏𝝏(𝒕𝒕) + (𝑿𝑿∗(𝒕𝒕) + 

 ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝒕𝒕 − 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)) (∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

𝝏𝝏𝒛𝒛(𝒕𝒕)
𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]     (13 ) .  

اثباد به مقالبرای   ,𝛷𝛷(𝑡𝑡مراجعه کنید. اگر      ةجزئیاد  𝑇𝑇)  از دارای تازیع گاسی باشد می تاان 
 :سازی زیر استفاده کردساده

𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]−1 𝜕𝜕𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]
𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) = 2 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) (𝐸𝐸𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)] + 𝑉𝑉𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)]). 

سرمایه گذاری یا 
دست  به  زیر  به صورت  می کند،  تعیین  را  بهینه  سبد  تشکیل  برای 

می آید:
 
 

تجمیع از ارزش    ةدوریافته تا زمان شروع  مارتینگلِ اختلاف ارزش اعتبار مالی تنزیل   ةدهد که میانگین تحت اندازاولین قید مائله نشان می
گذاری باشد. ابتدا با حل این  تجمیع، باید کمتر از مقدار اولیه در دستر  برای سرمایه  ةدورگرفته در طال  های صاردیافته پرداختتنزیل

کنیم. میسازی غیرخلی را به کمک تابع لاگران  حل بهینه ةآوریم. مائلدست میه را ب 𝑋𝑋∗(𝑇𝑇) ةمالی نهایی بهینمائله اعتبار 

 آید برابر است با دست میه ( ب7)  ةپیروی از مائلبا  ی گذارتجمیع سرمایه ةدورای که در پایان سبد بهینهارزش : 2 ةقضی
 𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − 𝝀𝝀𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻

𝟎𝟎 𝒎𝒎(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)  (9   )  
,𝒎𝒎(𝟎𝟎تجمیع،    ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  که در آن 𝑻𝑻)  عینی بازار نابت به    ة نیکادیم انداز –مشتق رادون

 :شادزیر حاصل می ةضری  لاگران  است که از رابل 𝝀𝝀مارتینگل ریاک خنثی و  ةانداز

𝝀𝝀 = 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)−∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔−𝒙𝒙𝟎𝟎

𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆−𝟐𝟐 ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎 𝒎𝒎𝟐𝟐(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

  ( .10        )  

 :صارد زیر بازنایای کردرا به  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) ةتاان جاا  بهینهمچنین می
𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − (𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻)𝜸𝜸(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏𝐞𝐞𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)     (11 )    

,𝛷𝛷(𝑡𝑡  که در آن تابع 𝑇𝑇)  صارد به 

𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) = − ∫ 𝑟𝑟(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑇𝑇

𝑡𝑡
− 1

2 ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)
𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑢𝑢 − ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇

𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢) .

 . شاد تعری  می

گانه  تااند بدون پذیرش هیچگذار میای که سرمایهبرابر است با اعتبار مالی  𝜒𝜒𝑇𝑇است. مقدار    محارهدفسازی روش  کلید اصلی پیاده  𝜒𝜒𝑇𝑇مقدار  
اعتبار مالی   ةشدارزش تجمیع  𝜒𝜒𝑇𝑇دست آورد.  ه  تجمیع ب  ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک یا حاا  بانکی در طال  ریاک و تنها با سرمایه

زیر محاسبه    ةاند و از رابلصفر تنزیل شده  ةتجمیع است که همگی تا لحظ  ةدورگرفته به طرح بیمه در طال  های صاردو پرداخت   𝑥𝑥0 ةاولی
 :شادمی

𝝌𝝌𝑻𝑻 = 𝒙𝒙𝟎𝟎+∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝟎𝟎
𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)    (12  .          )  

 
𝝌𝝌𝑻𝑻    گذاری انتظار دارد در مقابل پذیرش ریاک و  بنابراین هر سرمایه  ؛تجمیع است  ةدورارزش اعتبار مالی انباشته بدون ریاک در پایان

یک کران پایین   𝝌𝝌𝑻𝑻دست آورد. بنابراین  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻ای فراتر از  گذاری بخشی از اعتبار مالی خاد در دارایی ریاکی، اعتبار مالی نهایی سرمایه
انباشته خااهد باد و اهداف هر سرمایه با میزان ریاک  برای هدف نهایی اعتبار مالی  یا  گذار متناس   صارد وی به  گریزی ریاکپذیری 

 شاد. بیان می 𝝌𝝌𝑻𝑻تر از واحد از  ضریبی بزرگ
برای تشکیل های در دستر   دارایی  ةهای بهینوزن  که  ،𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)گذاری یا  سرمایه  ةسبد بهین  ةبا در نظر گرفتن مفروضاد مائل  :3  ةقضی

 :آیددست میه زیر بد صاربه ،کندرا تعیین میسبد بهینه 

𝝎𝝎∗(𝒕𝒕) = (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔 − 𝑿𝑿∗(𝒕𝒕)𝑻𝑻

𝒕𝒕 ) (∑′)−𝟏𝟏𝝃𝝃  

+(∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏 (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕

𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻
𝒕𝒕 )

𝝏𝝏𝝏𝝏(𝒕𝒕) + (𝑿𝑿∗(𝒕𝒕) + 

 ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝒕𝒕 − 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)) (∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

𝝏𝝏𝒛𝒛(𝒕𝒕)
𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]     (13 ) .  

اثباد به مقالبرای   ,𝛷𝛷(𝑡𝑡مراجعه کنید. اگر      ةجزئیاد  𝑇𝑇)  از دارای تازیع گاسی باشد می تاان 
 :سازی زیر استفاده کردساده

𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]−1 𝜕𝜕𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]
𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) = 2 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) (𝐸𝐸𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)] + 𝑉𝑉𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)]). 

تجمیع از ارزش    ةدوریافته تا زمان شروع  مارتینگلِ اختلاف ارزش اعتبار مالی تنزیل   ةدهد که میانگین تحت اندازاولین قید مائله نشان می
گذاری باشد. ابتدا با حل این  تجمیع، باید کمتر از مقدار اولیه در دستر  برای سرمایه  ةدورگرفته در طال  های صاردیافته پرداختتنزیل

کنیم. میسازی غیرخلی را به کمک تابع لاگران  حل بهینه ةآوریم. مائلدست میه را ب 𝑋𝑋∗(𝑇𝑇) ةمالی نهایی بهینمائله اعتبار 

 آید برابر است با دست میه ( ب7)  ةپیروی از مائلبا  ی گذارتجمیع سرمایه ةدورای که در پایان سبد بهینهارزش : 2 ةقضی
 𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − 𝝀𝝀𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻

𝟎𝟎 𝒎𝒎(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)  (9   )  
,𝒎𝒎(𝟎𝟎تجمیع،    ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  که در آن 𝑻𝑻)  عینی بازار نابت به    ة نیکادیم انداز –مشتق رادون

 :شادزیر حاصل می ةضری  لاگران  است که از رابل 𝝀𝝀مارتینگل ریاک خنثی و  ةانداز

𝝀𝝀 = 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)−∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔−𝒙𝒙𝟎𝟎

𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆−𝟐𝟐 ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎 𝒎𝒎𝟐𝟐(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

  ( .10        )  

 :صارد زیر بازنایای کردرا به  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) ةتاان جاا  بهینهمچنین می
𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − (𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻)𝜸𝜸(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏𝐞𝐞𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)     (11 )    

,𝛷𝛷(𝑡𝑡  که در آن تابع 𝑇𝑇)  صارد به 

𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) = − ∫ 𝑟𝑟(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑇𝑇

𝑡𝑡
− 1

2 ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)
𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑢𝑢 − ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇

𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢) .

 . شاد تعری  می

گانه  تااند بدون پذیرش هیچگذار میای که سرمایهبرابر است با اعتبار مالی  𝜒𝜒𝑇𝑇است. مقدار    محارهدفسازی روش  کلید اصلی پیاده  𝜒𝜒𝑇𝑇مقدار  
اعتبار مالی   ةشدارزش تجمیع  𝜒𝜒𝑇𝑇دست آورد.  ه  تجمیع ب  ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک یا حاا  بانکی در طال  ریاک و تنها با سرمایه

زیر محاسبه    ةاند و از رابلصفر تنزیل شده  ةتجمیع است که همگی تا لحظ  ةدورگرفته به طرح بیمه در طال  های صاردو پرداخت   𝑥𝑥0 ةاولی
 :شادمی

𝝌𝝌𝑻𝑻 = 𝒙𝒙𝟎𝟎+∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝟎𝟎
𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)    (12  .          )  

 
𝝌𝝌𝑻𝑻    گذاری انتظار دارد در مقابل پذیرش ریاک و  بنابراین هر سرمایه  ؛تجمیع است  ةدورارزش اعتبار مالی انباشته بدون ریاک در پایان

یک کران پایین   𝝌𝝌𝑻𝑻دست آورد. بنابراین  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻ای فراتر از  گذاری بخشی از اعتبار مالی خاد در دارایی ریاکی، اعتبار مالی نهایی سرمایه
انباشته خااهد باد و اهداف هر سرمایه با میزان ریاک  برای هدف نهایی اعتبار مالی  یا  گذار متناس   صارد وی به  گریزی ریاکپذیری 

 شاد. بیان می 𝝌𝝌𝑻𝑻تر از واحد از  ضریبی بزرگ
برای تشکیل های در دستر   دارایی  ةهای بهینوزن  که  ،𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)گذاری یا  سرمایه  ةسبد بهین  ةبا در نظر گرفتن مفروضاد مائل  :3  ةقضی

 :آیددست میه زیر بد صاربه ،کندرا تعیین میسبد بهینه 

𝝎𝝎∗(𝒕𝒕) = (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔 − 𝑿𝑿∗(𝒕𝒕)𝑻𝑻

𝒕𝒕 ) (∑′)−𝟏𝟏𝝃𝝃  

+(∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏 (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕

𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻
𝒕𝒕 )

𝝏𝝏𝝏𝝏(𝒕𝒕) + (𝑿𝑿∗(𝒕𝒕) + 

 ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝒕𝒕 − 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)) (∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]
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اثباد به مقالبرای   ,𝛷𝛷(𝑡𝑡مراجعه کنید. اگر      ةجزئیاد  𝑇𝑇)  از دارای تازیع گاسی باشد می تاان 
 :سازی زیر استفاده کردساده

𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]−1 𝜕𝜕𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]
𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) = 2 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) (𝐸𝐸𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)] + 𝑉𝑉𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)]). 

  )13(

 Menoncin and Vigna (2017) برای جزئیات اثبات به مقالة
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پرداخت شده به طرح بیمه و نرخ بازگشت سرمایة بازار مالی محاسبه 
می شود. بنابراین سرمایه گذار فقط در صورتی می تواند به سود برسد 
و یا بخشی از سرمایة خود را حفظ کند که ثروت اکیداً مثبت باشد 
و ورشکستگی رخ ندهد. بنابراین احتمال ورشکستگی سرمایه گذار به 

شکل صریح زیر محاسبه می شود:

𝑋𝑋∗(𝑡𝑡)  شاد. بنابراین بازار مالی محاسبه می  ةشده به طرح بیمه و نر  بازگشت سرمای( از طریق تجمیع اعتباراد مالی پرداخت11)   ةدر رابل
مثبت باشد و ورشکاتگی ر    خاد را حفظ کند که ثرود اکیداً  ةتااند به ساد برسد و یا بخشی از سرمایگذار فقط در صارتی می سرمایه

 : شادصریح زیر محاسبه می شکلگذار به ندهد. بنابراین احتمال ورشکاتگی سرمایه

𝑷𝑷{𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) < 𝟎𝟎} = 𝑷𝑷 {𝜱𝜱(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) > 𝒍𝒍𝒍𝒍 ( 𝜸𝜸
𝜸𝜸−𝝌𝝌𝑻𝑻

) + 𝒍𝒍𝒍𝒍 (𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)])}   .   (14)  
 

 شاد.میشاند که برای رسم مرز کارا نیز استفاده صارد زیر تعری  می( میانگین و واریانس ثرود به11)  ةو همچنین با تاجه به رابل
𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)] = 𝜸𝜸 − (𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻)𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏 , 

𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)] = (𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻)𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟐𝟐𝑽𝑽𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)] 
 
 : آیددست میه صارد زیر باول مرز کارا به ةاز برابری دوم در معادل 𝜸𝜸گذرای  با جای    

𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)] = 𝝌𝝌𝑻𝑻 + √𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)] − 𝟏𝟏√𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)] 
 

 

 پژوهش  ةپیشین مروری بر 

 ، یشمال  ی کایدر آمر  افتهیتاسعه  ی کشارها   یبازنشاتگ  ی هادر بخش   یدهه نقش مهم  نیچند  ی برا  نیمع  ی ایبا مزا  یبازنشاتگ  ی هاطرح
اروپا  ایتانیبر باکرده  فایا  یغرب  ی و  قرن  نیااند.  آغاز  در  تغ۲۱حال،  روندها  رادیی،  بازارها  ی تیجمع  ی در  ناساناد  طار  به  یجهان  یمال   ی و 

های فزاینده دلیل نگرانیبهدر پی این حاادث و    . ,Savićević  ها را مختل کردطرح  نیا  ی مال  تی وضع  چشمگیری 
سمت  بهای  فزاینده  طاربهها و صنایع بزرگ  شرکت  ،های مرتبط با تعهداد بلندمدد بازنشاتگی پایداری مالی و مدیریت ریاک  در خصاص

با   ی هابه طرح   نیمع  ی ایبا مزا  ی بازنشاتگ  ی هاها از طرحشرکت  کردیرو  رییتغ.  اندهای بیمه با مشارکت معین روی آوردهاستفاده از طرح 
بار   نخاتین  را   مائله  نی. ادمااجه کر  یدوران بازنشاتگ  ی برا  ی گذارهیسرما  ةنیدر زم  ی دیجد  ی هاکارکنان را با چالش  ن،یمشارکت مع 

 اشاره کرد. یدوران بازنشاتگ  ی برا نهیبه ی گذارهیسرما ی هابه چالش  هیطار و. او بهکردملرح  

از اهمیت فراوانی برخاردار  تابع هدف    انتخا   ،شادمنجر می  یتصادف  نهی کنترل به  ةبه مائل که  مائله    ن یحل ادر  اند که  نشان داده  قادیتحق
. استفاده از تاابع مللابیت و گذاردگذار میسرمایه  ةفراوانی بر چگانگی تشکیل سبد بهین  تأثیرهای متفاود از این تابع  زیرا انتخا   ،است

اعتبار مالی تجمیع پایان  انتخا  مللابیت  از متداول   ةدور شده در  تابع هدفترین روشتجمیع یکی  برای تعری   به  ةمائل  ها    ة ن یکنترل 
عناان که مللابیت اعتبار مالی نهایی را به  ندپ وهشگرانی باد  از جمله  و      مثلاً   ی است.تصادف

دو  از    )   پ وهشدر    . ندتابع هدف مائله تعری  و با بیشینه کردن آن مائله را حل کرد
)   است. همچنین  استفاده شدهتصادفی    ةکنترل بهین  ةبرای تعیین تابع هدف مائل  ، نمایی و لگاریتمی  تابع مللابیت

 .اندکردهاستفاده  گریزو زیان تاانیمللابیت ابع اترتی  از ت به نیز   و 

روش علاوه دیگر  از  مللابیت،  تاابع  از  استفاده  در  بر  پرکابرد  هدفهای  تابع  میتصادف  ةنی بهکنترل    ةمائل  تعری   روش  ی  به  تاان 
و   انتخا عناان تابع هدف مائله  بهرا  شده از امید ریاضی آن  تفاضل واریانس اعتبار مالی تجمیعاین روش  در  کرد.  واریانس اشاره   –میانگین
  ة مائلاین روش برای تعری  تابع هدف و حل  از      و  های  پ وهش  درد.  نکن میکمینه  

بر بازده    یمبتنواریانس و   –با استفاده از رویکرد میانگین    . همچنیناستفاده شده است  تصادفی  ةکنترل بهین
استفاده از تابع با تاجه به بررسی فراوان    .کردندهای ریاک ارائه  سنجه  ةبر پایبرای ساخت سبد بهینه    ترقیدق  یروش  ،بتا و مدل  

مقال از رویکرد میانگین  ةمللابیت در ملالعاد پیشین، در  استفاده  با  تابع هدف   – حاضر  بهین  ةمائلواریانس  تعری  تصادفی    ةکنترل  را 
از    کنیم.می در بیشتر ملالعاد    و  دشاار استگذاران  که برای اغل  سرمایه  است  گریزی ریاک  ة درجماتلزم تعیین    این دیدگاهاستفاده 
 تاجه کمی شده است.  گریزی ریاک ةدرجانتخا   ةنحابه شده انجام

𝑋𝑋∗(𝑡𝑡)  شاد. بنابراین بازار مالی محاسبه می  ةشده به طرح بیمه و نر  بازگشت سرمای( از طریق تجمیع اعتباراد مالی پرداخت11)   ةدر رابل
مثبت باشد و ورشکاتگی ر    خاد را حفظ کند که ثرود اکیداً  ةتااند به ساد برسد و یا بخشی از سرمایگذار فقط در صارتی می سرمایه

 : شادصریح زیر محاسبه می شکلگذار به ندهد. بنابراین احتمال ورشکاتگی سرمایه

𝑷𝑷{𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) < 𝟎𝟎} = 𝑷𝑷 {𝜱𝜱(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) > 𝒍𝒍𝒍𝒍 ( 𝜸𝜸
𝜸𝜸−𝝌𝝌𝑻𝑻

) + 𝒍𝒍𝒍𝒍 (𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)])}   .   (14)  
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. استفاده از تاابع مللابیت و گذاردگذار میسرمایه  ةفراوانی بر چگانگی تشکیل سبد بهین  تأثیرهای متفاود از این تابع  زیرا انتخا   ،است

اعتبار مالی تجمیع پایان  انتخا  مللابیت  از متداول   ةدور شده در  تابع هدفترین روشتجمیع یکی  برای تعری   به  ةمائل  ها    ة ن یکنترل 
عناان که مللابیت اعتبار مالی نهایی را به  ندپ وهشگرانی باد  از جمله  و      مثلاً   ی است.تصادف

دو  از    )   پ وهشدر    . ندتابع هدف مائله تعری  و با بیشینه کردن آن مائله را حل کرد
)   است. همچنین  استفاده شدهتصادفی    ةکنترل بهین  ةبرای تعیین تابع هدف مائل  ، نمایی و لگاریتمی  تابع مللابیت

 .اندکردهاستفاده  گریزو زیان تاانیمللابیت ابع اترتی  از ت به نیز   و 

روش علاوه دیگر  از  مللابیت،  تاابع  از  استفاده  در  بر  پرکابرد  هدفهای  تابع  میتصادف  ةنی بهکنترل    ةمائل  تعری   روش  ی  به  تاان 
و   انتخا عناان تابع هدف مائله  بهرا  شده از امید ریاضی آن  تفاضل واریانس اعتبار مالی تجمیعاین روش  در  کرد.  واریانس اشاره   –میانگین
  ة مائلاین روش برای تعری  تابع هدف و حل  از      و  های  پ وهش  درد.  نکن میکمینه  

بر بازده    یمبتنواریانس و   –با استفاده از رویکرد میانگین    . همچنیناستفاده شده است  تصادفی  ةکنترل بهین
استفاده از تابع با تاجه به بررسی فراوان    .کردندهای ریاک ارائه  سنجه  ةبر پایبرای ساخت سبد بهینه    ترقیدق  یروش  ،بتا و مدل  

مقال از رویکرد میانگین  ةمللابیت در ملالعاد پیشین، در  استفاده  با  تابع هدف   – حاضر  بهین  ةمائلواریانس  تعری  تصادفی    ةکنترل  را 
از    کنیم.می در بیشتر ملالعاد    و  دشاار استگذاران  که برای اغل  سرمایه  است  گریزی ریاک  ة درجماتلزم تعیین    این دیدگاهاستفاده 
 تاجه کمی شده است.  گریزی ریاک ةدرجانتخا   ةنحابه شده انجام

  )14(

ثروت  واریانس  و  میانگین   )11( رابطة  به  توجه  با  همچنین  و 
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می شود.
 

𝑋𝑋∗(𝑡𝑡)  شاد. بنابراین بازار مالی محاسبه می  ةشده به طرح بیمه و نر  بازگشت سرمای( از طریق تجمیع اعتباراد مالی پرداخت11)   ةدر رابل
مثبت باشد و ورشکاتگی ر    خاد را حفظ کند که ثرود اکیداً  ةتااند به ساد برسد و یا بخشی از سرمایگذار فقط در صارتی می سرمایه

 : شادصریح زیر محاسبه می شکلگذار به ندهد. بنابراین احتمال ورشکاتگی سرمایه

𝑷𝑷{𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) < 𝟎𝟎} = 𝑷𝑷 {𝜱𝜱(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) > 𝒍𝒍𝒍𝒍 ( 𝜸𝜸
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 شاد.میشاند که برای رسم مرز کارا نیز استفاده صارد زیر تعری  می( میانگین و واریانس ثرود به11)  ةو همچنین با تاجه به رابل
𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)] = 𝜸𝜸 − (𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻)𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏 , 
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𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)] = 𝝌𝝌𝑻𝑻 + √𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)] − 𝟏𝟏√𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)] 
 

 

 پژوهش  ةپیشین مروری بر 

 ، یشمال  ی کایدر آمر  افتهیتاسعه  ی کشارها   یبازنشاتگ  ی هادر بخش   یدهه نقش مهم  نیچند  ی برا  نیمع  ی ایبا مزا  یبازنشاتگ  ی هاطرح
اروپا  ایتانیبر باکرده  فایا  یغرب  ی و  قرن  نیااند.  آغاز  در  تغ۲۱حال،  روندها  رادیی،  بازارها  ی تیجمع  ی در  ناساناد  طار  به  یجهان  یمال   ی و 

های فزاینده دلیل نگرانیبهدر پی این حاادث و    . ,Savićević  ها را مختل کردطرح  نیا  ی مال  تی وضع  چشمگیری 
سمت  بهای  فزاینده  طاربهها و صنایع بزرگ  شرکت  ،های مرتبط با تعهداد بلندمدد بازنشاتگی پایداری مالی و مدیریت ریاک  در خصاص

با   ی هابه طرح   نیمع  ی ایبا مزا  ی بازنشاتگ  ی هاها از طرحشرکت  کردیرو  رییتغ.  اندهای بیمه با مشارکت معین روی آوردهاستفاده از طرح 
بار   نخاتین  را   مائله  نی. ادمااجه کر  یدوران بازنشاتگ  ی برا  ی گذارهیسرما  ةنیدر زم  ی دیجد  ی هاکارکنان را با چالش  ن،یمشارکت مع 

 اشاره کرد. یدوران بازنشاتگ  ی برا نهیبه ی گذارهیسرما ی هابه چالش  هیطار و. او بهکردملرح  

از اهمیت فراوانی برخاردار  تابع هدف    انتخا   ،شادمنجر می  یتصادف  نهی کنترل به  ةبه مائل که  مائله    ن یحل ادر  اند که  نشان داده  قادیتحق
. استفاده از تاابع مللابیت و گذاردگذار میسرمایه  ةفراوانی بر چگانگی تشکیل سبد بهین  تأثیرهای متفاود از این تابع  زیرا انتخا   ،است

اعتبار مالی تجمیع پایان  انتخا  مللابیت  از متداول   ةدور شده در  تابع هدفترین روشتجمیع یکی  برای تعری   به  ةمائل  ها    ة ن یکنترل 
عناان که مللابیت اعتبار مالی نهایی را به  ندپ وهشگرانی باد  از جمله  و      مثلاً   ی است.تصادف

دو  از    )   پ وهشدر    . ندتابع هدف مائله تعری  و با بیشینه کردن آن مائله را حل کرد
)   است. همچنین  استفاده شدهتصادفی    ةکنترل بهین  ةبرای تعیین تابع هدف مائل  ، نمایی و لگاریتمی  تابع مللابیت

 .اندکردهاستفاده  گریزو زیان تاانیمللابیت ابع اترتی  از ت به نیز   و 

روش علاوه دیگر  از  مللابیت،  تاابع  از  استفاده  در  بر  پرکابرد  هدفهای  تابع  میتصادف  ةنی بهکنترل    ةمائل  تعری   روش  ی  به  تاان 
و   انتخا عناان تابع هدف مائله  بهرا  شده از امید ریاضی آن  تفاضل واریانس اعتبار مالی تجمیعاین روش  در  کرد.  واریانس اشاره   –میانگین
  ة مائلاین روش برای تعری  تابع هدف و حل  از      و  های  پ وهش  درد.  نکن میکمینه  

بر بازده    یمبتنواریانس و   –با استفاده از رویکرد میانگین    . همچنیناستفاده شده است  تصادفی  ةکنترل بهین
استفاده از تابع با تاجه به بررسی فراوان    .کردندهای ریاک ارائه  سنجه  ةبر پایبرای ساخت سبد بهینه    ترقیدق  یروش  ،بتا و مدل  

مقال از رویکرد میانگین  ةمللابیت در ملالعاد پیشین، در  استفاده  با  تابع هدف   – حاضر  بهین  ةمائلواریانس  تعری  تصادفی    ةکنترل  را 
از    کنیم.می در بیشتر ملالعاد    و  دشاار استگذاران  که برای اغل  سرمایه  است  گریزی ریاک  ة درجماتلزم تعیین    این دیدگاهاستفاده 
 تاجه کمی شده است.  گریزی ریاک ةدرجانتخا   ةنحابه شده انجام

 

𝑋𝑋∗(𝑡𝑡)  شاد. بنابراین بازار مالی محاسبه می  ةشده به طرح بیمه و نر  بازگشت سرمای( از طریق تجمیع اعتباراد مالی پرداخت11)   ةدر رابل
مثبت باشد و ورشکاتگی ر    خاد را حفظ کند که ثرود اکیداً  ةتااند به ساد برسد و یا بخشی از سرمایگذار فقط در صارتی می سرمایه

 : شادصریح زیر محاسبه می شکلگذار به ندهد. بنابراین احتمال ورشکاتگی سرمایه

𝑷𝑷{𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) < 𝟎𝟎} = 𝑷𝑷 {𝜱𝜱(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) > 𝒍𝒍𝒍𝒍 ( 𝜸𝜸
𝜸𝜸−𝝌𝝌𝑻𝑻

) + 𝒍𝒍𝒍𝒍 (𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)])}   .   (14)  
 

 شاد.میشاند که برای رسم مرز کارا نیز استفاده صارد زیر تعری  می( میانگین و واریانس ثرود به11)  ةو همچنین با تاجه به رابل
𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)] = 𝜸𝜸 − (𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻)𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏 , 

𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)] = (𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻)𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟐𝟐𝑽𝑽𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)] 
 
 : آیددست میه صارد زیر باول مرز کارا به ةاز برابری دوم در معادل 𝜸𝜸گذرای  با جای    

𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)] = 𝝌𝝌𝑻𝑻 + √𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)] − 𝟏𝟏√𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)] 
 

 

 پژوهش  ةپیشین مروری بر 

 ، یشمال  ی کایدر آمر  افتهیتاسعه  ی کشارها   یبازنشاتگ  ی هادر بخش   یدهه نقش مهم  نیچند  ی برا  نیمع  ی ایبا مزا  یبازنشاتگ  ی هاطرح
اروپا  ایتانیبر باکرده  فایا  یغرب  ی و  قرن  نیااند.  آغاز  در  تغ۲۱حال،  روندها  رادیی،  بازارها  ی تیجمع  ی در  ناساناد  طار  به  یجهان  یمال   ی و 

های فزاینده دلیل نگرانیبهدر پی این حاادث و    . ,Savićević  ها را مختل کردطرح  نیا  ی مال  تی وضع  چشمگیری 
سمت  بهای  فزاینده  طاربهها و صنایع بزرگ  شرکت  ،های مرتبط با تعهداد بلندمدد بازنشاتگی پایداری مالی و مدیریت ریاک  در خصاص

با   ی هابه طرح   نیمع  ی ایبا مزا  ی بازنشاتگ  ی هاها از طرحشرکت  کردیرو  رییتغ.  اندهای بیمه با مشارکت معین روی آوردهاستفاده از طرح 
بار   نخاتین  را   مائله  نی. ادمااجه کر  یدوران بازنشاتگ  ی برا  ی گذارهیسرما  ةنیدر زم  ی دیجد  ی هاکارکنان را با چالش  ن،یمشارکت مع 

 اشاره کرد. یدوران بازنشاتگ  ی برا نهیبه ی گذارهیسرما ی هابه چالش  هیطار و. او بهکردملرح  

از اهمیت فراوانی برخاردار  تابع هدف    انتخا   ،شادمنجر می  یتصادف  نهی کنترل به  ةبه مائل که  مائله    ن یحل ادر  اند که  نشان داده  قادیتحق
. استفاده از تاابع مللابیت و گذاردگذار میسرمایه  ةفراوانی بر چگانگی تشکیل سبد بهین  تأثیرهای متفاود از این تابع  زیرا انتخا   ،است

اعتبار مالی تجمیع پایان  انتخا  مللابیت  از متداول   ةدور شده در  تابع هدفترین روشتجمیع یکی  برای تعری   به  ةمائل  ها    ة ن یکنترل 
عناان که مللابیت اعتبار مالی نهایی را به  ندپ وهشگرانی باد  از جمله  و      مثلاً   ی است.تصادف

دو  از    )   پ وهشدر    . ندتابع هدف مائله تعری  و با بیشینه کردن آن مائله را حل کرد
)   است. همچنین  استفاده شدهتصادفی    ةکنترل بهین  ةبرای تعیین تابع هدف مائل  ، نمایی و لگاریتمی  تابع مللابیت

 .اندکردهاستفاده  گریزو زیان تاانیمللابیت ابع اترتی  از ت به نیز   و 

روش علاوه دیگر  از  مللابیت،  تاابع  از  استفاده  در  بر  پرکابرد  هدفهای  تابع  میتصادف  ةنی بهکنترل    ةمائل  تعری   روش  ی  به  تاان 
و   انتخا عناان تابع هدف مائله  بهرا  شده از امید ریاضی آن  تفاضل واریانس اعتبار مالی تجمیعاین روش  در  کرد.  واریانس اشاره   –میانگین
  ة مائلاین روش برای تعری  تابع هدف و حل  از      و  های  پ وهش  درد.  نکن میکمینه  

بر بازده    یمبتنواریانس و   –با استفاده از رویکرد میانگین    . همچنیناستفاده شده است  تصادفی  ةکنترل بهین
استفاده از تابع با تاجه به بررسی فراوان    .کردندهای ریاک ارائه  سنجه  ةبر پایبرای ساخت سبد بهینه    ترقیدق  یروش  ،بتا و مدل  

مقال از رویکرد میانگین  ةمللابیت در ملالعاد پیشین، در  استفاده  با  تابع هدف   – حاضر  بهین  ةمائلواریانس  تعری  تصادفی    ةکنترل  را 
از    کنیم.می در بیشتر ملالعاد    و  دشاار استگذاران  که برای اغل  سرمایه  است  گریزی ریاک  ة درجماتلزم تعیین    این دیدگاهاستفاده 
 تاجه کمی شده است.  گریزی ریاک ةدرجانتخا   ةنحابه شده انجام

 از برابری دوم در معادلة اول مرز کارا به  صورت 

  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸 [𝑳𝑳(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] = 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝑻𝑻[𝑳𝑳(𝑻𝑻)]𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)        (4)  

,𝑩𝑩(𝒕𝒕که  طاری هب 𝑻𝑻) =  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸[𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] . 
  ة شاد. حال دینامیک اعتبار مالی انباشت تر بررسی میگذار راحتتجمیع سرمایه  ةدورها به طرح بیمه در طال  پرداخت  تأثیربه کمک این رابله  

 کنیم.  تجمیع را تعیین می ةدورفرد در هر زمان تا پیش از پایان 
,𝒄𝒄(𝒕𝒕تجمیع را با    ةدوردر  بازه  تصادفی فرد به طرح بیمه در هر  های  پرداختاگر    :5  ةگزار 𝒍𝒍) > های  شده در دارایی گذاری و درصد سرمایه  𝟎𝟎

𝝎𝝎(𝒕𝒕)ریاکی در هر دوره را نیز با   = (𝝎𝝎𝟏𝟏(𝒕𝒕), … , 𝝎𝝎𝒏𝒏(𝒕𝒕))  گذار دینامیک اعتبار مالی سرمایهآنگاه  ،دهیمنشان𝑿𝑿(𝒕𝒕) صارد هب 
𝒅𝒅𝑿𝑿(𝒕𝒕) = (𝑿𝑿(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝒄𝒄(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)(𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏))𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)       (5)  

.    خااهد باد
 

 یتصادف ةن ی کنترل به ةمائل

 صارد گذار بهتصادفی سرمایه ةکنترل بهین  ةمائل  مدل  اگر :1 ةقضی
   𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
𝜶𝜶𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)] − 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)]       (6)  

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎(𝑻𝑻) = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

𝜶𝜶 که در آن > های بردار وزنتاان  آنگاه می  ،کند( تبعیت  5) گذار در هر لحظه از دینامیک  گریزی و اعتبار مالی سرمایهریاک  ةدرج  𝟎𝟎
    معادل ةرا از طریق حل مائل 𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)  ةبهین

(7          ) 𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏
𝝎𝝎

𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐] 

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.  ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎 = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

 .ت اس عیتجم ةدور انیدر پا یاز اعتبار مال  گذارهیسرما ییدف نهاه 𝜸𝜸دست آورد که در آن  هب
های بهینه  نهایی حاصل از پیروی از وزن  ةاعتبار مالی انباشت  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)آنگاه    ،باشد  𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)های بهینه  مائله بردار وزن  اگر جاا 
,𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])های مرت   ای از زوجمرز کارای این مائله با مجماعه  و  است 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])  ای  مرز کارا مجماعه  شاد.می   عیینت

ازای هر سلح  دهند و بهازای هر سلح ریاک معین، بیشترین بازده را ارائه می گذاری است که به سبد سرمایه   ةهای بهیناز ترکی 
 د. هایی است که از نظر ریاک و بازده، بهینه و غیرقابل بهباد هاتندارند. این مرز نمایانگر انتخا بازده معین، کمترین ریاک را  

  ة کنترل بهین   ةهای حل مائلتجمیع است. استفاده از روش  ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  (7)  ةرابلدر  
ها نقش هدف نهایی اعتبار مالی در  مزایای فراوانی دارد. حین استفاده از این روش  محارهدف های  استرات ی   ةوسیلتصادفی به 

انتخا  هدف  گذاران غیرحرفهعلاوه برای سرمایهشاد. به تر میتجمیع پررنگ  ةدورگذاری در طال  تعیین استرات ی سرمایه ای 
انباشته  اعتبار مالی  با  ارتباط  انتهای  نهایی در  به  ةدورشان در  پارامتر مرات  ساده تجمیع امری  از یک  انتخا  یک مقدار  از  تر 

 کنیم. ( را حل می 7معادل ) ة( مائل6) ةجای مائلاست. به همین دلیل به  گریزی ریاک ةپیچیده مانند درج
شاد. اگر بازار مالی در  در ملالعاد مرباط به تعیین استرات ی بهینه برای طرح بیمه با مشارکت معین دو روش کلی پیگیری می

برنامه از روش  باشد  ناکامل  استفاده  دستر   بهینه  استرات ی  یافتن  برای  مارتینگل  از روش  باشد  کامل  بازار  اگر  و  پایا  ریزی 
کنیم.  می ( استفاده  7)  ةمارتینگل برای یافتن پاسخ مائلشاد. در این مقاله با تاجه به فرض کامل بادن بازار مالی از روش  می 

 بنابراین داریم  ؛است 𝑿𝑿(𝑻𝑻)تجمیع یا  ةدور( اعتبار مالی انباشته در پایان 7) ةمتغیر تصمیم مائل
                     𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
   𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏

𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐]                       (8          )  

 𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑸𝑸 [− ∫ 𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝒔𝒔

𝟎𝟎 𝒅𝒅𝒔𝒔 + 𝑿𝑿(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑻𝑻

𝟎𝟎
] ≤ 𝒙𝒙𝟎𝟎 

∑ 𝜔𝜔𝑖𝑖 = 1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
  . 

   با جای گذرای 
زیر به دست می آید:

 

𝑋𝑋∗(𝑡𝑡)  شاد. بنابراین بازار مالی محاسبه می  ةشده به طرح بیمه و نر  بازگشت سرمای( از طریق تجمیع اعتباراد مالی پرداخت11)   ةدر رابل
مثبت باشد و ورشکاتگی ر    خاد را حفظ کند که ثرود اکیداً  ةتااند به ساد برسد و یا بخشی از سرمایگذار فقط در صارتی می سرمایه

 : شادصریح زیر محاسبه می شکلگذار به ندهد. بنابراین احتمال ورشکاتگی سرمایه

𝑷𝑷{𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) < 𝟎𝟎} = 𝑷𝑷 {𝜱𝜱(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) > 𝒍𝒍𝒍𝒍 ( 𝜸𝜸
𝜸𝜸−𝝌𝝌𝑻𝑻

) + 𝒍𝒍𝒍𝒍 (𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)])}   .   (14)  
 

 شاد.میشاند که برای رسم مرز کارا نیز استفاده صارد زیر تعری  می( میانگین و واریانس ثرود به11)  ةو همچنین با تاجه به رابل
𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)] = 𝜸𝜸 − (𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻)𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏 , 

𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)] = (𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻)𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟐𝟐𝑽𝑽𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)] 
 
 : آیددست میه صارد زیر باول مرز کارا به ةاز برابری دوم در معادل 𝜸𝜸گذرای  با جای    

𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)] = 𝝌𝝌𝑻𝑻 + √𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)] − 𝟏𝟏√𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)] 
 

 

 پژوهش  ةپیشین مروری بر 

 ، یشمال  ی کایدر آمر  افتهیتاسعه  ی کشارها   یبازنشاتگ  ی هادر بخش   یدهه نقش مهم  نیچند  ی برا  نیمع  ی ایبا مزا  یبازنشاتگ  ی هاطرح
اروپا  ایتانیبر باکرده  فایا  یغرب  ی و  قرن  نیااند.  آغاز  در  تغ۲۱حال،  روندها  رادیی،  بازارها  ی تیجمع  ی در  ناساناد  طار  به  یجهان  یمال   ی و 

های فزاینده دلیل نگرانیبهدر پی این حاادث و    . ,Savićević  ها را مختل کردطرح  نیا  ی مال  تی وضع  چشمگیری 
سمت  بهای  فزاینده  طاربهها و صنایع بزرگ  شرکت  ،های مرتبط با تعهداد بلندمدد بازنشاتگی پایداری مالی و مدیریت ریاک  در خصاص

با   ی هابه طرح   نیمع  ی ایبا مزا  ی بازنشاتگ  ی هاها از طرحشرکت  کردیرو  رییتغ.  اندهای بیمه با مشارکت معین روی آوردهاستفاده از طرح 
بار   نخاتین  را   مائله  نی. ادمااجه کر  یدوران بازنشاتگ  ی برا  ی گذارهیسرما  ةنیدر زم  ی دیجد  ی هاکارکنان را با چالش  ن،یمشارکت مع 

 اشاره کرد. یدوران بازنشاتگ  ی برا نهیبه ی گذارهیسرما ی هابه چالش  هیطار و. او بهکردملرح  

از اهمیت فراوانی برخاردار  تابع هدف    انتخا   ،شادمنجر می  یتصادف  نهی کنترل به  ةبه مائل که  مائله    ن یحل ادر  اند که  نشان داده  قادیتحق
. استفاده از تاابع مللابیت و گذاردگذار میسرمایه  ةفراوانی بر چگانگی تشکیل سبد بهین  تأثیرهای متفاود از این تابع  زیرا انتخا   ،است

اعتبار مالی تجمیع پایان  انتخا  مللابیت  از متداول   ةدور شده در  تابع هدفترین روشتجمیع یکی  برای تعری   به  ةمائل  ها    ة ن یکنترل 
عناان که مللابیت اعتبار مالی نهایی را به  ندپ وهشگرانی باد  از جمله  و      مثلاً   ی است.تصادف

دو  از    )   پ وهشدر    . ندتابع هدف مائله تعری  و با بیشینه کردن آن مائله را حل کرد
)   است. همچنین  استفاده شدهتصادفی    ةکنترل بهین  ةبرای تعیین تابع هدف مائل  ، نمایی و لگاریتمی  تابع مللابیت

 .اندکردهاستفاده  گریزو زیان تاانیمللابیت ابع اترتی  از ت به نیز   و 

روش علاوه دیگر  از  مللابیت،  تاابع  از  استفاده  در  بر  پرکابرد  هدفهای  تابع  میتصادف  ةنی بهکنترل    ةمائل  تعری   روش  ی  به  تاان 
و   انتخا عناان تابع هدف مائله  بهرا  شده از امید ریاضی آن  تفاضل واریانس اعتبار مالی تجمیعاین روش  در  کرد.  واریانس اشاره   –میانگین
  ة مائلاین روش برای تعری  تابع هدف و حل  از      و  های  پ وهش  درد.  نکن میکمینه  

بر بازده    یمبتنواریانس و   –با استفاده از رویکرد میانگین    . همچنیناستفاده شده است  تصادفی  ةکنترل بهین
استفاده از تابع با تاجه به بررسی فراوان    .کردندهای ریاک ارائه  سنجه  ةبر پایبرای ساخت سبد بهینه    ترقیدق  یروش  ،بتا و مدل  

مقال از رویکرد میانگین  ةمللابیت در ملالعاد پیشین، در  استفاده  با  تابع هدف   – حاضر  بهین  ةمائلواریانس  تعری  تصادفی    ةکنترل  را 
از    کنیم.می در بیشتر ملالعاد    و  دشاار استگذاران  که برای اغل  سرمایه  است  گریزی ریاک  ة درجماتلزم تعیین    این دیدگاهاستفاده 
 تاجه کمی شده است.  گریزی ریاک ةدرجانتخا   ةنحابه شده انجام

 مروری بر پیشینة پژوهش
نقش  دهه  چندین  برای  معین  مزایای  با  بازنشستگی  طرح های 
بازنشستگی کشورهای توسعه یافته در آمریکای  مهمی در بخش های 
قرن  آغاز  در  با این حال،  کرده اند.  ایفا  غربی  اروپای  و  بریتانیا  شمالی، 
مالی  بازارهای  نوسانات  و  جمعیتی  روندهای  در  تغییرات   ،21
کرد مختل  را  طرح ها  این  مالی  وضعیت  چشمگیری  به طور   جهانی 
به دلیل  و  حوادث  این  پی  در   .(Lukovic and Savićević, 2021)  
پایداری مالی و مدیریت ریسک های  فزاینده در خصوص  نگرانی های 
بزرگ  صنایع  و  شرکت ها  بازنشستگی،  بلندمدت  تعهدات  با  مرتبط 
به طور فزاینده ای به سمت استفاده از طرح های بیمه با مشا رکت معین 
با  بازنشستگی  طرح های  از  شرکت ها  رویکرد  تغییر  آورده اند.  روی 
مزایای معین به طرح های با مشارکت معین، کارکنان را با چالش های 
جدیدی در زمینة سرمایه گذاری برای دوران بازنشستگی مواجه کرد. 
این مسئله را نخستین بار Merton (2014) مطرح کرد. او به طور ویژه 

به چالش های سرمایه گذاری بهینه برای دوران بازنشستگی اشاره کرد.
مسئلة  به  که  مسئله  این  حل  در  که  داده اند  نشان  تحقیقات 
اهمیت  از  هدف  تابع  انتخاب  می شود ،  منجر  تصادفی  بهینه  کنترل 
تأثیر  تابع  این  از  متفاوت  انتخاب های  زیرا  است،  برخوردار  فراوانی 
فراوانی بر چگونگی تشکیل سبد بهینة سرمایه گذار می گذارد. استفاده 
از توابع مطلوبیت و انتخاب مطلوبیت اعتبار مالی تجمیع شده در پایان 
هدف  تابع  تعریف  برای  روش ها  متداول ترین  از  یکی  تجمیع  دورة 

و  Blake et al. (2013) مثلًا  است.  تصادفی  بهینة  کنترل   مسئلة 
که  بودند  پژوهشگرانی  جمله  از   Wiafe et al. (2020)  
مسئله  هدف  تابع  به عنوان  را  نهایی  مالی  اعتبار  مطلوبیت 
پژوهش در  کردند.  حل  را  مسئله  آن  کردن  بیشینه  با  و   تعریف 
تابع  دو  از   Vahabi and Payandeh Najafabadi (2023(  
هدف  تابع  تعیین  برای  لگاریتمی  و  نمایی   ،CRRA مطلوبیت 
همچنین است.  شده  استفاده  تصادفی  بهینة   کنترل   مسئلة 
و  Keganneng and Basi manebotlhe (2022(   

 Dong and Zheng (2019) نیز به ترتیب از توابع مطلوبیت توانی و 
زیان گریز استفاده کرده اند.

پرکابرد  روش های  دیگر  از  مطلوبیت،  توابع  از  استفاده  علاوه بر 
در تعریف تابع هدف مسئلة کنترل بهینة تصادفی می توان به روش 
اعتبار  واریانس  تفاضل  روش  این  در  کرد.  اشاره  میانگین –واریانس 
مسئله  هدف  تابع  به عنوان  را  آن  ریاضی  امید  از  تجمیع شده  مالی 
 Chang et al. (2022) انتخاب و کمینه می کنند. در پژوهش های 
از این روش برای تعریف تابع هدف   Guan and Liang (2014) و
همچنین  است.  شده  استفاده  تصادفی  بهینة  کنترل  مسئلة  حل  و 
Zare zade et al. (2024) با استفاده از رویکرد میانگین –واریانس 
ساخت  برای  دقیق تر  روشی   ،CAPM مدل  و  بتا  بازده  بر  مبتنی  و 
سبد بهینه بر پایة سنجه های ریسک ارائه کردند. با توجه به بررسی 
فراوان استفاده از تابع مطلوبیت در مطالعات پیشین، در مقالة حاضر 
با استفاده از رویکرد میانگین –واریانس تابع هدف مسئلة کنترل بهینة 
تعیین  مستلزم  دیدگاه  این  از  استفاده  می کنیم.  تعریف  را  تصادفی 
درجة ریسک گریزی است که برای اغلب سرمایه گذاران دشوار است 
و در بیشتر مطالعات انجام شده به نحوة انتخاب درجة ریسک گریزی 

توجه کمی شده است.
در مقالة Nadiri and Khani (2022) با اشاره به نقش احساسات 
در تصمیم گیری سرمایه گذاران در بورس اوراق بهادار ایران، بر تأثیر 
که  پرداخته اند  سهام  سبد  بهینه سازی  مدل های  در  مختلف  عوامل 
مبتنی بر واریانس هستند، اما به تأثیر مستقیم درجة ریسک گریزی 
از  یکی  است.  نشده  پرداخته  بهینه  کنترل  مسئلة  نهایی  نتیجة  بر 
اهداف اصلی این مقاله حل مسئلة کنترل بهینة تصادفی با رویکرد 

میانگین –واریانس به کمک مسئلة هدف محور معادل است.
تابع  تبدیل  نحوة  خود  پژوهش  در   Zhou and Li (2000)  
تابع هدف محور  به  را  میانگین –واریانس  از روش  به دست آمده  هدف 
درجه  تعیین  جای  به  سرمایه گذار  تبدیل  این  به کمک  دادند.  ارائه 
در  شده  تجمیع  مالی  اعتبار  از  خود  نهایی  هدف  ریسک گریزی، 
مراتب ساده تر خواهد  به  را مشخص می کند که  پایان دوره تجمیع 
این  به کمک  نیز  مقالة حاضر  در   .)Donnelly et al., 2022( بود 
تبدیل مسئلة کنترل بهینة تصادفی معادل را حل می کنیم که در آن 
هدف نهایی سرمایه گذار بسیار مهم است. در روش حل هدف محور، 
نحوة انتخاب هدف های نهایی رفتار ریسکی سرمایه گذار را مشخص 
گرفته  نظر  در  بالاتر  مالی  اعتبار  برای  نهایی  هرچه هدف  می کنند. 

شود، شخص ریسک پذیر تر خواهد بود و بالعکس.
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بر  تصادفی  بهینة  کنترل  مسئلة  حل  اصلی  رویکرد  دو 
باشد،  ناکامل  یا  کامل  مسئله  در  مفروض  مالی  بازار  آنکه  مبنای 
پژوهش است. در  عددی  روش  و  مارتینگلی  روش   به ترتیب 

 Anthropelos and Blontzou (2023)  بازار ناکامل فرض شده، 
زیرا این فرض وجود دارد که درآمد سرمایه گذار به عنوان یک متغیر 
به  بازار  بودن  ناکامل  بازسازی است.  بازار مالی غیرقابل  تصادفی در 
و سردرگمی  دارایی ها  از  هریک  برای  متفاوت  قیمت  وجود چندین 
این  کردن  برطرف  صورت  در  حتی  و  می شود  منجر  سرمایه گذار 
مشکل یا تعریف اندازة یکتا به کمک سنجه های ریسک، حل مسئلة 
خواهد  دشوار  بسیار  همچنان  آن  از  برآمده  تصادفی  بهینة  کنترل 
بود و جواب صریحی به دست نمی دهد. فرض وجود بازار کامل این 
امکان را به سرمایه گذار می دهد تا از قرض گرفتن و فروش استقراضی 
در  بیشتری  عمل  آزادی  از  و  کند  استفاده  بهینه  سبد  ساخت  در 
 ساخت سبد برخوردار باشد. در پژوهش های Dong et al. (2020) و
 Ferreira Morici and Vigna (2024) پاسخ صریح مسئلة کنترل 
بهینة تصادفی از روش مارتینگل و با فرض کامل بودن بازار به دست 
با  نیز   Chen et al. (2017) پژوهش  در  مشابه  به طور  است.  آمده 
کامل در نظر گرفتن بازار با استفاده از روش مارتینگی، جواب مسئله را 
 Guan and Liang (2016) به صورت تحلیلی به دست آوردند. همچنین 
به جای  خطر  معرض  در  ارزش  از  استفاده  با  خود  پژوهش  در  نیز 
روش مارتینگلی به حل مسئله پرداختند. با توجه به تأکید بر فرض 
کامل بودن بازار در مطالعات گذشته در مقالة حاضر نیز بازار را کامل 
فرض می کنیم تا جوابی صریح به دست آوریم که استفاده از آن برای 

سرمایه گذار ساده تر باشد.
در کنار تعیین تابع هدف مسئلة کنترل بهینة تصادفی و مشخص 
کردن روش حل مسئله، پژوهشگران بسیاری به بررسی سایر عوامل 
با  بیمه  مالی در طرح های  اعتبار  بر روند تجمیع  تأثیرگذار  تصادفی 
بهره  نرخ  تصادفی  عوامل  این  جملة  از  پرداختند.  معین  مشارکت 
 Peymany et al. (2023) پژوهش  چهارچوب  این  در  که  است 
برای مدل سازی نرخ بهرة بدون ریسک در بازار داخلی ایران از مدل 

وسیچک استفاده کردند.
از دیگر عوامل تأثیرگذار بر روند تجمیع اعتبار مالی پرداخت های 
از روش  استفاده  با   .Vigna (2012)بیمه است به طرح  سرمایه گذار 
مسئلة  حل  به  بلک –شولز اقدام  مالی  بازار  در  هدف محور،  حل 
آن  در  که  کرد  معین  مشارکت  با  بیمه  طرح  برای  سرمایه گذاری 
پرداخت هایی که سالیانه به طرح بیمه صورت می گرفت ثابت در نظر 
 Ferreira Morici and Vigna (2024) گرفته شده بود. همچنین 
غیرتصادفی  و  متغیر  زمان  را  پرداخت ها  چهارچوب  همین  این  در 
در نظر گرفته بود. در این پژوهش علاوه بر گسترش کار وگنا تعداد 
دلخواهی دارایی ریسکی، منبع ریسک و متغیر های حالت در یک بازار 
در سبد  ریسکی  دارایی های  تعداد  افزایش  نظر می گیریم.  در  کامل 
این پژوهش در  و متنوع سازی در کاهش ریسک آن مؤثر است. در 
حالت کلی سبد بهینه را با در نظر گرفتن n دارایی ریسکی تشکیل 
می دهد و در حالت خاص از یک دارایی ریسکی در شبیه سازی آن 

استفاده می کند. این دارایی ریسکی شاخص بورس انتخاب شده که 
برآیندی کلی از رفتار دارایی های ریسکی بازار مالی را به دست دهد 
و رفتار سبد شبیه سازی شده نزدیک به سبدی با چند دارایی ریسکی 
تا  فراهم می کند  را  امکان  این  متغیر های حالت  بودن  باشد. دلخواه 
عوامل تصادفی تأثیرگذار بر چگونگی طی شدن روند تجمیع اعتبار 
مالی را وارد مدل کنیم. از جملة این عوامل که در این پژوهش به 
آن توجه بیشتری شده نرخ بهرة تصادفی و پرداخت هایی است که در 
هر سال در طول دورة تجمیع به ساخت سبد بهینه اختصاص داده 
می شود. این پرداخت ها تحت تأثیر عوامل تصادفی بسیاری که ممکن 
است بر درآمد سرمایه گذار یا توانایی وی در میزان تخصیص سرمایه 
اثر بگذارد، متغیری تصادفی هستند. ثابت در نظر گرفتن این متغیر 

می تواند به نتایجی نامطلوب در پایان دورة تجمیع منجر شود.

 روش شناسی پژوهش
 تبدیل مسئلة  میانگین –واریانس به مسئلة هدف محور

اغلب سرمایه گذاران در طرح های بازنشستگی با مشارکت معین 
هستند.  رو به رو  با سختی هایی  خود  ریسک گریزی  نرخ  تعیین  برای 
، عدم 

منجر   عیتجم  ة دور  انی نامللا  در پا  یجیبه نتا  تااندیم  ریمتغ  نیهاتند. ثابت در نظر گرفتن ا   یتصادف  ی ریاثر بگذارد، متغ  هیسرما   ی تخص
 شاد.

 پژوهش ی شناسروش

 محارهدف ةواریانس به مائل – میانگین ةتبدیل مائل

با مشارکت معین برای تعیین نر  ریاکگذاران در طرح سرمایهاغل    بازنشاتگی  با سختیهای  رو هاتند. تعیین  بههایی روگریزی خاد 
گذاران به همراه دارد. به همین دلیل مشخ   ، عدم شفافیت بایاری را برای سرمایه𝜶𝜶ی مانند  ال  یک مقدار کمّقگریزی در  میزان ریاک

هدف نهایی    دلیلتر است. به همین  مناس گذاران  برای سرمایه   𝜸𝜸مبلغی همچان    مثلاًگذاری با واحد پال  سرمایه   ةدورکردن هدف نهایی  
دست آمد.  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻که در فرمال    کنیمتعیین میصارد ضریبی از اعتبار مالی قابل حصال بدون ریاک  گذار را بهسرمایه
زای پارامتر برون  𝜶𝜶آورد که در آن    به دست(  7)   ة معادل از طریق حل مائل  طاربهتاان  ( را می6)   ةمائلجاا   که  نشان دادند    
𝜷𝜷  صاردمائله به  𝜷𝜷آنگاه    ،( باشد6)   ةجاا  مائل  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)  گریزی است و اگرریاک ≔ 𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝜶𝜶𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)]   شاد. حال تعری  می

𝜸𝜸صارد  به  محارهدف  ةمائل  𝜸𝜸واریانس،   –میانگین  ةدر مائل  حاصل  𝜷𝜷و    𝜶𝜶به کمک   = 𝜷𝜷
𝟐𝟐𝜶𝜶  ة تاان مائلآن می  ةوسیله مشخ  شده و ب 

 داریم ( 11)  ةو رابل بالا ( را حل کرد. با تاجه به روابط 7)   محارهدفمعادل 

𝜶𝜶 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻) 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)] 

𝜶𝜶عکس دارند و همچنین    ةبا یکدیگر رابل  𝜸𝜸و    𝜶𝜶بنابراین   > 𝜸𝜸اگر و تنها اگر    𝟎𝟎 > 𝝌𝝌𝑻𝑻  گذار کران پایینی  دیگر هدف سرمایهعبارد. به
𝜸𝜸و این فرض که    ( 11)   ةبر رابل  است. بنا   𝝌𝝌𝑻𝑻تجمیع یا    ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک در تمام طال  دارد که همان سرمایه − 𝝌𝝌𝑻𝑻 >

همااره   𝜸𝜸کند. بنابراین  می  ایفاگذار  نقش کران بالایی را برای اعتبار مالی سرمایه  𝜸𝜸گذار هرگز به هدف نهایی خاد نخااهد رسید و  ، سرمایه𝟎𝟎
𝜿𝜿ضریبی مانند   > گذار به طرح بیمه و نر  بهره و همچنین دینامیک قیمت های سرمایهاست. در بخش آتی دینامیک پرداخت  𝝌𝝌𝑻𝑻از    𝟏𝟏

های در دستر   یعنی نر  بهره و درآمد کارکنان و دارایی  ،کنیم. با مشخ  شدن بازار مالی مائله دارایی ریاکی و بدون ریاک را تعیین می
 . کنیمدر این حالت خاص حل می ،که در حالت کلی ملرح شدرا تصادفی   ةکنترل بهین  ةتجمیع، مائل ةدوربرای تشکیل سبد سرمایه در 

 
 تصادفی   ةکنترل بهین  ةسازی و حل مائلپیاده

که  را   𝐿𝐿(𝑡𝑡)شرراد. بردار تصررادفی با تاجه به آن بررسرری می  ةکنترل بهین  ةپردازیم که ماررئلای میدر این بخش ابتدا به معرفی بازار مالی
گذار تعری  بدون ریاررک و درآمد سرررمایه ةدو متغیر حالت نر  بهر  متغیر حالت و بیانگر عاامل تصررادفی ماجاد در بازار اسررت تاسررط

گذاری اسرررت.  های ماجاد برای سررررمایهکه قیمت داراییکنیم  را بیان می 𝑃𝑃(𝑡𝑡)کنیم. همچنین دو دینرامیرک قیمت برای تعیین بردار  می
تصرادفی   ةکنترل بهین  ةبه حل مارئل شردشرده ملابق با حالت کلی مارئله که در بخش قبل بررسری  سرپس با تاجه به حالت خاص تعیین

 آوریم.می به دستو جاا  صریح مائله را  پردازیممی

 های در دستر معرفی دینامیک فضای حالت و دارایی

گذار به طرح بیمه از مدلی با دو عامل )محرک( حرکت  های سرررمایهدینامیک نر  بهره بدون ریاررک از مدل وسرریچک و دینامیک پرداخت
 ةتحرت انرداز  هراآنهارررتنرد کره در ادامره بره معرفی دینرامیرک    𝐿𝐿(𝑡𝑡)هرای حرالرت مارررئلره یرا همران بردار  کنرد. این دو متغیربراونی تبعیرت می
 مدل وسیچک  همان ،𝑟𝑟(𝑡𝑡) ةنر  بهرمدل  .پردازیممی 𝑃𝑃  احتمال عینی

𝑑𝑑𝑟𝑟(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎(𝑏𝑏 − 𝑟𝑟(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑑𝑑𝑊𝑊𝑟𝑟(𝑡𝑡) 

𝑟𝑟(0)که در آن   اسررت. = 𝑟𝑟0  های  و پارامتر𝑎𝑎،𝑏𝑏    و𝜎𝜎𝑟𝑟 بدون  ةترتی  سرررعت بازگشررت به میانگین، میانگین بلندمدد و تلاطم نر  بهربه
ها  گذار به طرح بیمه با مشرارکت معین درصردی از درآمد وی خااهد باد. بنابراین دینامیک این پرداختهای سررمایهریارک هارتند. پرداخت

 تأثیرشراد. بدون ریارک و دارایی ریارکی تعیین می ةگیریم. درآمد هر شرخ  مرتبط با نر  بهررا معادل دینامیک درآمد فرد در نظر می
ها و مراکز صرنعتی بزرگ، تغییراد ارزش سرهام بر شراد که در اکثر این شررکتدارایی ریارکی بر درآمد کارکنان یک شررکت از آنجا ناشری می

گذار به طرح بیمه از مدل انتشرار زیر با دو های سررمایهگذارد. با تاجه به این مفروضراد دینامیک پرداختمارتقیم می تأثیردرآمد کارکنان  
 کند.عامل حرکت براونی پیروی می

تعیین میزان ریسک گریزی در قالب یک مقدار کمّی مانند 
شفافیت بسیاری را برای سرمایه گذاران به همراه دارد. به همین دلیل 
مثلًا  پول  واحد  با  سرمایه گذاری  دورة  نهایی  هدف  کردن  مشخص 
همین  به  است.  مناسب تر  سرمایه گذاران  برای   

  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸 [𝑳𝑳(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] = 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝑻𝑻[𝑳𝑳(𝑻𝑻)]𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)        (4)  

,𝑩𝑩(𝒕𝒕که  طاری هب 𝑻𝑻) =  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸[𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] . 
  ة شاد. حال دینامیک اعتبار مالی انباشت تر بررسی میگذار راحتتجمیع سرمایه  ةدورها به طرح بیمه در طال  پرداخت  تأثیربه کمک این رابله  

 کنیم.  تجمیع را تعیین می ةدورفرد در هر زمان تا پیش از پایان 
,𝒄𝒄(𝒕𝒕تجمیع را با    ةدوردر  بازه  تصادفی فرد به طرح بیمه در هر  های  پرداختاگر    :5  ةگزار 𝒍𝒍) > های  شده در دارایی گذاری و درصد سرمایه  𝟎𝟎

𝝎𝝎(𝒕𝒕)ریاکی در هر دوره را نیز با   = (𝝎𝝎𝟏𝟏(𝒕𝒕), … , 𝝎𝝎𝒏𝒏(𝒕𝒕))  گذار دینامیک اعتبار مالی سرمایهآنگاه  ،دهیمنشان𝑿𝑿(𝒕𝒕) صارد هب 
𝒅𝒅𝑿𝑿(𝒕𝒕) = (𝑿𝑿(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝒄𝒄(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)(𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏))𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)       (5)  

.    خااهد باد
 

 یتصادف ةن ی کنترل به ةمائل

 صارد گذار بهتصادفی سرمایه ةکنترل بهین  ةمائل  مدل  اگر :1 ةقضی
   𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
𝜶𝜶𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)] − 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)]       (6)  

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎(𝑻𝑻) = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

𝜶𝜶 که در آن > های بردار وزنتاان  آنگاه می  ،کند( تبعیت  5) گذار در هر لحظه از دینامیک  گریزی و اعتبار مالی سرمایهریاک  ةدرج  𝟎𝟎
    معادل ةرا از طریق حل مائل 𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)  ةبهین

(7          ) 𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏
𝝎𝝎

𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐] 

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.  ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎 = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

 .ت اس عیتجم ةدور انیدر پا یاز اعتبار مال  گذارهیسرما ییدف نهاه 𝜸𝜸دست آورد که در آن  هب
های بهینه  نهایی حاصل از پیروی از وزن  ةاعتبار مالی انباشت  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)آنگاه    ،باشد  𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)های بهینه  مائله بردار وزن  اگر جاا 
,𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])های مرت   ای از زوجمرز کارای این مائله با مجماعه  و  است 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])  ای  مرز کارا مجماعه  شاد.می   عیینت

ازای هر سلح  دهند و بهازای هر سلح ریاک معین، بیشترین بازده را ارائه می گذاری است که به سبد سرمایه   ةهای بهیناز ترکی 
 د. هایی است که از نظر ریاک و بازده، بهینه و غیرقابل بهباد هاتندارند. این مرز نمایانگر انتخا بازده معین، کمترین ریاک را  

  ة کنترل بهین   ةهای حل مائلتجمیع است. استفاده از روش  ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  (7)  ةرابلدر  
ها نقش هدف نهایی اعتبار مالی در  مزایای فراوانی دارد. حین استفاده از این روش  محارهدف های  استرات ی   ةوسیلتصادفی به 

انتخا  هدف  گذاران غیرحرفهعلاوه برای سرمایهشاد. به تر میتجمیع پررنگ  ةدورگذاری در طال  تعیین استرات ی سرمایه ای 
انباشته  اعتبار مالی  با  ارتباط  انتهای  نهایی در  به  ةدورشان در  پارامتر مرات  ساده تجمیع امری  از یک  انتخا  یک مقدار  از  تر 

 کنیم. ( را حل می 7معادل ) ة( مائل6) ةجای مائلاست. به همین دلیل به  گریزی ریاک ةپیچیده مانند درج
شاد. اگر بازار مالی در  در ملالعاد مرباط به تعیین استرات ی بهینه برای طرح بیمه با مشارکت معین دو روش کلی پیگیری می

برنامه از روش  باشد  ناکامل  استفاده  دستر   بهینه  استرات ی  یافتن  برای  مارتینگل  از روش  باشد  کامل  بازار  اگر  و  پایا  ریزی 
کنیم.  می ( استفاده  7)  ةمارتینگل برای یافتن پاسخ مائلشاد. در این مقاله با تاجه به فرض کامل بادن بازار مالی از روش  می 

 بنابراین داریم  ؛است 𝑿𝑿(𝑻𝑻)تجمیع یا  ةدور( اعتبار مالی انباشته در پایان 7) ةمتغیر تصمیم مائل
                     𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
   𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏

𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐]                       (8          )  

 𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑸𝑸 [− ∫ 𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝒔𝒔

𝟎𝟎 𝒅𝒅𝒔𝒔 + 𝑿𝑿(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑻𝑻

𝟎𝟎
] ≤ 𝒙𝒙𝟎𝟎 

∑ 𝜔𝜔𝑖𝑖 = 1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
  . 

همچون  مبلغی 
دلیل هدف نهایی سرمایه گذار را به صورت ضریبی از اعتبار مالی قابل 
 به دست آمد. 

تجمیع از ارزش    ةدوریافته تا زمان شروع  مارتینگلِ اختلاف ارزش اعتبار مالی تنزیل   ةدهد که میانگین تحت اندازاولین قید مائله نشان می
گذاری باشد. ابتدا با حل این  تجمیع، باید کمتر از مقدار اولیه در دستر  برای سرمایه  ةدورگرفته در طال  های صاردیافته پرداختتنزیل

کنیم. میسازی غیرخلی را به کمک تابع لاگران  حل بهینه ةآوریم. مائلدست میه را ب 𝑋𝑋∗(𝑇𝑇) ةمالی نهایی بهینمائله اعتبار 

 آید برابر است با دست میه ( ب7)  ةپیروی از مائلبا  ی گذارتجمیع سرمایه ةدورای که در پایان سبد بهینهارزش : 2 ةقضی
 𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − 𝝀𝝀𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻

𝟎𝟎 𝒎𝒎(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)  (9   )  
,𝒎𝒎(𝟎𝟎تجمیع،    ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  که در آن 𝑻𝑻)  عینی بازار نابت به    ة نیکادیم انداز –مشتق رادون

 :شادزیر حاصل می ةضری  لاگران  است که از رابل 𝝀𝝀مارتینگل ریاک خنثی و  ةانداز

𝝀𝝀 = 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)−∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔−𝒙𝒙𝟎𝟎

𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆−𝟐𝟐 ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎 𝒎𝒎𝟐𝟐(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

  ( .10        )  

 :صارد زیر بازنایای کردرا به  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) ةتاان جاا  بهینهمچنین می
𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − (𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻)𝜸𝜸(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏𝐞𝐞𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)     (11 )    

,𝛷𝛷(𝑡𝑡  که در آن تابع 𝑇𝑇)  صارد به 

𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) = − ∫ 𝑟𝑟(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑇𝑇

𝑡𝑡
− 1

2 ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)
𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑢𝑢 − ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇

𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢) .

 . شاد تعری  می

گانه  تااند بدون پذیرش هیچگذار میای که سرمایهبرابر است با اعتبار مالی  𝜒𝜒𝑇𝑇است. مقدار    محارهدفسازی روش  کلید اصلی پیاده  𝜒𝜒𝑇𝑇مقدار  
اعتبار مالی   ةشدارزش تجمیع  𝜒𝜒𝑇𝑇دست آورد.  ه  تجمیع ب  ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک یا حاا  بانکی در طال  ریاک و تنها با سرمایه

زیر محاسبه    ةاند و از رابلصفر تنزیل شده  ةتجمیع است که همگی تا لحظ  ةدورگرفته به طرح بیمه در طال  های صاردو پرداخت   𝑥𝑥0 ةاولی
 :شادمی

𝝌𝝌𝑻𝑻 = 𝒙𝒙𝟎𝟎+∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝟎𝟎
𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)    (12  .          )  

 
𝝌𝝌𝑻𝑻    گذاری انتظار دارد در مقابل پذیرش ریاک و  بنابراین هر سرمایه  ؛تجمیع است  ةدورارزش اعتبار مالی انباشته بدون ریاک در پایان

یک کران پایین   𝝌𝝌𝑻𝑻دست آورد. بنابراین  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻ای فراتر از  گذاری بخشی از اعتبار مالی خاد در دارایی ریاکی، اعتبار مالی نهایی سرمایه
انباشته خااهد باد و اهداف هر سرمایه با میزان ریاک  برای هدف نهایی اعتبار مالی  یا  گذار متناس   صارد وی به  گریزی ریاکپذیری 

 شاد. بیان می 𝝌𝝌𝑻𝑻تر از واحد از  ضریبی بزرگ
برای تشکیل های در دستر   دارایی  ةهای بهینوزن  که  ،𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)گذاری یا  سرمایه  ةسبد بهین  ةبا در نظر گرفتن مفروضاد مائل  :3  ةقضی

 :آیددست میه زیر بد صاربه ،کندرا تعیین میسبد بهینه 

𝝎𝝎∗(𝒕𝒕) = (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔 − 𝑿𝑿∗(𝒕𝒕)𝑻𝑻

𝒕𝒕 ) (∑′)−𝟏𝟏𝝃𝝃  

+(∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏 (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕

𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻
𝒕𝒕 )

𝝏𝝏𝝏𝝏(𝒕𝒕) + (𝑿𝑿∗(𝒕𝒕) + 

 ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝒕𝒕 − 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)) (∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

𝝏𝝏𝒛𝒛(𝒕𝒕)
𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]     (13 ) .  

اثباد به مقالبرای   ,𝛷𝛷(𝑡𝑡مراجعه کنید. اگر      ةجزئیاد  𝑇𝑇)  از دارای تازیع گاسی باشد می تاان 
 :سازی زیر استفاده کردساده

𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]−1 𝜕𝜕𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]
𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) = 2 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) (𝐸𝐸𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)] + 𝑉𝑉𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)]). 

حصول بدون ریسک تعیین می کنیم که در فرمول 
Zhou and Li (2000) نشان دادند که جواب مسئلة )6( را می توان 
 

منجر   عیتجم  ة دور  انی نامللا  در پا  یجیبه نتا  تااندیم  ریمتغ  نیهاتند. ثابت در نظر گرفتن ا   یتصادف  ی ریاثر بگذارد، متغ  هیسرما   ی تخص
 شاد.
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 محارهدف ةواریانس به مائل – میانگین ةتبدیل مائل

با مشارکت معین برای تعیین نر  ریاکگذاران در طرح سرمایهاغل    بازنشاتگی  با سختیهای  رو هاتند. تعیین  بههایی روگریزی خاد 
گذاران به همراه دارد. به همین دلیل مشخ   ، عدم شفافیت بایاری را برای سرمایه𝜶𝜶ی مانند  ال  یک مقدار کمّقگریزی در  میزان ریاک

هدف نهایی    دلیلتر است. به همین  مناس گذاران  برای سرمایه   𝜸𝜸مبلغی همچان    مثلاًگذاری با واحد پال  سرمایه   ةدورکردن هدف نهایی  
دست آمد.  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻که در فرمال    کنیمتعیین میصارد ضریبی از اعتبار مالی قابل حصال بدون ریاک  گذار را بهسرمایه
زای پارامتر برون  𝜶𝜶آورد که در آن    به دست(  7)   ة معادل از طریق حل مائل  طاربهتاان  ( را می6)   ةمائلجاا   که  نشان دادند    
𝜷𝜷  صاردمائله به  𝜷𝜷آنگاه    ،( باشد6)   ةجاا  مائل  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)  گریزی است و اگرریاک ≔ 𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝜶𝜶𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)]   شاد. حال تعری  می

𝜸𝜸صارد  به  محارهدف  ةمائل  𝜸𝜸واریانس،   –میانگین  ةدر مائل  حاصل  𝜷𝜷و    𝜶𝜶به کمک   = 𝜷𝜷
𝟐𝟐𝜶𝜶  ة تاان مائلآن می  ةوسیله مشخ  شده و ب 

 داریم ( 11)  ةو رابل بالا ( را حل کرد. با تاجه به روابط 7)   محارهدفمعادل 

𝜶𝜶 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻) 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)] 

𝜶𝜶عکس دارند و همچنین    ةبا یکدیگر رابل  𝜸𝜸و    𝜶𝜶بنابراین   > 𝜸𝜸اگر و تنها اگر    𝟎𝟎 > 𝝌𝝌𝑻𝑻  گذار کران پایینی  دیگر هدف سرمایهعبارد. به
𝜸𝜸و این فرض که    ( 11)   ةبر رابل  است. بنا   𝝌𝝌𝑻𝑻تجمیع یا    ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک در تمام طال  دارد که همان سرمایه − 𝝌𝝌𝑻𝑻 >

همااره   𝜸𝜸کند. بنابراین  می  ایفاگذار  نقش کران بالایی را برای اعتبار مالی سرمایه  𝜸𝜸گذار هرگز به هدف نهایی خاد نخااهد رسید و  ، سرمایه𝟎𝟎
𝜿𝜿ضریبی مانند   > گذار به طرح بیمه و نر  بهره و همچنین دینامیک قیمت های سرمایهاست. در بخش آتی دینامیک پرداخت  𝝌𝝌𝑻𝑻از    𝟏𝟏

های در دستر   یعنی نر  بهره و درآمد کارکنان و دارایی  ،کنیم. با مشخ  شدن بازار مالی مائله دارایی ریاکی و بدون ریاک را تعیین می
 . کنیمدر این حالت خاص حل می ،که در حالت کلی ملرح شدرا تصادفی   ةکنترل بهین  ةتجمیع، مائل ةدوربرای تشکیل سبد سرمایه در 

 
 تصادفی   ةکنترل بهین  ةسازی و حل مائلپیاده

که  را   𝐿𝐿(𝑡𝑡)شرراد. بردار تصررادفی با تاجه به آن بررسرری می  ةکنترل بهین  ةپردازیم که ماررئلای میدر این بخش ابتدا به معرفی بازار مالی
گذار تعری  بدون ریاررک و درآمد سرررمایه ةدو متغیر حالت نر  بهر  متغیر حالت و بیانگر عاامل تصررادفی ماجاد در بازار اسررت تاسررط

گذاری اسرررت.  های ماجاد برای سررررمایهکه قیمت داراییکنیم  را بیان می 𝑃𝑃(𝑡𝑡)کنیم. همچنین دو دینرامیرک قیمت برای تعیین بردار  می
تصرادفی   ةکنترل بهین  ةبه حل مارئل شردشرده ملابق با حالت کلی مارئله که در بخش قبل بررسری  سرپس با تاجه به حالت خاص تعیین

 آوریم.می به دستو جاا  صریح مائله را  پردازیممی

 های در دستر معرفی دینامیک فضای حالت و دارایی

گذار به طرح بیمه از مدلی با دو عامل )محرک( حرکت  های سرررمایهدینامیک نر  بهره بدون ریاررک از مدل وسرریچک و دینامیک پرداخت
 ةتحرت انرداز  هراآنهارررتنرد کره در ادامره بره معرفی دینرامیرک    𝐿𝐿(𝑡𝑡)هرای حرالرت مارررئلره یرا همران بردار  کنرد. این دو متغیربراونی تبعیرت می
 مدل وسیچک  همان ،𝑟𝑟(𝑡𝑡) ةنر  بهرمدل  .پردازیممی 𝑃𝑃  احتمال عینی

𝑑𝑑𝑟𝑟(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎(𝑏𝑏 − 𝑟𝑟(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑑𝑑𝑊𝑊𝑟𝑟(𝑡𝑡) 

𝑟𝑟(0)که در آن   اسررت. = 𝑟𝑟0  های  و پارامتر𝑎𝑎،𝑏𝑏    و𝜎𝜎𝑟𝑟 بدون  ةترتی  سرررعت بازگشررت به میانگین، میانگین بلندمدد و تلاطم نر  بهربه
ها  گذار به طرح بیمه با مشرارکت معین درصردی از درآمد وی خااهد باد. بنابراین دینامیک این پرداختهای سررمایهریارک هارتند. پرداخت

 تأثیرشراد. بدون ریارک و دارایی ریارکی تعیین می ةگیریم. درآمد هر شرخ  مرتبط با نر  بهررا معادل دینامیک درآمد فرد در نظر می
ها و مراکز صرنعتی بزرگ، تغییراد ارزش سرهام بر شراد که در اکثر این شررکتدارایی ریارکی بر درآمد کارکنان یک شررکت از آنجا ناشری می

گذار به طرح بیمه از مدل انتشرار زیر با دو های سررمایهگذارد. با تاجه به این مفروضراد دینامیک پرداختمارتقیم می تأثیردرآمد کارکنان  
 کند.عامل حرکت براونی پیروی می

به طور معادل از طریق حل مسئلة )7( به دست آورد که در آن 
) جواب مسئلة )6(  )*X T پارامتر برون زای ریسک گریزی است و اگر 
تعریف   

منجر   عیتجم  ة دور  انی نامللا  در پا  یجیبه نتا  تااندیم  ریمتغ  نیهاتند. ثابت در نظر گرفتن ا   یتصادف  ی ریاثر بگذارد، متغ  هیسرما   ی تخص
 شاد.

 پژوهش ی شناسروش

 محارهدف ةواریانس به مائل – میانگین ةتبدیل مائل

با مشارکت معین برای تعیین نر  ریاکگذاران در طرح سرمایهاغل    بازنشاتگی  با سختیهای  رو هاتند. تعیین  بههایی روگریزی خاد 
گذاران به همراه دارد. به همین دلیل مشخ   ، عدم شفافیت بایاری را برای سرمایه𝜶𝜶ی مانند  ال  یک مقدار کمّقگریزی در  میزان ریاک

هدف نهایی    دلیلتر است. به همین  مناس گذاران  برای سرمایه   𝜸𝜸مبلغی همچان    مثلاًگذاری با واحد پال  سرمایه   ةدورکردن هدف نهایی  
دست آمد.  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻که در فرمال    کنیمتعیین میصارد ضریبی از اعتبار مالی قابل حصال بدون ریاک  گذار را بهسرمایه
زای پارامتر برون  𝜶𝜶آورد که در آن    به دست(  7)   ة معادل از طریق حل مائل  طاربهتاان  ( را می6)   ةمائلجاا   که  نشان دادند    
𝜷𝜷  صاردمائله به  𝜷𝜷آنگاه    ،( باشد6)   ةجاا  مائل  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)  گریزی است و اگرریاک ≔ 𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝜶𝜶𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)]   شاد. حال تعری  می

𝜸𝜸صارد  به  محارهدف  ةمائل  𝜸𝜸واریانس،   –میانگین  ةدر مائل  حاصل  𝜷𝜷و    𝜶𝜶به کمک   = 𝜷𝜷
𝟐𝟐𝜶𝜶  ة تاان مائلآن می  ةوسیله مشخ  شده و ب 

 داریم ( 11)  ةو رابل بالا ( را حل کرد. با تاجه به روابط 7)   محارهدفمعادل 

𝜶𝜶 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻) 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)] 

𝜶𝜶عکس دارند و همچنین    ةبا یکدیگر رابل  𝜸𝜸و    𝜶𝜶بنابراین   > 𝜸𝜸اگر و تنها اگر    𝟎𝟎 > 𝝌𝝌𝑻𝑻  گذار کران پایینی  دیگر هدف سرمایهعبارد. به
𝜸𝜸و این فرض که    ( 11)   ةبر رابل  است. بنا   𝝌𝝌𝑻𝑻تجمیع یا    ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک در تمام طال  دارد که همان سرمایه − 𝝌𝝌𝑻𝑻 >

همااره   𝜸𝜸کند. بنابراین  می  ایفاگذار  نقش کران بالایی را برای اعتبار مالی سرمایه  𝜸𝜸گذار هرگز به هدف نهایی خاد نخااهد رسید و  ، سرمایه𝟎𝟎
𝜿𝜿ضریبی مانند   > گذار به طرح بیمه و نر  بهره و همچنین دینامیک قیمت های سرمایهاست. در بخش آتی دینامیک پرداخت  𝝌𝝌𝑻𝑻از    𝟏𝟏

های در دستر   یعنی نر  بهره و درآمد کارکنان و دارایی  ،کنیم. با مشخ  شدن بازار مالی مائله دارایی ریاکی و بدون ریاک را تعیین می
 . کنیمدر این حالت خاص حل می ،که در حالت کلی ملرح شدرا تصادفی   ةکنترل بهین  ةتجمیع، مائل ةدوربرای تشکیل سبد سرمایه در 

 
 تصادفی   ةکنترل بهین  ةسازی و حل مائلپیاده

که  را   𝐿𝐿(𝑡𝑡)شرراد. بردار تصررادفی با تاجه به آن بررسرری می  ةکنترل بهین  ةپردازیم که ماررئلای میدر این بخش ابتدا به معرفی بازار مالی
گذار تعری  بدون ریاررک و درآمد سرررمایه ةدو متغیر حالت نر  بهر  متغیر حالت و بیانگر عاامل تصررادفی ماجاد در بازار اسررت تاسررط

گذاری اسرررت.  های ماجاد برای سررررمایهکه قیمت داراییکنیم  را بیان می 𝑃𝑃(𝑡𝑡)کنیم. همچنین دو دینرامیرک قیمت برای تعیین بردار  می
تصرادفی   ةکنترل بهین  ةبه حل مارئل شردشرده ملابق با حالت کلی مارئله که در بخش قبل بررسری  سرپس با تاجه به حالت خاص تعیین

 آوریم.می به دستو جاا  صریح مائله را  پردازیممی

 های در دستر معرفی دینامیک فضای حالت و دارایی

گذار به طرح بیمه از مدلی با دو عامل )محرک( حرکت  های سرررمایهدینامیک نر  بهره بدون ریاررک از مدل وسرریچک و دینامیک پرداخت
 ةتحرت انرداز  هراآنهارررتنرد کره در ادامره بره معرفی دینرامیرک    𝐿𝐿(𝑡𝑡)هرای حرالرت مارررئلره یرا همران بردار  کنرد. این دو متغیربراونی تبعیرت می
 مدل وسیچک  همان ،𝑟𝑟(𝑡𝑡) ةنر  بهرمدل  .پردازیممی 𝑃𝑃  احتمال عینی

𝑑𝑑𝑟𝑟(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎(𝑏𝑏 − 𝑟𝑟(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑑𝑑𝑊𝑊𝑟𝑟(𝑡𝑡) 

𝑟𝑟(0)که در آن   اسررت. = 𝑟𝑟0  های  و پارامتر𝑎𝑎،𝑏𝑏    و𝜎𝜎𝑟𝑟 بدون  ةترتی  سرررعت بازگشررت به میانگین، میانگین بلندمدد و تلاطم نر  بهربه
ها  گذار به طرح بیمه با مشرارکت معین درصردی از درآمد وی خااهد باد. بنابراین دینامیک این پرداختهای سررمایهریارک هارتند. پرداخت

 تأثیرشراد. بدون ریارک و دارایی ریارکی تعیین می ةگیریم. درآمد هر شرخ  مرتبط با نر  بهررا معادل دینامیک درآمد فرد در نظر می
ها و مراکز صرنعتی بزرگ، تغییراد ارزش سرهام بر شراد که در اکثر این شررکتدارایی ریارکی بر درآمد کارکنان یک شررکت از آنجا ناشری می

گذار به طرح بیمه از مدل انتشرار زیر با دو های سررمایهگذارد. با تاجه به این مفروضراد دینامیک پرداختمارتقیم می تأثیردرآمد کارکنان  
 کند.عامل حرکت براونی پیروی می

به صورت  مسئله   

منجر   عیتجم  ة دور  انی نامللا  در پا  یجیبه نتا  تااندیم  ریمتغ  نیهاتند. ثابت در نظر گرفتن ا   یتصادف  ی ریاثر بگذارد، متغ  هیسرما   ی تخص
 شاد.

 پژوهش ی شناسروش

 محارهدف ةواریانس به مائل – میانگین ةتبدیل مائل

با مشارکت معین برای تعیین نر  ریاکگذاران در طرح سرمایهاغل    بازنشاتگی  با سختیهای  رو هاتند. تعیین  بههایی روگریزی خاد 
گذاران به همراه دارد. به همین دلیل مشخ   ، عدم شفافیت بایاری را برای سرمایه𝜶𝜶ی مانند  ال  یک مقدار کمّقگریزی در  میزان ریاک

هدف نهایی    دلیلتر است. به همین  مناس گذاران  برای سرمایه   𝜸𝜸مبلغی همچان    مثلاًگذاری با واحد پال  سرمایه   ةدورکردن هدف نهایی  
دست آمد.  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻که در فرمال    کنیمتعیین میصارد ضریبی از اعتبار مالی قابل حصال بدون ریاک  گذار را بهسرمایه
زای پارامتر برون  𝜶𝜶آورد که در آن    به دست(  7)   ة معادل از طریق حل مائل  طاربهتاان  ( را می6)   ةمائلجاا   که  نشان دادند    
𝜷𝜷  صاردمائله به  𝜷𝜷آنگاه    ،( باشد6)   ةجاا  مائل  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)  گریزی است و اگرریاک ≔ 𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝜶𝜶𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)]   شاد. حال تعری  می

𝜸𝜸صارد  به  محارهدف  ةمائل  𝜸𝜸واریانس،   –میانگین  ةدر مائل  حاصل  𝜷𝜷و    𝜶𝜶به کمک   = 𝜷𝜷
𝟐𝟐𝜶𝜶  ة تاان مائلآن می  ةوسیله مشخ  شده و ب 

 داریم ( 11)  ةو رابل بالا ( را حل کرد. با تاجه به روابط 7)   محارهدفمعادل 

𝜶𝜶 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻) 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)] 

𝜶𝜶عکس دارند و همچنین    ةبا یکدیگر رابل  𝜸𝜸و    𝜶𝜶بنابراین   > 𝜸𝜸اگر و تنها اگر    𝟎𝟎 > 𝝌𝝌𝑻𝑻  گذار کران پایینی  دیگر هدف سرمایهعبارد. به
𝜸𝜸و این فرض که    ( 11)   ةبر رابل  است. بنا   𝝌𝝌𝑻𝑻تجمیع یا    ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک در تمام طال  دارد که همان سرمایه − 𝝌𝝌𝑻𝑻 >

همااره   𝜸𝜸کند. بنابراین  می  ایفاگذار  نقش کران بالایی را برای اعتبار مالی سرمایه  𝜸𝜸گذار هرگز به هدف نهایی خاد نخااهد رسید و  ، سرمایه𝟎𝟎
𝜿𝜿ضریبی مانند   > گذار به طرح بیمه و نر  بهره و همچنین دینامیک قیمت های سرمایهاست. در بخش آتی دینامیک پرداخت  𝝌𝝌𝑻𝑻از    𝟏𝟏

های در دستر   یعنی نر  بهره و درآمد کارکنان و دارایی  ،کنیم. با مشخ  شدن بازار مالی مائله دارایی ریاکی و بدون ریاک را تعیین می
 . کنیمدر این حالت خاص حل می ،که در حالت کلی ملرح شدرا تصادفی   ةکنترل بهین  ةتجمیع، مائل ةدوربرای تشکیل سبد سرمایه در 

 
 تصادفی   ةکنترل بهین  ةسازی و حل مائلپیاده

که  را   𝐿𝐿(𝑡𝑡)شرراد. بردار تصررادفی با تاجه به آن بررسرری می  ةکنترل بهین  ةپردازیم که ماررئلای میدر این بخش ابتدا به معرفی بازار مالی
گذار تعری  بدون ریاررک و درآمد سرررمایه ةدو متغیر حالت نر  بهر  متغیر حالت و بیانگر عاامل تصررادفی ماجاد در بازار اسررت تاسررط

گذاری اسرررت.  های ماجاد برای سررررمایهکه قیمت داراییکنیم  را بیان می 𝑃𝑃(𝑡𝑡)کنیم. همچنین دو دینرامیرک قیمت برای تعیین بردار  می
تصرادفی   ةکنترل بهین  ةبه حل مارئل شردشرده ملابق با حالت کلی مارئله که در بخش قبل بررسری  سرپس با تاجه به حالت خاص تعیین

 آوریم.می به دستو جاا  صریح مائله را  پردازیممی

 های در دستر معرفی دینامیک فضای حالت و دارایی

گذار به طرح بیمه از مدلی با دو عامل )محرک( حرکت  های سرررمایهدینامیک نر  بهره بدون ریاررک از مدل وسرریچک و دینامیک پرداخت
 ةتحرت انرداز  هراآنهارررتنرد کره در ادامره بره معرفی دینرامیرک    𝐿𝐿(𝑡𝑡)هرای حرالرت مارررئلره یرا همران بردار  کنرد. این دو متغیربراونی تبعیرت می
 مدل وسیچک  همان ،𝑟𝑟(𝑡𝑡) ةنر  بهرمدل  .پردازیممی 𝑃𝑃  احتمال عینی

𝑑𝑑𝑟𝑟(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎(𝑏𝑏 − 𝑟𝑟(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑑𝑑𝑊𝑊𝑟𝑟(𝑡𝑡) 

𝑟𝑟(0)که در آن   اسررت. = 𝑟𝑟0  های  و پارامتر𝑎𝑎،𝑏𝑏    و𝜎𝜎𝑟𝑟 بدون  ةترتی  سرررعت بازگشررت به میانگین، میانگین بلندمدد و تلاطم نر  بهربه
ها  گذار به طرح بیمه با مشرارکت معین درصردی از درآمد وی خااهد باد. بنابراین دینامیک این پرداختهای سررمایهریارک هارتند. پرداخت

 تأثیرشراد. بدون ریارک و دارایی ریارکی تعیین می ةگیریم. درآمد هر شرخ  مرتبط با نر  بهررا معادل دینامیک درآمد فرد در نظر می
ها و مراکز صرنعتی بزرگ، تغییراد ارزش سرهام بر شراد که در اکثر این شررکتدارایی ریارکی بر درآمد کارکنان یک شررکت از آنجا ناشری می

گذار به طرح بیمه از مدل انتشرار زیر با دو های سررمایهگذارد. با تاجه به این مفروضراد دینامیک پرداختمارتقیم می تأثیردرآمد کارکنان  
 کند.عامل حرکت براونی پیروی می

آنگاه  باشد، 
 حاصل در مسئلة میانگین– واریانس، 

منجر   عیتجم  ة دور  انی نامللا  در پا  یجیبه نتا  تااندیم  ریمتغ  نیهاتند. ثابت در نظر گرفتن ا   یتصادف  ی ریاثر بگذارد، متغ  هیسرما   ی تخص
 شاد.

 پژوهش ی شناسروش

 محارهدف ةواریانس به مائل – میانگین ةتبدیل مائل

با مشارکت معین برای تعیین نر  ریاکگذاران در طرح سرمایهاغل    بازنشاتگی  با سختیهای  رو هاتند. تعیین  بههایی روگریزی خاد 
گذاران به همراه دارد. به همین دلیل مشخ   ، عدم شفافیت بایاری را برای سرمایه𝜶𝜶ی مانند  ال  یک مقدار کمّقگریزی در  میزان ریاک

هدف نهایی    دلیلتر است. به همین  مناس گذاران  برای سرمایه   𝜸𝜸مبلغی همچان    مثلاًگذاری با واحد پال  سرمایه   ةدورکردن هدف نهایی  
دست آمد.  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻که در فرمال    کنیمتعیین میصارد ضریبی از اعتبار مالی قابل حصال بدون ریاک  گذار را بهسرمایه
زای پارامتر برون  𝜶𝜶آورد که در آن    به دست(  7)   ة معادل از طریق حل مائل  طاربهتاان  ( را می6)   ةمائلجاا   که  نشان دادند    
𝜷𝜷  صاردمائله به  𝜷𝜷آنگاه    ،( باشد6)   ةجاا  مائل  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)  گریزی است و اگرریاک ≔ 𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝜶𝜶𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)]   شاد. حال تعری  می

𝜸𝜸صارد  به  محارهدف  ةمائل  𝜸𝜸واریانس،   –میانگین  ةدر مائل  حاصل  𝜷𝜷و    𝜶𝜶به کمک   = 𝜷𝜷
𝟐𝟐𝜶𝜶  ة تاان مائلآن می  ةوسیله مشخ  شده و ب 

 داریم ( 11)  ةو رابل بالا ( را حل کرد. با تاجه به روابط 7)   محارهدفمعادل 

𝜶𝜶 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻) 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)] 

𝜶𝜶عکس دارند و همچنین    ةبا یکدیگر رابل  𝜸𝜸و    𝜶𝜶بنابراین   > 𝜸𝜸اگر و تنها اگر    𝟎𝟎 > 𝝌𝝌𝑻𝑻  گذار کران پایینی  دیگر هدف سرمایهعبارد. به
𝜸𝜸و این فرض که    ( 11)   ةبر رابل  است. بنا   𝝌𝝌𝑻𝑻تجمیع یا    ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک در تمام طال  دارد که همان سرمایه − 𝝌𝝌𝑻𝑻 >

همااره   𝜸𝜸کند. بنابراین  می  ایفاگذار  نقش کران بالایی را برای اعتبار مالی سرمایه  𝜸𝜸گذار هرگز به هدف نهایی خاد نخااهد رسید و  ، سرمایه𝟎𝟎
𝜿𝜿ضریبی مانند   > گذار به طرح بیمه و نر  بهره و همچنین دینامیک قیمت های سرمایهاست. در بخش آتی دینامیک پرداخت  𝝌𝝌𝑻𝑻از    𝟏𝟏

های در دستر   یعنی نر  بهره و درآمد کارکنان و دارایی  ،کنیم. با مشخ  شدن بازار مالی مائله دارایی ریاکی و بدون ریاک را تعیین می
 . کنیمدر این حالت خاص حل می ،که در حالت کلی ملرح شدرا تصادفی   ةکنترل بهین  ةتجمیع، مائل ةدوربرای تشکیل سبد سرمایه در 

 
 تصادفی   ةکنترل بهین  ةسازی و حل مائلپیاده

که  را   𝐿𝐿(𝑡𝑡)شرراد. بردار تصررادفی با تاجه به آن بررسرری می  ةکنترل بهین  ةپردازیم که ماررئلای میدر این بخش ابتدا به معرفی بازار مالی
گذار تعری  بدون ریاررک و درآمد سرررمایه ةدو متغیر حالت نر  بهر  متغیر حالت و بیانگر عاامل تصررادفی ماجاد در بازار اسررت تاسررط

گذاری اسرررت.  های ماجاد برای سررررمایهکه قیمت داراییکنیم  را بیان می 𝑃𝑃(𝑡𝑡)کنیم. همچنین دو دینرامیرک قیمت برای تعیین بردار  می
تصرادفی   ةکنترل بهین  ةبه حل مارئل شردشرده ملابق با حالت کلی مارئله که در بخش قبل بررسری  سرپس با تاجه به حالت خاص تعیین

 آوریم.می به دستو جاا  صریح مائله را  پردازیممی

 های در دستر معرفی دینامیک فضای حالت و دارایی

گذار به طرح بیمه از مدلی با دو عامل )محرک( حرکت  های سرررمایهدینامیک نر  بهره بدون ریاررک از مدل وسرریچک و دینامیک پرداخت
 ةتحرت انرداز  هراآنهارررتنرد کره در ادامره بره معرفی دینرامیرک    𝐿𝐿(𝑡𝑡)هرای حرالرت مارررئلره یرا همران بردار  کنرد. این دو متغیربراونی تبعیرت می
 مدل وسیچک  همان ،𝑟𝑟(𝑡𝑡) ةنر  بهرمدل  .پردازیممی 𝑃𝑃  احتمال عینی

𝑑𝑑𝑟𝑟(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎(𝑏𝑏 − 𝑟𝑟(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑑𝑑𝑊𝑊𝑟𝑟(𝑡𝑡) 

𝑟𝑟(0)که در آن   اسررت. = 𝑟𝑟0  های  و پارامتر𝑎𝑎،𝑏𝑏    و𝜎𝜎𝑟𝑟 بدون  ةترتی  سرررعت بازگشررت به میانگین، میانگین بلندمدد و تلاطم نر  بهربه
ها  گذار به طرح بیمه با مشرارکت معین درصردی از درآمد وی خااهد باد. بنابراین دینامیک این پرداختهای سررمایهریارک هارتند. پرداخت

 تأثیرشراد. بدون ریارک و دارایی ریارکی تعیین می ةگیریم. درآمد هر شرخ  مرتبط با نر  بهررا معادل دینامیک درآمد فرد در نظر می
ها و مراکز صرنعتی بزرگ، تغییراد ارزش سرهام بر شراد که در اکثر این شررکتدارایی ریارکی بر درآمد کارکنان یک شررکت از آنجا ناشری می

گذار به طرح بیمه از مدل انتشرار زیر با دو های سررمایهگذارد. با تاجه به این مفروضراد دینامیک پرداختمارتقیم می تأثیردرآمد کارکنان  
 کند.عامل حرکت براونی پیروی می

 و 

منجر   عیتجم  ة دور  انی نامللا  در پا  یجیبه نتا  تااندیم  ریمتغ  نیهاتند. ثابت در نظر گرفتن ا   یتصادف  ی ریاثر بگذارد، متغ  هیسرما   ی تخص
 شاد.

 پژوهش ی شناسروش

 محارهدف ةواریانس به مائل – میانگین ةتبدیل مائل

با مشارکت معین برای تعیین نر  ریاکگذاران در طرح سرمایهاغل    بازنشاتگی  با سختیهای  رو هاتند. تعیین  بههایی روگریزی خاد 
گذاران به همراه دارد. به همین دلیل مشخ   ، عدم شفافیت بایاری را برای سرمایه𝜶𝜶ی مانند  ال  یک مقدار کمّقگریزی در  میزان ریاک

هدف نهایی    دلیلتر است. به همین  مناس گذاران  برای سرمایه   𝜸𝜸مبلغی همچان    مثلاًگذاری با واحد پال  سرمایه   ةدورکردن هدف نهایی  
دست آمد.  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻که در فرمال    کنیمتعیین میصارد ضریبی از اعتبار مالی قابل حصال بدون ریاک  گذار را بهسرمایه
زای پارامتر برون  𝜶𝜶آورد که در آن    به دست(  7)   ة معادل از طریق حل مائل  طاربهتاان  ( را می6)   ةمائلجاا   که  نشان دادند    
𝜷𝜷  صاردمائله به  𝜷𝜷آنگاه    ،( باشد6)   ةجاا  مائل  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)  گریزی است و اگرریاک ≔ 𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝜶𝜶𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)]   شاد. حال تعری  می

𝜸𝜸صارد  به  محارهدف  ةمائل  𝜸𝜸واریانس،   –میانگین  ةدر مائل  حاصل  𝜷𝜷و    𝜶𝜶به کمک   = 𝜷𝜷
𝟐𝟐𝜶𝜶  ة تاان مائلآن می  ةوسیله مشخ  شده و ب 

 داریم ( 11)  ةو رابل بالا ( را حل کرد. با تاجه به روابط 7)   محارهدفمعادل 

𝜶𝜶 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻) 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)] 

𝜶𝜶عکس دارند و همچنین    ةبا یکدیگر رابل  𝜸𝜸و    𝜶𝜶بنابراین   > 𝜸𝜸اگر و تنها اگر    𝟎𝟎 > 𝝌𝝌𝑻𝑻  گذار کران پایینی  دیگر هدف سرمایهعبارد. به
𝜸𝜸و این فرض که    ( 11)   ةبر رابل  است. بنا   𝝌𝝌𝑻𝑻تجمیع یا    ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک در تمام طال  دارد که همان سرمایه − 𝝌𝝌𝑻𝑻 >

همااره   𝜸𝜸کند. بنابراین  می  ایفاگذار  نقش کران بالایی را برای اعتبار مالی سرمایه  𝜸𝜸گذار هرگز به هدف نهایی خاد نخااهد رسید و  ، سرمایه𝟎𝟎
𝜿𝜿ضریبی مانند   > گذار به طرح بیمه و نر  بهره و همچنین دینامیک قیمت های سرمایهاست. در بخش آتی دینامیک پرداخت  𝝌𝝌𝑻𝑻از    𝟏𝟏

های در دستر   یعنی نر  بهره و درآمد کارکنان و دارایی  ،کنیم. با مشخ  شدن بازار مالی مائله دارایی ریاکی و بدون ریاک را تعیین می
 . کنیمدر این حالت خاص حل می ،که در حالت کلی ملرح شدرا تصادفی   ةکنترل بهین  ةتجمیع، مائل ةدوربرای تشکیل سبد سرمایه در 

 
 تصادفی   ةکنترل بهین  ةسازی و حل مائلپیاده

که  را   𝐿𝐿(𝑡𝑡)شرراد. بردار تصررادفی با تاجه به آن بررسرری می  ةکنترل بهین  ةپردازیم که ماررئلای میدر این بخش ابتدا به معرفی بازار مالی
گذار تعری  بدون ریاررک و درآمد سرررمایه ةدو متغیر حالت نر  بهر  متغیر حالت و بیانگر عاامل تصررادفی ماجاد در بازار اسررت تاسررط

گذاری اسرررت.  های ماجاد برای سررررمایهکه قیمت داراییکنیم  را بیان می 𝑃𝑃(𝑡𝑡)کنیم. همچنین دو دینرامیرک قیمت برای تعیین بردار  می
تصرادفی   ةکنترل بهین  ةبه حل مارئل شردشرده ملابق با حالت کلی مارئله که در بخش قبل بررسری  سرپس با تاجه به حالت خاص تعیین

 آوریم.می به دستو جاا  صریح مائله را  پردازیممی

 های در دستر معرفی دینامیک فضای حالت و دارایی

گذار به طرح بیمه از مدلی با دو عامل )محرک( حرکت  های سرررمایهدینامیک نر  بهره بدون ریاررک از مدل وسرریچک و دینامیک پرداخت
 ةتحرت انرداز  هراآنهارررتنرد کره در ادامره بره معرفی دینرامیرک    𝐿𝐿(𝑡𝑡)هرای حرالرت مارررئلره یرا همران بردار  کنرد. این دو متغیربراونی تبعیرت می
 مدل وسیچک  همان ،𝑟𝑟(𝑡𝑡) ةنر  بهرمدل  .پردازیممی 𝑃𝑃  احتمال عینی

𝑑𝑑𝑟𝑟(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎(𝑏𝑏 − 𝑟𝑟(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑑𝑑𝑊𝑊𝑟𝑟(𝑡𝑡) 

𝑟𝑟(0)که در آن   اسررت. = 𝑟𝑟0  های  و پارامتر𝑎𝑎،𝑏𝑏    و𝜎𝜎𝑟𝑟 بدون  ةترتی  سرررعت بازگشررت به میانگین، میانگین بلندمدد و تلاطم نر  بهربه
ها  گذار به طرح بیمه با مشرارکت معین درصردی از درآمد وی خااهد باد. بنابراین دینامیک این پرداختهای سررمایهریارک هارتند. پرداخت

 تأثیرشراد. بدون ریارک و دارایی ریارکی تعیین می ةگیریم. درآمد هر شرخ  مرتبط با نر  بهررا معادل دینامیک درآمد فرد در نظر می
ها و مراکز صرنعتی بزرگ، تغییراد ارزش سرهام بر شراد که در اکثر این شررکتدارایی ریارکی بر درآمد کارکنان یک شررکت از آنجا ناشری می

گذار به طرح بیمه از مدل انتشرار زیر با دو های سررمایهگذارد. با تاجه به این مفروضراد دینامیک پرداختمارتقیم می تأثیردرآمد کارکنان  
 کند.عامل حرکت براونی پیروی می

می شود. حال به کمک 
 مشخص شده و به وسیلة آن 

منجر   عیتجم  ة دور  انی نامللا  در پا  یجیبه نتا  تااندیم  ریمتغ  نیهاتند. ثابت در نظر گرفتن ا   یتصادف  ی ریاثر بگذارد، متغ  هیسرما   ی تخص
 شاد.

 پژوهش ی شناسروش

 محارهدف ةواریانس به مائل – میانگین ةتبدیل مائل

با مشارکت معین برای تعیین نر  ریاکگذاران در طرح سرمایهاغل    بازنشاتگی  با سختیهای  رو هاتند. تعیین  بههایی روگریزی خاد 
گذاران به همراه دارد. به همین دلیل مشخ   ، عدم شفافیت بایاری را برای سرمایه𝜶𝜶ی مانند  ال  یک مقدار کمّقگریزی در  میزان ریاک

هدف نهایی    دلیلتر است. به همین  مناس گذاران  برای سرمایه   𝜸𝜸مبلغی همچان    مثلاًگذاری با واحد پال  سرمایه   ةدورکردن هدف نهایی  
دست آمد.  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻که در فرمال    کنیمتعیین میصارد ضریبی از اعتبار مالی قابل حصال بدون ریاک  گذار را بهسرمایه
زای پارامتر برون  𝜶𝜶آورد که در آن    به دست(  7)   ة معادل از طریق حل مائل  طاربهتاان  ( را می6)   ةمائلجاا   که  نشان دادند    
𝜷𝜷  صاردمائله به  𝜷𝜷آنگاه    ،( باشد6)   ةجاا  مائل  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)  گریزی است و اگرریاک ≔ 𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝜶𝜶𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)]   شاد. حال تعری  می

𝜸𝜸صارد  به  محارهدف  ةمائل  𝜸𝜸واریانس،   –میانگین  ةدر مائل  حاصل  𝜷𝜷و    𝜶𝜶به کمک   = 𝜷𝜷
𝟐𝟐𝜶𝜶  ة تاان مائلآن می  ةوسیله مشخ  شده و ب 

 داریم ( 11)  ةو رابل بالا ( را حل کرد. با تاجه به روابط 7)   محارهدفمعادل 

𝜶𝜶 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻) 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)] 

𝜶𝜶عکس دارند و همچنین    ةبا یکدیگر رابل  𝜸𝜸و    𝜶𝜶بنابراین   > 𝜸𝜸اگر و تنها اگر    𝟎𝟎 > 𝝌𝝌𝑻𝑻  گذار کران پایینی  دیگر هدف سرمایهعبارد. به
𝜸𝜸و این فرض که    ( 11)   ةبر رابل  است. بنا   𝝌𝝌𝑻𝑻تجمیع یا    ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک در تمام طال  دارد که همان سرمایه − 𝝌𝝌𝑻𝑻 >

همااره   𝜸𝜸کند. بنابراین  می  ایفاگذار  نقش کران بالایی را برای اعتبار مالی سرمایه  𝜸𝜸گذار هرگز به هدف نهایی خاد نخااهد رسید و  ، سرمایه𝟎𝟎
𝜿𝜿ضریبی مانند   > گذار به طرح بیمه و نر  بهره و همچنین دینامیک قیمت های سرمایهاست. در بخش آتی دینامیک پرداخت  𝝌𝝌𝑻𝑻از    𝟏𝟏

های در دستر   یعنی نر  بهره و درآمد کارکنان و دارایی  ،کنیم. با مشخ  شدن بازار مالی مائله دارایی ریاکی و بدون ریاک را تعیین می
 . کنیمدر این حالت خاص حل می ،که در حالت کلی ملرح شدرا تصادفی   ةکنترل بهین  ةتجمیع، مائل ةدوربرای تشکیل سبد سرمایه در 

 
 تصادفی   ةکنترل بهین  ةسازی و حل مائلپیاده

که  را   𝐿𝐿(𝑡𝑡)شرراد. بردار تصررادفی با تاجه به آن بررسرری می  ةکنترل بهین  ةپردازیم که ماررئلای میدر این بخش ابتدا به معرفی بازار مالی
گذار تعری  بدون ریاررک و درآمد سرررمایه ةدو متغیر حالت نر  بهر  متغیر حالت و بیانگر عاامل تصررادفی ماجاد در بازار اسررت تاسررط

گذاری اسرررت.  های ماجاد برای سررررمایهکه قیمت داراییکنیم  را بیان می 𝑃𝑃(𝑡𝑡)کنیم. همچنین دو دینرامیرک قیمت برای تعیین بردار  می
تصرادفی   ةکنترل بهین  ةبه حل مارئل شردشرده ملابق با حالت کلی مارئله که در بخش قبل بررسری  سرپس با تاجه به حالت خاص تعیین

 آوریم.می به دستو جاا  صریح مائله را  پردازیممی

 های در دستر معرفی دینامیک فضای حالت و دارایی

گذار به طرح بیمه از مدلی با دو عامل )محرک( حرکت  های سرررمایهدینامیک نر  بهره بدون ریاررک از مدل وسرریچک و دینامیک پرداخت
 ةتحرت انرداز  هراآنهارررتنرد کره در ادامره بره معرفی دینرامیرک    𝐿𝐿(𝑡𝑡)هرای حرالرت مارررئلره یرا همران بردار  کنرد. این دو متغیربراونی تبعیرت می
 مدل وسیچک  همان ،𝑟𝑟(𝑡𝑡) ةنر  بهرمدل  .پردازیممی 𝑃𝑃  احتمال عینی

𝑑𝑑𝑟𝑟(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎(𝑏𝑏 − 𝑟𝑟(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑑𝑑𝑊𝑊𝑟𝑟(𝑡𝑡) 

𝑟𝑟(0)که در آن   اسررت. = 𝑟𝑟0  های  و پارامتر𝑎𝑎،𝑏𝑏    و𝜎𝜎𝑟𝑟 بدون  ةترتی  سرررعت بازگشررت به میانگین، میانگین بلندمدد و تلاطم نر  بهربه
ها  گذار به طرح بیمه با مشرارکت معین درصردی از درآمد وی خااهد باد. بنابراین دینامیک این پرداختهای سررمایهریارک هارتند. پرداخت

 تأثیرشراد. بدون ریارک و دارایی ریارکی تعیین می ةگیریم. درآمد هر شرخ  مرتبط با نر  بهررا معادل دینامیک درآمد فرد در نظر می
ها و مراکز صرنعتی بزرگ، تغییراد ارزش سرهام بر شراد که در اکثر این شررکتدارایی ریارکی بر درآمد کارکنان یک شررکت از آنجا ناشری می

گذار به طرح بیمه از مدل انتشرار زیر با دو های سررمایهگذارد. با تاجه به این مفروضراد دینامیک پرداختمارتقیم می تأثیردرآمد کارکنان  
 کند.عامل حرکت براونی پیروی می

 مسئلة هدف محور به صورت 

  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸 [𝑳𝑳(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] = 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝑻𝑻[𝑳𝑳(𝑻𝑻)]𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)        (4)  

,𝑩𝑩(𝒕𝒕که  طاری هب 𝑻𝑻) =  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸[𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] . 
  ة شاد. حال دینامیک اعتبار مالی انباشت تر بررسی میگذار راحتتجمیع سرمایه  ةدورها به طرح بیمه در طال  پرداخت  تأثیربه کمک این رابله  

 کنیم.  تجمیع را تعیین می ةدورفرد در هر زمان تا پیش از پایان 
,𝒄𝒄(𝒕𝒕تجمیع را با    ةدوردر  بازه  تصادفی فرد به طرح بیمه در هر  های  پرداختاگر    :5  ةگزار 𝒍𝒍) > های  شده در دارایی گذاری و درصد سرمایه  𝟎𝟎

𝝎𝝎(𝒕𝒕)ریاکی در هر دوره را نیز با   = (𝝎𝝎𝟏𝟏(𝒕𝒕), … , 𝝎𝝎𝒏𝒏(𝒕𝒕))  گذار دینامیک اعتبار مالی سرمایهآنگاه  ،دهیمنشان𝑿𝑿(𝒕𝒕) صارد هب 
𝒅𝒅𝑿𝑿(𝒕𝒕) = (𝑿𝑿(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝒄𝒄(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)(𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏))𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)       (5)  

.    خااهد باد
 

 یتصادف ةن ی کنترل به ةمائل

 صارد گذار بهتصادفی سرمایه ةکنترل بهین  ةمائل  مدل  اگر :1 ةقضی
   𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
𝜶𝜶𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)] − 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)]       (6)  

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎(𝑻𝑻) = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

𝜶𝜶 که در آن > های بردار وزنتاان  آنگاه می  ،کند( تبعیت  5) گذار در هر لحظه از دینامیک  گریزی و اعتبار مالی سرمایهریاک  ةدرج  𝟎𝟎
    معادل ةرا از طریق حل مائل 𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)  ةبهین

(7          ) 𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏
𝝎𝝎

𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐] 

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.  ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎 = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

 .ت اس عیتجم ةدور انیدر پا یاز اعتبار مال  گذارهیسرما ییدف نهاه 𝜸𝜸دست آورد که در آن  هب
های بهینه  نهایی حاصل از پیروی از وزن  ةاعتبار مالی انباشت  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)آنگاه    ،باشد  𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)های بهینه  مائله بردار وزن  اگر جاا 
,𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])های مرت   ای از زوجمرز کارای این مائله با مجماعه  و  است 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])  ای  مرز کارا مجماعه  شاد.می   عیینت

ازای هر سلح  دهند و بهازای هر سلح ریاک معین، بیشترین بازده را ارائه می گذاری است که به سبد سرمایه   ةهای بهیناز ترکی 
 د. هایی است که از نظر ریاک و بازده، بهینه و غیرقابل بهباد هاتندارند. این مرز نمایانگر انتخا بازده معین، کمترین ریاک را  

  ة کنترل بهین   ةهای حل مائلتجمیع است. استفاده از روش  ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  (7)  ةرابلدر  
ها نقش هدف نهایی اعتبار مالی در  مزایای فراوانی دارد. حین استفاده از این روش  محارهدف های  استرات ی   ةوسیلتصادفی به 

انتخا  هدف  گذاران غیرحرفهعلاوه برای سرمایهشاد. به تر میتجمیع پررنگ  ةدورگذاری در طال  تعیین استرات ی سرمایه ای 
انباشته  اعتبار مالی  با  ارتباط  انتهای  نهایی در  به  ةدورشان در  پارامتر مرات  ساده تجمیع امری  از یک  انتخا  یک مقدار  از  تر 

 کنیم. ( را حل می 7معادل ) ة( مائل6) ةجای مائلاست. به همین دلیل به  گریزی ریاک ةپیچیده مانند درج
شاد. اگر بازار مالی در  در ملالعاد مرباط به تعیین استرات ی بهینه برای طرح بیمه با مشارکت معین دو روش کلی پیگیری می

برنامه از روش  باشد  ناکامل  استفاده  دستر   بهینه  استرات ی  یافتن  برای  مارتینگل  از روش  باشد  کامل  بازار  اگر  و  پایا  ریزی 
کنیم.  می ( استفاده  7)  ةمارتینگل برای یافتن پاسخ مائلشاد. در این مقاله با تاجه به فرض کامل بادن بازار مالی از روش  می 

 بنابراین داریم  ؛است 𝑿𝑿(𝑻𝑻)تجمیع یا  ةدور( اعتبار مالی انباشته در پایان 7) ةمتغیر تصمیم مائل
                     𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
   𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏

𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐]                       (8          )  

 𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑸𝑸 [− ∫ 𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝒔𝒔

𝟎𝟎 𝒅𝒅𝒔𝒔 + 𝑿𝑿(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑻𝑻

𝟎𝟎
] ≤ 𝒙𝒙𝟎𝟎 

∑ 𝜔𝜔𝑖𝑖 = 1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
  . 

می توان مسئلة معادل هدف محور )7( را حل کرد. با توجه به روابط 
بالا و رابطة )11( داریم 

 

منجر   عیتجم  ة دور  انی نامللا  در پا  یجیبه نتا  تااندیم  ریمتغ  نیهاتند. ثابت در نظر گرفتن ا   یتصادف  ی ریاثر بگذارد، متغ  هیسرما   ی تخص
 شاد.

 پژوهش ی شناسروش

 محارهدف ةواریانس به مائل – میانگین ةتبدیل مائل

با مشارکت معین برای تعیین نر  ریاکگذاران در طرح سرمایهاغل    بازنشاتگی  با سختیهای  رو هاتند. تعیین  بههایی روگریزی خاد 
گذاران به همراه دارد. به همین دلیل مشخ   ، عدم شفافیت بایاری را برای سرمایه𝜶𝜶ی مانند  ال  یک مقدار کمّقگریزی در  میزان ریاک

هدف نهایی    دلیلتر است. به همین  مناس گذاران  برای سرمایه   𝜸𝜸مبلغی همچان    مثلاًگذاری با واحد پال  سرمایه   ةدورکردن هدف نهایی  
دست آمد.  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻که در فرمال    کنیمتعیین میصارد ضریبی از اعتبار مالی قابل حصال بدون ریاک  گذار را بهسرمایه
زای پارامتر برون  𝜶𝜶آورد که در آن    به دست(  7)   ة معادل از طریق حل مائل  طاربهتاان  ( را می6)   ةمائلجاا   که  نشان دادند    
𝜷𝜷  صاردمائله به  𝜷𝜷آنگاه    ،( باشد6)   ةجاا  مائل  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)  گریزی است و اگرریاک ≔ 𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝜶𝜶𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)]   شاد. حال تعری  می

𝜸𝜸صارد  به  محارهدف  ةمائل  𝜸𝜸واریانس،   –میانگین  ةدر مائل  حاصل  𝜷𝜷و    𝜶𝜶به کمک   = 𝜷𝜷
𝟐𝟐𝜶𝜶  ة تاان مائلآن می  ةوسیله مشخ  شده و ب 

 داریم ( 11)  ةو رابل بالا ( را حل کرد. با تاجه به روابط 7)   محارهدفمعادل 

𝜶𝜶 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻) 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)] 

𝜶𝜶عکس دارند و همچنین    ةبا یکدیگر رابل  𝜸𝜸و    𝜶𝜶بنابراین   > 𝜸𝜸اگر و تنها اگر    𝟎𝟎 > 𝝌𝝌𝑻𝑻  گذار کران پایینی  دیگر هدف سرمایهعبارد. به
𝜸𝜸و این فرض که    ( 11)   ةبر رابل  است. بنا   𝝌𝝌𝑻𝑻تجمیع یا    ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک در تمام طال  دارد که همان سرمایه − 𝝌𝝌𝑻𝑻 >

همااره   𝜸𝜸کند. بنابراین  می  ایفاگذار  نقش کران بالایی را برای اعتبار مالی سرمایه  𝜸𝜸گذار هرگز به هدف نهایی خاد نخااهد رسید و  ، سرمایه𝟎𝟎
𝜿𝜿ضریبی مانند   > گذار به طرح بیمه و نر  بهره و همچنین دینامیک قیمت های سرمایهاست. در بخش آتی دینامیک پرداخت  𝝌𝝌𝑻𝑻از    𝟏𝟏

های در دستر   یعنی نر  بهره و درآمد کارکنان و دارایی  ،کنیم. با مشخ  شدن بازار مالی مائله دارایی ریاکی و بدون ریاک را تعیین می
 . کنیمدر این حالت خاص حل می ،که در حالت کلی ملرح شدرا تصادفی   ةکنترل بهین  ةتجمیع، مائل ةدوربرای تشکیل سبد سرمایه در 

 
 تصادفی   ةکنترل بهین  ةسازی و حل مائلپیاده

که  را   𝐿𝐿(𝑡𝑡)شرراد. بردار تصررادفی با تاجه به آن بررسرری می  ةکنترل بهین  ةپردازیم که ماررئلای میدر این بخش ابتدا به معرفی بازار مالی
گذار تعری  بدون ریاررک و درآمد سرررمایه ةدو متغیر حالت نر  بهر  متغیر حالت و بیانگر عاامل تصررادفی ماجاد در بازار اسررت تاسررط

گذاری اسرررت.  های ماجاد برای سررررمایهکه قیمت داراییکنیم  را بیان می 𝑃𝑃(𝑡𝑡)کنیم. همچنین دو دینرامیرک قیمت برای تعیین بردار  می
تصرادفی   ةکنترل بهین  ةبه حل مارئل شردشرده ملابق با حالت کلی مارئله که در بخش قبل بررسری  سرپس با تاجه به حالت خاص تعیین

 آوریم.می به دستو جاا  صریح مائله را  پردازیممی

 های در دستر معرفی دینامیک فضای حالت و دارایی

گذار به طرح بیمه از مدلی با دو عامل )محرک( حرکت  های سرررمایهدینامیک نر  بهره بدون ریاررک از مدل وسرریچک و دینامیک پرداخت
 ةتحرت انرداز  هراآنهارررتنرد کره در ادامره بره معرفی دینرامیرک    𝐿𝐿(𝑡𝑡)هرای حرالرت مارررئلره یرا همران بردار  کنرد. این دو متغیربراونی تبعیرت می
 مدل وسیچک  همان ،𝑟𝑟(𝑡𝑡) ةنر  بهرمدل  .پردازیممی 𝑃𝑃  احتمال عینی

𝑑𝑑𝑟𝑟(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎(𝑏𝑏 − 𝑟𝑟(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑑𝑑𝑊𝑊𝑟𝑟(𝑡𝑡) 

𝑟𝑟(0)که در آن   اسررت. = 𝑟𝑟0  های  و پارامتر𝑎𝑎،𝑏𝑏    و𝜎𝜎𝑟𝑟 بدون  ةترتی  سرررعت بازگشررت به میانگین، میانگین بلندمدد و تلاطم نر  بهربه
ها  گذار به طرح بیمه با مشرارکت معین درصردی از درآمد وی خااهد باد. بنابراین دینامیک این پرداختهای سررمایهریارک هارتند. پرداخت

 تأثیرشراد. بدون ریارک و دارایی ریارکی تعیین می ةگیریم. درآمد هر شرخ  مرتبط با نر  بهررا معادل دینامیک درآمد فرد در نظر می
ها و مراکز صرنعتی بزرگ، تغییراد ارزش سرهام بر شراد که در اکثر این شررکتدارایی ریارکی بر درآمد کارکنان یک شررکت از آنجا ناشری می

گذار به طرح بیمه از مدل انتشرار زیر با دو های سررمایهگذارد. با تاجه به این مفروضراد دینامیک پرداختمارتقیم می تأثیردرآمد کارکنان  
 کند.عامل حرکت براونی پیروی می

همچنین  و  دارند  عکس  رابطة  یکدیگر  با   

  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸 [𝑳𝑳(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] = 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝑻𝑻[𝑳𝑳(𝑻𝑻)]𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)        (4)  

,𝑩𝑩(𝒕𝒕که  طاری هب 𝑻𝑻) =  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸[𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] . 
  ة شاد. حال دینامیک اعتبار مالی انباشت تر بررسی میگذار راحتتجمیع سرمایه  ةدورها به طرح بیمه در طال  پرداخت  تأثیربه کمک این رابله  

 کنیم.  تجمیع را تعیین می ةدورفرد در هر زمان تا پیش از پایان 
,𝒄𝒄(𝒕𝒕تجمیع را با    ةدوردر  بازه  تصادفی فرد به طرح بیمه در هر  های  پرداختاگر    :5  ةگزار 𝒍𝒍) > های  شده در دارایی گذاری و درصد سرمایه  𝟎𝟎

𝝎𝝎(𝒕𝒕)ریاکی در هر دوره را نیز با   = (𝝎𝝎𝟏𝟏(𝒕𝒕), … , 𝝎𝝎𝒏𝒏(𝒕𝒕))  گذار دینامیک اعتبار مالی سرمایهآنگاه  ،دهیمنشان𝑿𝑿(𝒕𝒕) صارد هب 
𝒅𝒅𝑿𝑿(𝒕𝒕) = (𝑿𝑿(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝒄𝒄(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)(𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏))𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)       (5)  

.    خااهد باد
 

 یتصادف ةن ی کنترل به ةمائل

 صارد گذار بهتصادفی سرمایه ةکنترل بهین  ةمائل  مدل  اگر :1 ةقضی
   𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
𝜶𝜶𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)] − 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)]       (6)  

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎(𝑻𝑻) = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

𝜶𝜶 که در آن > های بردار وزنتاان  آنگاه می  ،کند( تبعیت  5) گذار در هر لحظه از دینامیک  گریزی و اعتبار مالی سرمایهریاک  ةدرج  𝟎𝟎
    معادل ةرا از طریق حل مائل 𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)  ةبهین

(7          ) 𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏
𝝎𝝎

𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐] 

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.  ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎 = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

 .ت اس عیتجم ةدور انیدر پا یاز اعتبار مال  گذارهیسرما ییدف نهاه 𝜸𝜸دست آورد که در آن  هب
های بهینه  نهایی حاصل از پیروی از وزن  ةاعتبار مالی انباشت  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)آنگاه    ،باشد  𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)های بهینه  مائله بردار وزن  اگر جاا 
,𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])های مرت   ای از زوجمرز کارای این مائله با مجماعه  و  است 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])  ای  مرز کارا مجماعه  شاد.می   عیینت

ازای هر سلح  دهند و بهازای هر سلح ریاک معین، بیشترین بازده را ارائه می گذاری است که به سبد سرمایه   ةهای بهیناز ترکی 
 د. هایی است که از نظر ریاک و بازده، بهینه و غیرقابل بهباد هاتندارند. این مرز نمایانگر انتخا بازده معین، کمترین ریاک را  

  ة کنترل بهین   ةهای حل مائلتجمیع است. استفاده از روش  ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  (7)  ةرابلدر  
ها نقش هدف نهایی اعتبار مالی در  مزایای فراوانی دارد. حین استفاده از این روش  محارهدف های  استرات ی   ةوسیلتصادفی به 

انتخا  هدف  گذاران غیرحرفهعلاوه برای سرمایهشاد. به تر میتجمیع پررنگ  ةدورگذاری در طال  تعیین استرات ی سرمایه ای 
انباشته  اعتبار مالی  با  ارتباط  انتهای  نهایی در  به  ةدورشان در  پارامتر مرات  ساده تجمیع امری  از یک  انتخا  یک مقدار  از  تر 

 کنیم. ( را حل می 7معادل ) ة( مائل6) ةجای مائلاست. به همین دلیل به  گریزی ریاک ةپیچیده مانند درج
شاد. اگر بازار مالی در  در ملالعاد مرباط به تعیین استرات ی بهینه برای طرح بیمه با مشارکت معین دو روش کلی پیگیری می

برنامه از روش  باشد  ناکامل  استفاده  دستر   بهینه  استرات ی  یافتن  برای  مارتینگل  از روش  باشد  کامل  بازار  اگر  و  پایا  ریزی 
کنیم.  می ( استفاده  7)  ةمارتینگل برای یافتن پاسخ مائلشاد. در این مقاله با تاجه به فرض کامل بادن بازار مالی از روش  می 

 بنابراین داریم  ؛است 𝑿𝑿(𝑻𝑻)تجمیع یا  ةدور( اعتبار مالی انباشته در پایان 7) ةمتغیر تصمیم مائل
                     𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
   𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏

𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐]                       (8          )  

 𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑸𝑸 [− ∫ 𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝒔𝒔

𝟎𝟎 𝒅𝒅𝒔𝒔 + 𝑿𝑿(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑻𝑻

𝟎𝟎
] ≤ 𝒙𝒙𝟎𝟎 

∑ 𝜔𝜔𝑖𝑖 = 1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
  . 

و   

منجر   عیتجم  ة دور  انی نامللا  در پا  یجیبه نتا  تااندیم  ریمتغ  نیهاتند. ثابت در نظر گرفتن ا   یتصادف  ی ریاثر بگذارد، متغ  هیسرما   ی تخص
 شاد.

 پژوهش ی شناسروش

 محارهدف ةواریانس به مائل – میانگین ةتبدیل مائل

با مشارکت معین برای تعیین نر  ریاکگذاران در طرح سرمایهاغل    بازنشاتگی  با سختیهای  رو هاتند. تعیین  بههایی روگریزی خاد 
گذاران به همراه دارد. به همین دلیل مشخ   ، عدم شفافیت بایاری را برای سرمایه𝜶𝜶ی مانند  ال  یک مقدار کمّقگریزی در  میزان ریاک

هدف نهایی    دلیلتر است. به همین  مناس گذاران  برای سرمایه   𝜸𝜸مبلغی همچان    مثلاًگذاری با واحد پال  سرمایه   ةدورکردن هدف نهایی  
دست آمد.  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻که در فرمال    کنیمتعیین میصارد ضریبی از اعتبار مالی قابل حصال بدون ریاک  گذار را بهسرمایه
زای پارامتر برون  𝜶𝜶آورد که در آن    به دست(  7)   ة معادل از طریق حل مائل  طاربهتاان  ( را می6)   ةمائلجاا   که  نشان دادند    
𝜷𝜷  صاردمائله به  𝜷𝜷آنگاه    ،( باشد6)   ةجاا  مائل  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)  گریزی است و اگرریاک ≔ 𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝜶𝜶𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)]   شاد. حال تعری  می

𝜸𝜸صارد  به  محارهدف  ةمائل  𝜸𝜸واریانس،   –میانگین  ةدر مائل  حاصل  𝜷𝜷و    𝜶𝜶به کمک   = 𝜷𝜷
𝟐𝟐𝜶𝜶  ة تاان مائلآن می  ةوسیله مشخ  شده و ب 

 داریم ( 11)  ةو رابل بالا ( را حل کرد. با تاجه به روابط 7)   محارهدفمعادل 

𝜶𝜶 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻) 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)] 

𝜶𝜶عکس دارند و همچنین    ةبا یکدیگر رابل  𝜸𝜸و    𝜶𝜶بنابراین   > 𝜸𝜸اگر و تنها اگر    𝟎𝟎 > 𝝌𝝌𝑻𝑻  گذار کران پایینی  دیگر هدف سرمایهعبارد. به
𝜸𝜸و این فرض که    ( 11)   ةبر رابل  است. بنا   𝝌𝝌𝑻𝑻تجمیع یا    ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک در تمام طال  دارد که همان سرمایه − 𝝌𝝌𝑻𝑻 >

همااره   𝜸𝜸کند. بنابراین  می  ایفاگذار  نقش کران بالایی را برای اعتبار مالی سرمایه  𝜸𝜸گذار هرگز به هدف نهایی خاد نخااهد رسید و  ، سرمایه𝟎𝟎
𝜿𝜿ضریبی مانند   > گذار به طرح بیمه و نر  بهره و همچنین دینامیک قیمت های سرمایهاست. در بخش آتی دینامیک پرداخت  𝝌𝝌𝑻𝑻از    𝟏𝟏

های در دستر   یعنی نر  بهره و درآمد کارکنان و دارایی  ،کنیم. با مشخ  شدن بازار مالی مائله دارایی ریاکی و بدون ریاک را تعیین می
 . کنیمدر این حالت خاص حل می ،که در حالت کلی ملرح شدرا تصادفی   ةکنترل بهین  ةتجمیع، مائل ةدوربرای تشکیل سبد سرمایه در 

 
 تصادفی   ةکنترل بهین  ةسازی و حل مائلپیاده

که  را   𝐿𝐿(𝑡𝑡)شرراد. بردار تصررادفی با تاجه به آن بررسرری می  ةکنترل بهین  ةپردازیم که ماررئلای میدر این بخش ابتدا به معرفی بازار مالی
گذار تعری  بدون ریاررک و درآمد سرررمایه ةدو متغیر حالت نر  بهر  متغیر حالت و بیانگر عاامل تصررادفی ماجاد در بازار اسررت تاسررط

گذاری اسرررت.  های ماجاد برای سررررمایهکه قیمت داراییکنیم  را بیان می 𝑃𝑃(𝑡𝑡)کنیم. همچنین دو دینرامیرک قیمت برای تعیین بردار  می
تصرادفی   ةکنترل بهین  ةبه حل مارئل شردشرده ملابق با حالت کلی مارئله که در بخش قبل بررسری  سرپس با تاجه به حالت خاص تعیین

 آوریم.می به دستو جاا  صریح مائله را  پردازیممی

 های در دستر معرفی دینامیک فضای حالت و دارایی

گذار به طرح بیمه از مدلی با دو عامل )محرک( حرکت  های سرررمایهدینامیک نر  بهره بدون ریاررک از مدل وسرریچک و دینامیک پرداخت
 ةتحرت انرداز  هراآنهارررتنرد کره در ادامره بره معرفی دینرامیرک    𝐿𝐿(𝑡𝑡)هرای حرالرت مارررئلره یرا همران بردار  کنرد. این دو متغیربراونی تبعیرت می
 مدل وسیچک  همان ،𝑟𝑟(𝑡𝑡) ةنر  بهرمدل  .پردازیممی 𝑃𝑃  احتمال عینی

𝑑𝑑𝑟𝑟(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎(𝑏𝑏 − 𝑟𝑟(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑑𝑑𝑊𝑊𝑟𝑟(𝑡𝑡) 

𝑟𝑟(0)که در آن   اسررت. = 𝑟𝑟0  های  و پارامتر𝑎𝑎،𝑏𝑏    و𝜎𝜎𝑟𝑟 بدون  ةترتی  سرررعت بازگشررت به میانگین، میانگین بلندمدد و تلاطم نر  بهربه
ها  گذار به طرح بیمه با مشرارکت معین درصردی از درآمد وی خااهد باد. بنابراین دینامیک این پرداختهای سررمایهریارک هارتند. پرداخت

 تأثیرشراد. بدون ریارک و دارایی ریارکی تعیین می ةگیریم. درآمد هر شرخ  مرتبط با نر  بهررا معادل دینامیک درآمد فرد در نظر می
ها و مراکز صرنعتی بزرگ، تغییراد ارزش سرهام بر شراد که در اکثر این شررکتدارایی ریارکی بر درآمد کارکنان یک شررکت از آنجا ناشری می

گذار به طرح بیمه از مدل انتشرار زیر با دو های سررمایهگذارد. با تاجه به این مفروضراد دینامیک پرداختمارتقیم می تأثیردرآمد کارکنان  
 کند.عامل حرکت براونی پیروی می

بنابراین 
سرمایه گذار  هدف  به عبارت دیگر   .

منجر   عیتجم  ة دور  انی نامللا  در پا  یجیبه نتا  تااندیم  ریمتغ  نیهاتند. ثابت در نظر گرفتن ا   یتصادف  ی ریاثر بگذارد، متغ  هیسرما   ی تخص
 شاد.

 پژوهش ی شناسروش

 محارهدف ةواریانس به مائل – میانگین ةتبدیل مائل

با مشارکت معین برای تعیین نر  ریاکگذاران در طرح سرمایهاغل    بازنشاتگی  با سختیهای  رو هاتند. تعیین  بههایی روگریزی خاد 
گذاران به همراه دارد. به همین دلیل مشخ   ، عدم شفافیت بایاری را برای سرمایه𝜶𝜶ی مانند  ال  یک مقدار کمّقگریزی در  میزان ریاک

هدف نهایی    دلیلتر است. به همین  مناس گذاران  برای سرمایه   𝜸𝜸مبلغی همچان    مثلاًگذاری با واحد پال  سرمایه   ةدورکردن هدف نهایی  
دست آمد.  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻که در فرمال    کنیمتعیین میصارد ضریبی از اعتبار مالی قابل حصال بدون ریاک  گذار را بهسرمایه
زای پارامتر برون  𝜶𝜶آورد که در آن    به دست(  7)   ة معادل از طریق حل مائل  طاربهتاان  ( را می6)   ةمائلجاا   که  نشان دادند    
𝜷𝜷  صاردمائله به  𝜷𝜷آنگاه    ،( باشد6)   ةجاا  مائل  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)  گریزی است و اگرریاک ≔ 𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝜶𝜶𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)]   شاد. حال تعری  می

𝜸𝜸صارد  به  محارهدف  ةمائل  𝜸𝜸واریانس،   –میانگین  ةدر مائل  حاصل  𝜷𝜷و    𝜶𝜶به کمک   = 𝜷𝜷
𝟐𝟐𝜶𝜶  ة تاان مائلآن می  ةوسیله مشخ  شده و ب 

 داریم ( 11)  ةو رابل بالا ( را حل کرد. با تاجه به روابط 7)   محارهدفمعادل 

𝜶𝜶 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻) 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)] 

𝜶𝜶عکس دارند و همچنین    ةبا یکدیگر رابل  𝜸𝜸و    𝜶𝜶بنابراین   > 𝜸𝜸اگر و تنها اگر    𝟎𝟎 > 𝝌𝝌𝑻𝑻  گذار کران پایینی  دیگر هدف سرمایهعبارد. به
𝜸𝜸و این فرض که    ( 11)   ةبر رابل  است. بنا   𝝌𝝌𝑻𝑻تجمیع یا    ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک در تمام طال  دارد که همان سرمایه − 𝝌𝝌𝑻𝑻 >

همااره   𝜸𝜸کند. بنابراین  می  ایفاگذار  نقش کران بالایی را برای اعتبار مالی سرمایه  𝜸𝜸گذار هرگز به هدف نهایی خاد نخااهد رسید و  ، سرمایه𝟎𝟎
𝜿𝜿ضریبی مانند   > گذار به طرح بیمه و نر  بهره و همچنین دینامیک قیمت های سرمایهاست. در بخش آتی دینامیک پرداخت  𝝌𝝌𝑻𝑻از    𝟏𝟏

های در دستر   یعنی نر  بهره و درآمد کارکنان و دارایی  ،کنیم. با مشخ  شدن بازار مالی مائله دارایی ریاکی و بدون ریاک را تعیین می
 . کنیمدر این حالت خاص حل می ،که در حالت کلی ملرح شدرا تصادفی   ةکنترل بهین  ةتجمیع، مائل ةدوربرای تشکیل سبد سرمایه در 

 
 تصادفی   ةکنترل بهین  ةسازی و حل مائلپیاده

که  را   𝐿𝐿(𝑡𝑡)شرراد. بردار تصررادفی با تاجه به آن بررسرری می  ةکنترل بهین  ةپردازیم که ماررئلای میدر این بخش ابتدا به معرفی بازار مالی
گذار تعری  بدون ریاررک و درآمد سرررمایه ةدو متغیر حالت نر  بهر  متغیر حالت و بیانگر عاامل تصررادفی ماجاد در بازار اسررت تاسررط

گذاری اسرررت.  های ماجاد برای سررررمایهکه قیمت داراییکنیم  را بیان می 𝑃𝑃(𝑡𝑡)کنیم. همچنین دو دینرامیرک قیمت برای تعیین بردار  می
تصرادفی   ةکنترل بهین  ةبه حل مارئل شردشرده ملابق با حالت کلی مارئله که در بخش قبل بررسری  سرپس با تاجه به حالت خاص تعیین

 آوریم.می به دستو جاا  صریح مائله را  پردازیممی

 های در دستر معرفی دینامیک فضای حالت و دارایی

گذار به طرح بیمه از مدلی با دو عامل )محرک( حرکت  های سرررمایهدینامیک نر  بهره بدون ریاررک از مدل وسرریچک و دینامیک پرداخت
 ةتحرت انرداز  هراآنهارررتنرد کره در ادامره بره معرفی دینرامیرک    𝐿𝐿(𝑡𝑡)هرای حرالرت مارررئلره یرا همران بردار  کنرد. این دو متغیربراونی تبعیرت می
 مدل وسیچک  همان ،𝑟𝑟(𝑡𝑡) ةنر  بهرمدل  .پردازیممی 𝑃𝑃  احتمال عینی

𝑑𝑑𝑟𝑟(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎(𝑏𝑏 − 𝑟𝑟(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑑𝑑𝑊𝑊𝑟𝑟(𝑡𝑡) 

𝑟𝑟(0)که در آن   اسررت. = 𝑟𝑟0  های  و پارامتر𝑎𝑎،𝑏𝑏    و𝜎𝜎𝑟𝑟 بدون  ةترتی  سرررعت بازگشررت به میانگین، میانگین بلندمدد و تلاطم نر  بهربه
ها  گذار به طرح بیمه با مشرارکت معین درصردی از درآمد وی خااهد باد. بنابراین دینامیک این پرداختهای سررمایهریارک هارتند. پرداخت

 تأثیرشراد. بدون ریارک و دارایی ریارکی تعیین می ةگیریم. درآمد هر شرخ  مرتبط با نر  بهررا معادل دینامیک درآمد فرد در نظر می
ها و مراکز صرنعتی بزرگ، تغییراد ارزش سرهام بر شراد که در اکثر این شررکتدارایی ریارکی بر درآمد کارکنان یک شررکت از آنجا ناشری می

گذار به طرح بیمه از مدل انتشرار زیر با دو های سررمایهگذارد. با تاجه به این مفروضراد دینامیک پرداختمارتقیم می تأثیردرآمد کارکنان  
 کند.عامل حرکت براونی پیروی می

اگر  تنها  و  اگر   

منجر   عیتجم  ة دور  انی نامللا  در پا  یجیبه نتا  تااندیم  ریمتغ  نیهاتند. ثابت در نظر گرفتن ا   یتصادف  ی ریاثر بگذارد، متغ  هیسرما   ی تخص
 شاد.

 پژوهش ی شناسروش

 محارهدف ةواریانس به مائل – میانگین ةتبدیل مائل

با مشارکت معین برای تعیین نر  ریاکگذاران در طرح سرمایهاغل    بازنشاتگی  با سختیهای  رو هاتند. تعیین  بههایی روگریزی خاد 
گذاران به همراه دارد. به همین دلیل مشخ   ، عدم شفافیت بایاری را برای سرمایه𝜶𝜶ی مانند  ال  یک مقدار کمّقگریزی در  میزان ریاک

هدف نهایی    دلیلتر است. به همین  مناس گذاران  برای سرمایه   𝜸𝜸مبلغی همچان    مثلاًگذاری با واحد پال  سرمایه   ةدورکردن هدف نهایی  
دست آمد.  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻که در فرمال    کنیمتعیین میصارد ضریبی از اعتبار مالی قابل حصال بدون ریاک  گذار را بهسرمایه
زای پارامتر برون  𝜶𝜶آورد که در آن    به دست(  7)   ة معادل از طریق حل مائل  طاربهتاان  ( را می6)   ةمائلجاا   که  نشان دادند    
𝜷𝜷  صاردمائله به  𝜷𝜷آنگاه    ،( باشد6)   ةجاا  مائل  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)  گریزی است و اگرریاک ≔ 𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝜶𝜶𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)]   شاد. حال تعری  می

𝜸𝜸صارد  به  محارهدف  ةمائل  𝜸𝜸واریانس،   –میانگین  ةدر مائل  حاصل  𝜷𝜷و    𝜶𝜶به کمک   = 𝜷𝜷
𝟐𝟐𝜶𝜶  ة تاان مائلآن می  ةوسیله مشخ  شده و ب 

 داریم ( 11)  ةو رابل بالا ( را حل کرد. با تاجه به روابط 7)   محارهدفمعادل 

𝜶𝜶 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻) 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)] 

𝜶𝜶عکس دارند و همچنین    ةبا یکدیگر رابل  𝜸𝜸و    𝜶𝜶بنابراین   > 𝜸𝜸اگر و تنها اگر    𝟎𝟎 > 𝝌𝝌𝑻𝑻  گذار کران پایینی  دیگر هدف سرمایهعبارد. به
𝜸𝜸و این فرض که    ( 11)   ةبر رابل  است. بنا   𝝌𝝌𝑻𝑻تجمیع یا    ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک در تمام طال  دارد که همان سرمایه − 𝝌𝝌𝑻𝑻 >

همااره   𝜸𝜸کند. بنابراین  می  ایفاگذار  نقش کران بالایی را برای اعتبار مالی سرمایه  𝜸𝜸گذار هرگز به هدف نهایی خاد نخااهد رسید و  ، سرمایه𝟎𝟎
𝜿𝜿ضریبی مانند   > گذار به طرح بیمه و نر  بهره و همچنین دینامیک قیمت های سرمایهاست. در بخش آتی دینامیک پرداخت  𝝌𝝌𝑻𝑻از    𝟏𝟏

های در دستر   یعنی نر  بهره و درآمد کارکنان و دارایی  ،کنیم. با مشخ  شدن بازار مالی مائله دارایی ریاکی و بدون ریاک را تعیین می
 . کنیمدر این حالت خاص حل می ،که در حالت کلی ملرح شدرا تصادفی   ةکنترل بهین  ةتجمیع، مائل ةدوربرای تشکیل سبد سرمایه در 

 
 تصادفی   ةکنترل بهین  ةسازی و حل مائلپیاده

که  را   𝐿𝐿(𝑡𝑡)شرراد. بردار تصررادفی با تاجه به آن بررسرری می  ةکنترل بهین  ةپردازیم که ماررئلای میدر این بخش ابتدا به معرفی بازار مالی
گذار تعری  بدون ریاررک و درآمد سرررمایه ةدو متغیر حالت نر  بهر  متغیر حالت و بیانگر عاامل تصررادفی ماجاد در بازار اسررت تاسررط

گذاری اسرررت.  های ماجاد برای سررررمایهکه قیمت داراییکنیم  را بیان می 𝑃𝑃(𝑡𝑡)کنیم. همچنین دو دینرامیرک قیمت برای تعیین بردار  می
تصرادفی   ةکنترل بهین  ةبه حل مارئل شردشرده ملابق با حالت کلی مارئله که در بخش قبل بررسری  سرپس با تاجه به حالت خاص تعیین

 آوریم.می به دستو جاا  صریح مائله را  پردازیممی

 های در دستر معرفی دینامیک فضای حالت و دارایی

گذار به طرح بیمه از مدلی با دو عامل )محرک( حرکت  های سرررمایهدینامیک نر  بهره بدون ریاررک از مدل وسرریچک و دینامیک پرداخت
 ةتحرت انرداز  هراآنهارررتنرد کره در ادامره بره معرفی دینرامیرک    𝐿𝐿(𝑡𝑡)هرای حرالرت مارررئلره یرا همران بردار  کنرد. این دو متغیربراونی تبعیرت می
 مدل وسیچک  همان ،𝑟𝑟(𝑡𝑡) ةنر  بهرمدل  .پردازیممی 𝑃𝑃  احتمال عینی

𝑑𝑑𝑟𝑟(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎(𝑏𝑏 − 𝑟𝑟(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑑𝑑𝑊𝑊𝑟𝑟(𝑡𝑡) 

𝑟𝑟(0)که در آن   اسررت. = 𝑟𝑟0  های  و پارامتر𝑎𝑎،𝑏𝑏    و𝜎𝜎𝑟𝑟 بدون  ةترتی  سرررعت بازگشررت به میانگین، میانگین بلندمدد و تلاطم نر  بهربه
ها  گذار به طرح بیمه با مشرارکت معین درصردی از درآمد وی خااهد باد. بنابراین دینامیک این پرداختهای سررمایهریارک هارتند. پرداخت

 تأثیرشراد. بدون ریارک و دارایی ریارکی تعیین می ةگیریم. درآمد هر شرخ  مرتبط با نر  بهررا معادل دینامیک درآمد فرد در نظر می
ها و مراکز صرنعتی بزرگ، تغییراد ارزش سرهام بر شراد که در اکثر این شررکتدارایی ریارکی بر درآمد کارکنان یک شررکت از آنجا ناشری می

گذار به طرح بیمه از مدل انتشرار زیر با دو های سررمایهگذارد. با تاجه به این مفروضراد دینامیک پرداختمارتقیم می تأثیردرآمد کارکنان  
 کند.عامل حرکت براونی پیروی می

کران پایینی دارد که همان سرمایه گذاری در دارایی بدون ریسک در 
 است. بنا بر رابطة )11( و این فرض که

تجمیع از ارزش    ةدوریافته تا زمان شروع  مارتینگلِ اختلاف ارزش اعتبار مالی تنزیل   ةدهد که میانگین تحت اندازاولین قید مائله نشان می
گذاری باشد. ابتدا با حل این  تجمیع، باید کمتر از مقدار اولیه در دستر  برای سرمایه  ةدورگرفته در طال  های صاردیافته پرداختتنزیل

کنیم. میسازی غیرخلی را به کمک تابع لاگران  حل بهینه ةآوریم. مائلدست میه را ب 𝑋𝑋∗(𝑇𝑇) ةمالی نهایی بهینمائله اعتبار 

 آید برابر است با دست میه ( ب7)  ةپیروی از مائلبا  ی گذارتجمیع سرمایه ةدورای که در پایان سبد بهینهارزش : 2 ةقضی
 𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − 𝝀𝝀𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻

𝟎𝟎 𝒎𝒎(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)  (9   )  
,𝒎𝒎(𝟎𝟎تجمیع،    ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  که در آن 𝑻𝑻)  عینی بازار نابت به    ة نیکادیم انداز –مشتق رادون

 :شادزیر حاصل می ةضری  لاگران  است که از رابل 𝝀𝝀مارتینگل ریاک خنثی و  ةانداز

𝝀𝝀 = 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)−∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔−𝒙𝒙𝟎𝟎

𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆−𝟐𝟐 ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎 𝒎𝒎𝟐𝟐(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

  ( .10        )  

 :صارد زیر بازنایای کردرا به  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) ةتاان جاا  بهینهمچنین می
𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − (𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻)𝜸𝜸(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏𝐞𝐞𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)     (11 )    

,𝛷𝛷(𝑡𝑡  که در آن تابع 𝑇𝑇)  صارد به 

𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) = − ∫ 𝑟𝑟(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑇𝑇

𝑡𝑡
− 1

2 ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)
𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑢𝑢 − ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇

𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢) .

 . شاد تعری  می

گانه  تااند بدون پذیرش هیچگذار میای که سرمایهبرابر است با اعتبار مالی  𝜒𝜒𝑇𝑇است. مقدار    محارهدفسازی روش  کلید اصلی پیاده  𝜒𝜒𝑇𝑇مقدار  
اعتبار مالی   ةشدارزش تجمیع  𝜒𝜒𝑇𝑇دست آورد.  ه  تجمیع ب  ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک یا حاا  بانکی در طال  ریاک و تنها با سرمایه

زیر محاسبه    ةاند و از رابلصفر تنزیل شده  ةتجمیع است که همگی تا لحظ  ةدورگرفته به طرح بیمه در طال  های صاردو پرداخت   𝑥𝑥0 ةاولی
 :شادمی

𝝌𝝌𝑻𝑻 = 𝒙𝒙𝟎𝟎+∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝟎𝟎
𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)    (12  .          )  

 
𝝌𝝌𝑻𝑻    گذاری انتظار دارد در مقابل پذیرش ریاک و  بنابراین هر سرمایه  ؛تجمیع است  ةدورارزش اعتبار مالی انباشته بدون ریاک در پایان

یک کران پایین   𝝌𝝌𝑻𝑻دست آورد. بنابراین  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻ای فراتر از  گذاری بخشی از اعتبار مالی خاد در دارایی ریاکی، اعتبار مالی نهایی سرمایه
انباشته خااهد باد و اهداف هر سرمایه با میزان ریاک  برای هدف نهایی اعتبار مالی  یا  گذار متناس   صارد وی به  گریزی ریاکپذیری 

 شاد. بیان می 𝝌𝝌𝑻𝑻تر از واحد از  ضریبی بزرگ
برای تشکیل های در دستر   دارایی  ةهای بهینوزن  که  ،𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)گذاری یا  سرمایه  ةسبد بهین  ةبا در نظر گرفتن مفروضاد مائل  :3  ةقضی

 :آیددست میه زیر بد صاربه ،کندرا تعیین میسبد بهینه 

𝝎𝝎∗(𝒕𝒕) = (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔 − 𝑿𝑿∗(𝒕𝒕)𝑻𝑻

𝒕𝒕 ) (∑′)−𝟏𝟏𝝃𝝃  

+(∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏 (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕

𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻
𝒕𝒕 )

𝝏𝝏𝝏𝝏(𝒕𝒕) + (𝑿𝑿∗(𝒕𝒕) + 

 ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝒕𝒕 − 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)) (∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

𝝏𝝏𝒛𝒛(𝒕𝒕)
𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]     (13 ) .  

اثباد به مقالبرای   ,𝛷𝛷(𝑡𝑡مراجعه کنید. اگر      ةجزئیاد  𝑇𝑇)  از دارای تازیع گاسی باشد می تاان 
 :سازی زیر استفاده کردساده

𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]−1 𝜕𝜕𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]
𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) = 2 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) (𝐸𝐸𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)] + 𝑉𝑉𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)]). 

 تمام طول دورة تجمیع یا 
، سرمایه گذار هرگز به هدف نهایی خود نخواهد رسید 

منجر   عیتجم  ة دور  انی نامللا  در پا  یجیبه نتا  تااندیم  ریمتغ  نیهاتند. ثابت در نظر گرفتن ا   یتصادف  ی ریاثر بگذارد، متغ  هیسرما   ی تخص
 شاد.

 پژوهش ی شناسروش

 محارهدف ةواریانس به مائل – میانگین ةتبدیل مائل

با مشارکت معین برای تعیین نر  ریاکگذاران در طرح سرمایهاغل    بازنشاتگی  با سختیهای  رو هاتند. تعیین  بههایی روگریزی خاد 
گذاران به همراه دارد. به همین دلیل مشخ   ، عدم شفافیت بایاری را برای سرمایه𝜶𝜶ی مانند  ال  یک مقدار کمّقگریزی در  میزان ریاک

هدف نهایی    دلیلتر است. به همین  مناس گذاران  برای سرمایه   𝜸𝜸مبلغی همچان    مثلاًگذاری با واحد پال  سرمایه   ةدورکردن هدف نهایی  
دست آمد.  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻که در فرمال    کنیمتعیین میصارد ضریبی از اعتبار مالی قابل حصال بدون ریاک  گذار را بهسرمایه
زای پارامتر برون  𝜶𝜶آورد که در آن    به دست(  7)   ة معادل از طریق حل مائل  طاربهتاان  ( را می6)   ةمائلجاا   که  نشان دادند    
𝜷𝜷  صاردمائله به  𝜷𝜷آنگاه    ،( باشد6)   ةجاا  مائل  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)  گریزی است و اگرریاک ≔ 𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝜶𝜶𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)]   شاد. حال تعری  می

𝜸𝜸صارد  به  محارهدف  ةمائل  𝜸𝜸واریانس،   –میانگین  ةدر مائل  حاصل  𝜷𝜷و    𝜶𝜶به کمک   = 𝜷𝜷
𝟐𝟐𝜶𝜶  ة تاان مائلآن می  ةوسیله مشخ  شده و ب 

 داریم ( 11)  ةو رابل بالا ( را حل کرد. با تاجه به روابط 7)   محارهدفمعادل 

𝜶𝜶 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻) 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)] 

𝜶𝜶عکس دارند و همچنین    ةبا یکدیگر رابل  𝜸𝜸و    𝜶𝜶بنابراین   > 𝜸𝜸اگر و تنها اگر    𝟎𝟎 > 𝝌𝝌𝑻𝑻  گذار کران پایینی  دیگر هدف سرمایهعبارد. به
𝜸𝜸و این فرض که    ( 11)   ةبر رابل  است. بنا   𝝌𝝌𝑻𝑻تجمیع یا    ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک در تمام طال  دارد که همان سرمایه − 𝝌𝝌𝑻𝑻 >

همااره   𝜸𝜸کند. بنابراین  می  ایفاگذار  نقش کران بالایی را برای اعتبار مالی سرمایه  𝜸𝜸گذار هرگز به هدف نهایی خاد نخااهد رسید و  ، سرمایه𝟎𝟎
𝜿𝜿ضریبی مانند   > گذار به طرح بیمه و نر  بهره و همچنین دینامیک قیمت های سرمایهاست. در بخش آتی دینامیک پرداخت  𝝌𝝌𝑻𝑻از    𝟏𝟏

های در دستر   یعنی نر  بهره و درآمد کارکنان و دارایی  ،کنیم. با مشخ  شدن بازار مالی مائله دارایی ریاکی و بدون ریاک را تعیین می
 . کنیمدر این حالت خاص حل می ،که در حالت کلی ملرح شدرا تصادفی   ةکنترل بهین  ةتجمیع، مائل ةدوربرای تشکیل سبد سرمایه در 

 
 تصادفی   ةکنترل بهین  ةسازی و حل مائلپیاده

که  را   𝐿𝐿(𝑡𝑡)شرراد. بردار تصررادفی با تاجه به آن بررسرری می  ةکنترل بهین  ةپردازیم که ماررئلای میدر این بخش ابتدا به معرفی بازار مالی
گذار تعری  بدون ریاررک و درآمد سرررمایه ةدو متغیر حالت نر  بهر  متغیر حالت و بیانگر عاامل تصررادفی ماجاد در بازار اسررت تاسررط

گذاری اسرررت.  های ماجاد برای سررررمایهکه قیمت داراییکنیم  را بیان می 𝑃𝑃(𝑡𝑡)کنیم. همچنین دو دینرامیرک قیمت برای تعیین بردار  می
تصرادفی   ةکنترل بهین  ةبه حل مارئل شردشرده ملابق با حالت کلی مارئله که در بخش قبل بررسری  سرپس با تاجه به حالت خاص تعیین

 آوریم.می به دستو جاا  صریح مائله را  پردازیممی

 های در دستر معرفی دینامیک فضای حالت و دارایی

گذار به طرح بیمه از مدلی با دو عامل )محرک( حرکت  های سرررمایهدینامیک نر  بهره بدون ریاررک از مدل وسرریچک و دینامیک پرداخت
 ةتحرت انرداز  هراآنهارررتنرد کره در ادامره بره معرفی دینرامیرک    𝐿𝐿(𝑡𝑡)هرای حرالرت مارررئلره یرا همران بردار  کنرد. این دو متغیربراونی تبعیرت می
 مدل وسیچک  همان ،𝑟𝑟(𝑡𝑡) ةنر  بهرمدل  .پردازیممی 𝑃𝑃  احتمال عینی

𝑑𝑑𝑟𝑟(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎(𝑏𝑏 − 𝑟𝑟(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑑𝑑𝑊𝑊𝑟𝑟(𝑡𝑡) 

𝑟𝑟(0)که در آن   اسررت. = 𝑟𝑟0  های  و پارامتر𝑎𝑎،𝑏𝑏    و𝜎𝜎𝑟𝑟 بدون  ةترتی  سرررعت بازگشررت به میانگین، میانگین بلندمدد و تلاطم نر  بهربه
ها  گذار به طرح بیمه با مشرارکت معین درصردی از درآمد وی خااهد باد. بنابراین دینامیک این پرداختهای سررمایهریارک هارتند. پرداخت

 تأثیرشراد. بدون ریارک و دارایی ریارکی تعیین می ةگیریم. درآمد هر شرخ  مرتبط با نر  بهررا معادل دینامیک درآمد فرد در نظر می
ها و مراکز صرنعتی بزرگ، تغییراد ارزش سرهام بر شراد که در اکثر این شررکتدارایی ریارکی بر درآمد کارکنان یک شررکت از آنجا ناشری می

گذار به طرح بیمه از مدل انتشرار زیر با دو های سررمایهگذارد. با تاجه به این مفروضراد دینامیک پرداختمارتقیم می تأثیردرآمد کارکنان  
 کند.عامل حرکت براونی پیروی می

منجر   عیتجم  ة دور  انی نامللا  در پا  یجیبه نتا  تااندیم  ریمتغ  نیهاتند. ثابت در نظر گرفتن ا   یتصادف  ی ریاثر بگذارد، متغ  هیسرما   ی تخص
 شاد.

 پژوهش ی شناسروش

 محارهدف ةواریانس به مائل – میانگین ةتبدیل مائل

با مشارکت معین برای تعیین نر  ریاکگذاران در طرح سرمایهاغل    بازنشاتگی  با سختیهای  رو هاتند. تعیین  بههایی روگریزی خاد 
گذاران به همراه دارد. به همین دلیل مشخ   ، عدم شفافیت بایاری را برای سرمایه𝜶𝜶ی مانند  ال  یک مقدار کمّقگریزی در  میزان ریاک

هدف نهایی    دلیلتر است. به همین  مناس گذاران  برای سرمایه   𝜸𝜸مبلغی همچان    مثلاًگذاری با واحد پال  سرمایه   ةدورکردن هدف نهایی  
دست آمد.  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻که در فرمال    کنیمتعیین میصارد ضریبی از اعتبار مالی قابل حصال بدون ریاک  گذار را بهسرمایه
زای پارامتر برون  𝜶𝜶آورد که در آن    به دست(  7)   ة معادل از طریق حل مائل  طاربهتاان  ( را می6)   ةمائلجاا   که  نشان دادند    
𝜷𝜷  صاردمائله به  𝜷𝜷آنگاه    ،( باشد6)   ةجاا  مائل  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)  گریزی است و اگرریاک ≔ 𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝜶𝜶𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)]   شاد. حال تعری  می

𝜸𝜸صارد  به  محارهدف  ةمائل  𝜸𝜸واریانس،   –میانگین  ةدر مائل  حاصل  𝜷𝜷و    𝜶𝜶به کمک   = 𝜷𝜷
𝟐𝟐𝜶𝜶  ة تاان مائلآن می  ةوسیله مشخ  شده و ب 

 داریم ( 11)  ةو رابل بالا ( را حل کرد. با تاجه به روابط 7)   محارهدفمعادل 

𝜶𝜶 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻) 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)] 

𝜶𝜶عکس دارند و همچنین    ةبا یکدیگر رابل  𝜸𝜸و    𝜶𝜶بنابراین   > 𝜸𝜸اگر و تنها اگر    𝟎𝟎 > 𝝌𝝌𝑻𝑻  گذار کران پایینی  دیگر هدف سرمایهعبارد. به
𝜸𝜸و این فرض که    ( 11)   ةبر رابل  است. بنا   𝝌𝝌𝑻𝑻تجمیع یا    ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک در تمام طال  دارد که همان سرمایه − 𝝌𝝌𝑻𝑻 >

همااره   𝜸𝜸کند. بنابراین  می  ایفاگذار  نقش کران بالایی را برای اعتبار مالی سرمایه  𝜸𝜸گذار هرگز به هدف نهایی خاد نخااهد رسید و  ، سرمایه𝟎𝟎
𝜿𝜿ضریبی مانند   > گذار به طرح بیمه و نر  بهره و همچنین دینامیک قیمت های سرمایهاست. در بخش آتی دینامیک پرداخت  𝝌𝝌𝑻𝑻از    𝟏𝟏

های در دستر   یعنی نر  بهره و درآمد کارکنان و دارایی  ،کنیم. با مشخ  شدن بازار مالی مائله دارایی ریاکی و بدون ریاک را تعیین می
 . کنیمدر این حالت خاص حل می ،که در حالت کلی ملرح شدرا تصادفی   ةکنترل بهین  ةتجمیع، مائل ةدوربرای تشکیل سبد سرمایه در 

 
 تصادفی   ةکنترل بهین  ةسازی و حل مائلپیاده

که  را   𝐿𝐿(𝑡𝑡)شرراد. بردار تصررادفی با تاجه به آن بررسرری می  ةکنترل بهین  ةپردازیم که ماررئلای میدر این بخش ابتدا به معرفی بازار مالی
گذار تعری  بدون ریاررک و درآمد سرررمایه ةدو متغیر حالت نر  بهر  متغیر حالت و بیانگر عاامل تصررادفی ماجاد در بازار اسررت تاسررط

گذاری اسرررت.  های ماجاد برای سررررمایهکه قیمت داراییکنیم  را بیان می 𝑃𝑃(𝑡𝑡)کنیم. همچنین دو دینرامیرک قیمت برای تعیین بردار  می
تصرادفی   ةکنترل بهین  ةبه حل مارئل شردشرده ملابق با حالت کلی مارئله که در بخش قبل بررسری  سرپس با تاجه به حالت خاص تعیین

 آوریم.می به دستو جاا  صریح مائله را  پردازیممی

 های در دستر معرفی دینامیک فضای حالت و دارایی

گذار به طرح بیمه از مدلی با دو عامل )محرک( حرکت  های سرررمایهدینامیک نر  بهره بدون ریاررک از مدل وسرریچک و دینامیک پرداخت
 ةتحرت انرداز  هراآنهارررتنرد کره در ادامره بره معرفی دینرامیرک    𝐿𝐿(𝑡𝑡)هرای حرالرت مارررئلره یرا همران بردار  کنرد. این دو متغیربراونی تبعیرت می
 مدل وسیچک  همان ،𝑟𝑟(𝑡𝑡) ةنر  بهرمدل  .پردازیممی 𝑃𝑃  احتمال عینی

𝑑𝑑𝑟𝑟(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎(𝑏𝑏 − 𝑟𝑟(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑑𝑑𝑊𝑊𝑟𝑟(𝑡𝑡) 

𝑟𝑟(0)که در آن   اسررت. = 𝑟𝑟0  های  و پارامتر𝑎𝑎،𝑏𝑏    و𝜎𝜎𝑟𝑟 بدون  ةترتی  سرررعت بازگشررت به میانگین، میانگین بلندمدد و تلاطم نر  بهربه
ها  گذار به طرح بیمه با مشرارکت معین درصردی از درآمد وی خااهد باد. بنابراین دینامیک این پرداختهای سررمایهریارک هارتند. پرداخت

 تأثیرشراد. بدون ریارک و دارایی ریارکی تعیین می ةگیریم. درآمد هر شرخ  مرتبط با نر  بهررا معادل دینامیک درآمد فرد در نظر می
ها و مراکز صرنعتی بزرگ، تغییراد ارزش سرهام بر شراد که در اکثر این شررکتدارایی ریارکی بر درآمد کارکنان یک شررکت از آنجا ناشری می

گذار به طرح بیمه از مدل انتشرار زیر با دو های سررمایهگذارد. با تاجه به این مفروضراد دینامیک پرداختمارتقیم می تأثیردرآمد کارکنان  
 کند.عامل حرکت براونی پیروی می

 نقش کران بالایی را برای اعتبار مالی سرمایه گذار ایفا می کند. 

  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸 [𝑳𝑳(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] = 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝑻𝑻[𝑳𝑳(𝑻𝑻)]𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)        (4)  

,𝑩𝑩(𝒕𝒕که  طاری هب 𝑻𝑻) =  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸[𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] . 
  ة شاد. حال دینامیک اعتبار مالی انباشت تر بررسی میگذار راحتتجمیع سرمایه  ةدورها به طرح بیمه در طال  پرداخت  تأثیربه کمک این رابله  

 کنیم.  تجمیع را تعیین می ةدورفرد در هر زمان تا پیش از پایان 
,𝒄𝒄(𝒕𝒕تجمیع را با    ةدوردر  بازه  تصادفی فرد به طرح بیمه در هر  های  پرداختاگر    :5  ةگزار 𝒍𝒍) > های  شده در دارایی گذاری و درصد سرمایه  𝟎𝟎

𝝎𝝎(𝒕𝒕)ریاکی در هر دوره را نیز با   = (𝝎𝝎𝟏𝟏(𝒕𝒕), … , 𝝎𝝎𝒏𝒏(𝒕𝒕))  گذار دینامیک اعتبار مالی سرمایهآنگاه  ،دهیمنشان𝑿𝑿(𝒕𝒕) صارد هب 
𝒅𝒅𝑿𝑿(𝒕𝒕) = (𝑿𝑿(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝒄𝒄(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)(𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏))𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)       (5)  

.    خااهد باد
 

 یتصادف ةن ی کنترل به ةمائل

 صارد گذار بهتصادفی سرمایه ةکنترل بهین  ةمائل  مدل  اگر :1 ةقضی
   𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
𝜶𝜶𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)] − 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)]       (6)  

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎(𝑻𝑻) = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

𝜶𝜶 که در آن > های بردار وزنتاان  آنگاه می  ،کند( تبعیت  5) گذار در هر لحظه از دینامیک  گریزی و اعتبار مالی سرمایهریاک  ةدرج  𝟎𝟎
    معادل ةرا از طریق حل مائل 𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)  ةبهین

(7          ) 𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏
𝝎𝝎

𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐] 

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.  ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎 = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

 .ت اس عیتجم ةدور انیدر پا یاز اعتبار مال  گذارهیسرما ییدف نهاه 𝜸𝜸دست آورد که در آن  هب
های بهینه  نهایی حاصل از پیروی از وزن  ةاعتبار مالی انباشت  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)آنگاه    ،باشد  𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)های بهینه  مائله بردار وزن  اگر جاا 
,𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])های مرت   ای از زوجمرز کارای این مائله با مجماعه  و  است 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])  ای  مرز کارا مجماعه  شاد.می   عیینت

ازای هر سلح  دهند و بهازای هر سلح ریاک معین، بیشترین بازده را ارائه می گذاری است که به سبد سرمایه   ةهای بهیناز ترکی 
 د. هایی است که از نظر ریاک و بازده، بهینه و غیرقابل بهباد هاتندارند. این مرز نمایانگر انتخا بازده معین، کمترین ریاک را  

  ة کنترل بهین   ةهای حل مائلتجمیع است. استفاده از روش  ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  (7)  ةرابلدر  
ها نقش هدف نهایی اعتبار مالی در  مزایای فراوانی دارد. حین استفاده از این روش  محارهدف های  استرات ی   ةوسیلتصادفی به 

انتخا  هدف  گذاران غیرحرفهعلاوه برای سرمایهشاد. به تر میتجمیع پررنگ  ةدورگذاری در طال  تعیین استرات ی سرمایه ای 
انباشته  اعتبار مالی  با  ارتباط  انتهای  نهایی در  به  ةدورشان در  پارامتر مرات  ساده تجمیع امری  از یک  انتخا  یک مقدار  از  تر 

 کنیم. ( را حل می 7معادل ) ة( مائل6) ةجای مائلاست. به همین دلیل به  گریزی ریاک ةپیچیده مانند درج
شاد. اگر بازار مالی در  در ملالعاد مرباط به تعیین استرات ی بهینه برای طرح بیمه با مشارکت معین دو روش کلی پیگیری می

برنامه از روش  باشد  ناکامل  استفاده  دستر   بهینه  استرات ی  یافتن  برای  مارتینگل  از روش  باشد  کامل  بازار  اگر  و  پایا  ریزی 
کنیم.  می ( استفاده  7)  ةمارتینگل برای یافتن پاسخ مائلشاد. در این مقاله با تاجه به فرض کامل بادن بازار مالی از روش  می 

 بنابراین داریم  ؛است 𝑿𝑿(𝑻𝑻)تجمیع یا  ةدور( اعتبار مالی انباشته در پایان 7) ةمتغیر تصمیم مائل
                     𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
   𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏

𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐]                       (8          )  

 𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑸𝑸 [− ∫ 𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝒔𝒔

𝟎𝟎 𝒅𝒅𝒔𝒔 + 𝑿𝑿(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑻𝑻

𝟎𝟎
] ≤ 𝒙𝒙𝟎𝟎 

∑ 𝜔𝜔𝑖𝑖 = 1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
  . 

و 
بخش  در  است.   

تجمیع از ارزش    ةدوریافته تا زمان شروع  مارتینگلِ اختلاف ارزش اعتبار مالی تنزیل   ةدهد که میانگین تحت اندازاولین قید مائله نشان می
گذاری باشد. ابتدا با حل این  تجمیع، باید کمتر از مقدار اولیه در دستر  برای سرمایه  ةدورگرفته در طال  های صاردیافته پرداختتنزیل

کنیم. میسازی غیرخلی را به کمک تابع لاگران  حل بهینه ةآوریم. مائلدست میه را ب 𝑋𝑋∗(𝑇𝑇) ةمالی نهایی بهینمائله اعتبار 

 آید برابر است با دست میه ( ب7)  ةپیروی از مائلبا  ی گذارتجمیع سرمایه ةدورای که در پایان سبد بهینهارزش : 2 ةقضی
 𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − 𝝀𝝀𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻

𝟎𝟎 𝒎𝒎(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)  (9   )  
,𝒎𝒎(𝟎𝟎تجمیع،    ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  که در آن 𝑻𝑻)  عینی بازار نابت به    ة نیکادیم انداز –مشتق رادون

 :شادزیر حاصل می ةضری  لاگران  است که از رابل 𝝀𝝀مارتینگل ریاک خنثی و  ةانداز

𝝀𝝀 = 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)−∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔−𝒙𝒙𝟎𝟎

𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆−𝟐𝟐 ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎 𝒎𝒎𝟐𝟐(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

  ( .10        )  

 :صارد زیر بازنایای کردرا به  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) ةتاان جاا  بهینهمچنین می
𝑿𝑿∗(𝑻𝑻) = 𝜸𝜸 − (𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻)𝜸𝜸(𝟎𝟎, 𝑻𝑻)𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟏𝟏𝐞𝐞𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)     (11 )    

,𝛷𝛷(𝑡𝑡  که در آن تابع 𝑇𝑇)  صارد به 

𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) = − ∫ 𝑟𝑟(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑇𝑇

𝑡𝑡
− 1

2 ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)
𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑢𝑢 − ∫ 𝜉𝜉(𝑢𝑢, 𝑙𝑙)𝑇𝑇

𝑇𝑇

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢) .

 . شاد تعری  می

گانه  تااند بدون پذیرش هیچگذار میای که سرمایهبرابر است با اعتبار مالی  𝜒𝜒𝑇𝑇است. مقدار    محارهدفسازی روش  کلید اصلی پیاده  𝜒𝜒𝑇𝑇مقدار  
اعتبار مالی   ةشدارزش تجمیع  𝜒𝜒𝑇𝑇دست آورد.  ه  تجمیع ب  ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک یا حاا  بانکی در طال  ریاک و تنها با سرمایه

زیر محاسبه    ةاند و از رابلصفر تنزیل شده  ةتجمیع است که همگی تا لحظ  ةدورگرفته به طرح بیمه در طال  های صاردو پرداخت   𝑥𝑥0 ةاولی
 :شادمی

𝝌𝝌𝑻𝑻 = 𝒙𝒙𝟎𝟎+∫ 𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔,𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝟎𝟎
𝜸𝜸(𝟎𝟎,𝑻𝑻)    (12  .          )  

 
𝝌𝝌𝑻𝑻    گذاری انتظار دارد در مقابل پذیرش ریاک و  بنابراین هر سرمایه  ؛تجمیع است  ةدورارزش اعتبار مالی انباشته بدون ریاک در پایان

یک کران پایین   𝝌𝝌𝑻𝑻دست آورد. بنابراین  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻ای فراتر از  گذاری بخشی از اعتبار مالی خاد در دارایی ریاکی، اعتبار مالی نهایی سرمایه
انباشته خااهد باد و اهداف هر سرمایه با میزان ریاک  برای هدف نهایی اعتبار مالی  یا  گذار متناس   صارد وی به  گریزی ریاکپذیری 

 شاد. بیان می 𝝌𝝌𝑻𝑻تر از واحد از  ضریبی بزرگ
برای تشکیل های در دستر   دارایی  ةهای بهینوزن  که  ،𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)گذاری یا  سرمایه  ةسبد بهین  ةبا در نظر گرفتن مفروضاد مائل  :3  ةقضی

 :آیددست میه زیر بد صاربه ،کندرا تعیین میسبد بهینه 

𝝎𝝎∗(𝒕𝒕) = (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔 − 𝑿𝑿∗(𝒕𝒕)𝑻𝑻

𝒕𝒕 ) (∑′)−𝟏𝟏𝝃𝝃  

+(∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏 (𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻) − ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕

𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻
𝒕𝒕 )

𝝏𝝏𝝏𝝏(𝒕𝒕) + (𝑿𝑿∗(𝒕𝒕) + 

 ∫ 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝒔𝒔[𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)]𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝒔𝒔)𝒅𝒅𝒔𝒔𝑻𝑻

𝒕𝒕 − 𝜸𝜸𝜸𝜸(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)) (∑′)−𝟏𝟏𝜴𝜴′
𝝏𝝏𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]

𝝏𝝏𝒛𝒛(𝒕𝒕)
𝑬𝑬𝒕𝒕[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]     (13 ) .  

اثباد به مقالبرای   ,𝛷𝛷(𝑡𝑡مراجعه کنید. اگر      ةجزئیاد  𝑇𝑇)  از دارای تازیع گاسی باشد می تاان 
 :سازی زیر استفاده کردساده

𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]−1 𝜕𝜕𝐸𝐸𝑡𝑡[𝑒𝑒2𝛷𝛷(0,𝑇𝑇)]
𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) = 2 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝐿𝐿(𝑡𝑡) (𝐸𝐸𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)] + 𝑉𝑉𝑡𝑡[𝛷𝛷(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)]). 

از   

منجر   عیتجم  ة دور  انی نامللا  در پا  یجیبه نتا  تااندیم  ریمتغ  نیهاتند. ثابت در نظر گرفتن ا   یتصادف  ی ریاثر بگذارد، متغ  هیسرما   ی تخص
 شاد.

 پژوهش ی شناسروش

 محارهدف ةواریانس به مائل – میانگین ةتبدیل مائل

با مشارکت معین برای تعیین نر  ریاکگذاران در طرح سرمایهاغل    بازنشاتگی  با سختیهای  رو هاتند. تعیین  بههایی روگریزی خاد 
گذاران به همراه دارد. به همین دلیل مشخ   ، عدم شفافیت بایاری را برای سرمایه𝜶𝜶ی مانند  ال  یک مقدار کمّقگریزی در  میزان ریاک

هدف نهایی    دلیلتر است. به همین  مناس گذاران  برای سرمایه   𝜸𝜸مبلغی همچان    مثلاًگذاری با واحد پال  سرمایه   ةدورکردن هدف نهایی  
دست آمد.  ه  ب  𝝌𝝌𝑻𝑻که در فرمال    کنیمتعیین میصارد ضریبی از اعتبار مالی قابل حصال بدون ریاک  گذار را بهسرمایه
زای پارامتر برون  𝜶𝜶آورد که در آن    به دست(  7)   ة معادل از طریق حل مائل  طاربهتاان  ( را می6)   ةمائلجاا   که  نشان دادند    
𝜷𝜷  صاردمائله به  𝜷𝜷آنگاه    ،( باشد6)   ةجاا  مائل  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)  گریزی است و اگرریاک ≔ 𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝜶𝜶𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)]   شاد. حال تعری  می

𝜸𝜸صارد  به  محارهدف  ةمائل  𝜸𝜸واریانس،   –میانگین  ةدر مائل  حاصل  𝜷𝜷و    𝜶𝜶به کمک   = 𝜷𝜷
𝟐𝟐𝜶𝜶  ة تاان مائلآن می  ةوسیله مشخ  شده و ب 

 داریم ( 11)  ةو رابل بالا ( را حل کرد. با تاجه به روابط 7)   محارهدفمعادل 

𝜶𝜶 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝜸𝜸 − 𝝌𝝌𝑻𝑻) 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)]−𝟐𝟐𝑬𝑬𝟎𝟎[𝒆𝒆𝟐𝟐𝜱𝜱(𝟎𝟎,𝑻𝑻)] 

𝜶𝜶عکس دارند و همچنین    ةبا یکدیگر رابل  𝜸𝜸و    𝜶𝜶بنابراین   > 𝜸𝜸اگر و تنها اگر    𝟎𝟎 > 𝝌𝝌𝑻𝑻  گذار کران پایینی  دیگر هدف سرمایهعبارد. به
𝜸𝜸و این فرض که    ( 11)   ةبر رابل  است. بنا   𝝌𝝌𝑻𝑻تجمیع یا    ةدورگذاری در دارایی بدون ریاک در تمام طال  دارد که همان سرمایه − 𝝌𝝌𝑻𝑻 >

همااره   𝜸𝜸کند. بنابراین  می  ایفاگذار  نقش کران بالایی را برای اعتبار مالی سرمایه  𝜸𝜸گذار هرگز به هدف نهایی خاد نخااهد رسید و  ، سرمایه𝟎𝟎
𝜿𝜿ضریبی مانند   > گذار به طرح بیمه و نر  بهره و همچنین دینامیک قیمت های سرمایهاست. در بخش آتی دینامیک پرداخت  𝝌𝝌𝑻𝑻از    𝟏𝟏

های در دستر   یعنی نر  بهره و درآمد کارکنان و دارایی  ،کنیم. با مشخ  شدن بازار مالی مائله دارایی ریاکی و بدون ریاک را تعیین می
 . کنیمدر این حالت خاص حل می ،که در حالت کلی ملرح شدرا تصادفی   ةکنترل بهین  ةتجمیع، مائل ةدوربرای تشکیل سبد سرمایه در 

 
 تصادفی   ةکنترل بهین  ةسازی و حل مائلپیاده

که  را   𝐿𝐿(𝑡𝑡)شرراد. بردار تصررادفی با تاجه به آن بررسرری می  ةکنترل بهین  ةپردازیم که ماررئلای میدر این بخش ابتدا به معرفی بازار مالی
گذار تعری  بدون ریاررک و درآمد سرررمایه ةدو متغیر حالت نر  بهر  متغیر حالت و بیانگر عاامل تصررادفی ماجاد در بازار اسررت تاسررط

گذاری اسرررت.  های ماجاد برای سررررمایهکه قیمت داراییکنیم  را بیان می 𝑃𝑃(𝑡𝑡)کنیم. همچنین دو دینرامیرک قیمت برای تعیین بردار  می
تصرادفی   ةکنترل بهین  ةبه حل مارئل شردشرده ملابق با حالت کلی مارئله که در بخش قبل بررسری  سرپس با تاجه به حالت خاص تعیین

 آوریم.می به دستو جاا  صریح مائله را  پردازیممی

 های در دستر معرفی دینامیک فضای حالت و دارایی

گذار به طرح بیمه از مدلی با دو عامل )محرک( حرکت  های سرررمایهدینامیک نر  بهره بدون ریاررک از مدل وسرریچک و دینامیک پرداخت
 ةتحرت انرداز  هراآنهارررتنرد کره در ادامره بره معرفی دینرامیرک    𝐿𝐿(𝑡𝑡)هرای حرالرت مارررئلره یرا همران بردار  کنرد. این دو متغیربراونی تبعیرت می
 مدل وسیچک  همان ،𝑟𝑟(𝑡𝑡) ةنر  بهرمدل  .پردازیممی 𝑃𝑃  احتمال عینی

𝑑𝑑𝑟𝑟(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎(𝑏𝑏 − 𝑟𝑟(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑑𝑑𝑊𝑊𝑟𝑟(𝑡𝑡) 

𝑟𝑟(0)که در آن   اسررت. = 𝑟𝑟0  های  و پارامتر𝑎𝑎،𝑏𝑏    و𝜎𝜎𝑟𝑟 بدون  ةترتی  سرررعت بازگشررت به میانگین، میانگین بلندمدد و تلاطم نر  بهربه
ها  گذار به طرح بیمه با مشرارکت معین درصردی از درآمد وی خااهد باد. بنابراین دینامیک این پرداختهای سررمایهریارک هارتند. پرداخت

 تأثیرشراد. بدون ریارک و دارایی ریارکی تعیین می ةگیریم. درآمد هر شرخ  مرتبط با نر  بهررا معادل دینامیک درآمد فرد در نظر می
ها و مراکز صرنعتی بزرگ، تغییراد ارزش سرهام بر شراد که در اکثر این شررکتدارایی ریارکی بر درآمد کارکنان یک شررکت از آنجا ناشری می

گذار به طرح بیمه از مدل انتشرار زیر با دو های سررمایهگذارد. با تاجه به این مفروضراد دینامیک پرداختمارتقیم می تأثیردرآمد کارکنان  
 کند.عامل حرکت براونی پیروی می

مانند  ضریبی  همواره   

  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸 [𝑳𝑳(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] = 𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑭𝑭𝑻𝑻[𝑳𝑳(𝑻𝑻)]𝑩𝑩(𝒕𝒕, 𝑻𝑻)        (4)  

,𝑩𝑩(𝒕𝒕که  طاری هب 𝑻𝑻) =  𝑬𝑬𝒕𝒕
𝑸𝑸[𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝑻𝑻

𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒖𝒖] . 
  ة شاد. حال دینامیک اعتبار مالی انباشت تر بررسی میگذار راحتتجمیع سرمایه  ةدورها به طرح بیمه در طال  پرداخت  تأثیربه کمک این رابله  

 کنیم.  تجمیع را تعیین می ةدورفرد در هر زمان تا پیش از پایان 
,𝒄𝒄(𝒕𝒕تجمیع را با    ةدوردر  بازه  تصادفی فرد به طرح بیمه در هر  های  پرداختاگر    :5  ةگزار 𝒍𝒍) > های  شده در دارایی گذاری و درصد سرمایه  𝟎𝟎

𝝎𝝎(𝒕𝒕)ریاکی در هر دوره را نیز با   = (𝝎𝝎𝟏𝟏(𝒕𝒕), … , 𝝎𝝎𝒏𝒏(𝒕𝒕))  گذار دینامیک اعتبار مالی سرمایهآنگاه  ،دهیمنشان𝑿𝑿(𝒕𝒕) صارد هب 
𝒅𝒅𝑿𝑿(𝒕𝒕) = (𝑿𝑿(𝒕𝒕)𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝒄𝒄(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)(𝝁𝝁(𝒕𝒕, 𝒍𝒍) − 𝒓𝒓(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝟏𝟏))𝒅𝒅𝒕𝒕 + 𝝎𝝎′(𝒕𝒕)∑(𝒕𝒕, 𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒕𝒕)       (5)  

.    خااهد باد
 

 یتصادف ةن ی کنترل به ةمائل

 صارد گذار بهتصادفی سرمایه ةکنترل بهین  ةمائل  مدل  اگر :1 ةقضی
   𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
𝜶𝜶𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)] − 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿(𝑻𝑻)]       (6)  

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎(𝑻𝑻) = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

𝜶𝜶 که در آن > های بردار وزنتاان  آنگاه می  ،کند( تبعیت  5) گذار در هر لحظه از دینامیک  گریزی و اعتبار مالی سرمایهریاک  ةدرج  𝟎𝟎
    معادل ةرا از طریق حل مائل 𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)  ةبهین

(7          ) 𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏
𝝎𝝎

𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐] 

𝒔𝒔. 𝒕𝒕.  ∑ 𝝎𝝎𝒎𝒎 = 𝟏𝟏
𝒏𝒏

𝒎𝒎=𝟏𝟏
 

 .ت اس عیتجم ةدور انیدر پا یاز اعتبار مال  گذارهیسرما ییدف نهاه 𝜸𝜸دست آورد که در آن  هب
های بهینه  نهایی حاصل از پیروی از وزن  ةاعتبار مالی انباشت  𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)آنگاه    ،باشد  𝝎𝝎∗(𝒕𝒕)های بهینه  مائله بردار وزن  اگر جاا 
,𝑽𝑽𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])های مرت   ای از زوجمرز کارای این مائله با مجماعه  و  است 𝑬𝑬𝟎𝟎[𝑿𝑿∗(𝑻𝑻)])  ای  مرز کارا مجماعه  شاد.می   عیینت

ازای هر سلح  دهند و بهازای هر سلح ریاک معین، بیشترین بازده را ارائه می گذاری است که به سبد سرمایه   ةهای بهیناز ترکی 
 د. هایی است که از نظر ریاک و بازده، بهینه و غیرقابل بهباد هاتندارند. این مرز نمایانگر انتخا بازده معین، کمترین ریاک را  

  ة کنترل بهین   ةهای حل مائلتجمیع است. استفاده از روش  ةدورگذار از اعتبار مالی در پایان  هدف نهایی سرمایه  𝜸𝜸  (7)  ةرابلدر  
ها نقش هدف نهایی اعتبار مالی در  مزایای فراوانی دارد. حین استفاده از این روش  محارهدف های  استرات ی   ةوسیلتصادفی به 

انتخا  هدف  گذاران غیرحرفهعلاوه برای سرمایهشاد. به تر میتجمیع پررنگ  ةدورگذاری در طال  تعیین استرات ی سرمایه ای 
انباشته  اعتبار مالی  با  ارتباط  انتهای  نهایی در  به  ةدورشان در  پارامتر مرات  ساده تجمیع امری  از یک  انتخا  یک مقدار  از  تر 

 کنیم. ( را حل می 7معادل ) ة( مائل6) ةجای مائلاست. به همین دلیل به  گریزی ریاک ةپیچیده مانند درج
شاد. اگر بازار مالی در  در ملالعاد مرباط به تعیین استرات ی بهینه برای طرح بیمه با مشارکت معین دو روش کلی پیگیری می

برنامه از روش  باشد  ناکامل  استفاده  دستر   بهینه  استرات ی  یافتن  برای  مارتینگل  از روش  باشد  کامل  بازار  اگر  و  پایا  ریزی 
کنیم.  می ( استفاده  7)  ةمارتینگل برای یافتن پاسخ مائلشاد. در این مقاله با تاجه به فرض کامل بادن بازار مالی از روش  می 

 بنابراین داریم  ؛است 𝑿𝑿(𝑻𝑻)تجمیع یا  ةدور( اعتبار مالی انباشته در پایان 7) ةمتغیر تصمیم مائل
                     𝒎𝒎𝒎𝒎𝒏𝒏

𝝎𝝎
   𝑬𝑬𝟎𝟎 [𝟏𝟏

𝟐𝟐 (𝑿𝑿(𝑻𝑻) − 𝜸𝜸)𝟐𝟐]                       (8          )  

 𝒔𝒔. 𝒕𝒕.   𝑬𝑬𝟎𝟎
𝑸𝑸 [− ∫ 𝒄𝒄(𝒔𝒔, 𝒍𝒍)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝒔𝒔

𝟎𝟎 𝒅𝒅𝒔𝒔 + 𝑿𝑿(𝑻𝑻)𝒆𝒆− ∫ 𝒓𝒓(𝒖𝒖,𝒍𝒍)𝒅𝒅𝒖𝒖𝑻𝑻
𝟎𝟎

𝑻𝑻

𝟎𝟎
] ≤ 𝒙𝒙𝟎𝟎 

∑ 𝜔𝜔𝑖𝑖 = 1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
  . 

بنابراین 
بهره  نرخ  و  بیمه  طرح  به  س رمایه گذار  پرداخت های  دینامیک  آتی 
و همچنین دینامیک قیمت دارایی ریسکی و بدون ریسک را تعیین 
می کنیم. با مشخص شدن بازار مالی مسئله، یعنی نرخ بهره و درآمد 
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کارکنان و دارایی های در دسترس برای تشکیل سبد سرمایه در دورة 
تجمیع، مسئلة کنترل بهینة تصادفی را که در حالت کلی مطرح شد، 

در این حالت خاص حل می کنیم.

 پیاده سازی و حل مسئلة کنترل بهینة تصادفی 
در این بخش ابتدا به معرفی بازار مالی ای می پردازیم که مسئلة 
) را  )L t کنترل بهینة تصادفی با توجه به آن بررسی می شود. بردار 
که متغیر حالت و بیانگر عوامل تصادفی موجود در بازار است توسط 
دو متغیر حالت نرخ بهرة بدون ریسک و درآمد سرمایه گذار تعریف 
را   ( )P t بردار  تعیین  برای  قیمت  دینامیک  دو  می کنیم. همچنین 
بیان می کنیم که قیمت دارایی های موجود برای سرمایه گذاری است. 
سپس با توجه به حالت خاص تعیین شده مطابق با حالت کلی مسئله 
بهینة تصادفی  به حل مسئلة کنترل  بررسی شد  که در بخش قبل 

می پردازیم و جواب صریح مسئله را به دست می آوریم.

 معرفی دینامیک فضای حالت و دارایی های در دسترس
دینامیک  و  وسیچک  مدل  از  ریسک  بدون  بهره  نرخ  دینامیک 
پرداخت های سرمایه گذار به طرح بیمه از مدلی با دو عامل )محرک( 
حرکت براونی تبعیت می کند. این دو متغیر های حالت مسئله یا همان 
) هستند که در ادامه به معرفی دینامیک آن ها تحت اندازة  )L t بردار 
مدل  همان   ، ( )r t بهرة  نرخ  مدل  می پردازیم.   P عینی  احتمال 

وسیچک 
 ( ) ( )( ) ( )r rdr t a b r t dt dW tσ= − +

rσ به ترتیب  a و  ،b ) و پارامتر های  ) 00r r= است. که در آن 
بهرة  نرخ  تلاطم  و  بلندمدت  میانگین  میانگین،  به  بازگشت  سرعت 
با  بیمه  طرح  به  سرمایه گذار  پرداخت های  هستند.  ریسک  بدون 
مشارکت معین درصدی از درآمد وی خواهد بود. بنابراین دینامیک 
می گیریم.  نظر  در  فرد  درآمد  دینامیک  معادل  را  پرداخت ها  این 
درآمد هر شخص مرتبط با نرخ بهرة بدون ریسک و دارایی ریسکی 
تعیین می شود. تأثیر دارایی ریسکی بر درآمد کارکنان یک شرکت از 
آنجا ناشی می شود که در اکثر این شرکت ها و مراکز صنعتی بزرگ، 
با  تأثیر مستقیم می گذارد.  کارکنان  درآمد  بر  ارزش سهام  تغییرات 
به طرح  پرداخت های سرمایه گذار  دینامیک  این مفروضات  به  توجه 

بیمه از مدل انتشار زیر با دو عامل حرکت براونی پیروی می کند.
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  c cr r cs sdc t c t dt c t dW t c t dW tµ σ σ= + +

 ( ) 00c c= یکدیگرند،  از  مستقل   ( )sW t و  آن   در  که 
نیز   csσ و   crσ همچنین  است.  درآمد  دینامیک  رانش   cµ و 
به ترتیب همبستگی درآمد با نرخ بهره و همبستگی درآمد با دارایی 
ریسکی هستند. تمامی پارامتر های معرفی شده در دو دینامیک فوق 
rξ را ثابت فرض می کنیم  و  sξ ثابت اند. قیمت های بازاری ریسک  
و   P اندازه های  تحت  ارائه شده  دینامیک های  آماری  ویژگی های  تا 
Q تغییر نکند. درصورتی که نرخ بهره با مدل  اندازة مارتینگل معادل 

وسیچک تعیین شود قیمت ورقة قرضة صفر کوپن از روابط زیر و به 
:(Bjork, 2009) کمک پارامتر های دینامیک نرخ بهره تعیین می شود

 
( ) ( ) ( ) ( ), ,, f t T g t T r tB t T e −=

که در آن
 

( )
( )

( )
( )( )222

2 3

11,
2 4

a T ta T t
rr r r

eef t T T t b
a a a a

σσ ξ σ
− −− − −  −

= − − − − −     و 
 

( )
( )1,

a T teg t T
a

− −−
=

سبد سرمایه گذار در دوران تجمیع سرمایه از یک دارایی بدون 
ریسک و یک دارایی ریسکی تشکیل شده است. دارایی بدون ریسک 
تا سررسید آن را  باقی مانده  ورقة قرضة صفر کوپنی است که زمان 
K نشان می دهیم و دینامیک قیمت آن به صورت زیر  با مقدار ثابت 

تعیین می شود:
 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )0,  0,K K r r K r rdB t B t r t g K dt B t g K dW tσ ξ σ= − + −

t تلاطم  ، rσ ) نرخ بهره بدون ریسک در زمان  )r t که در آن 
بدون  قرضه  ورقة  ریسک  بازاری  قیمت   rξ و  بهره  نرخ  دینامیک 
کوپن هستند. دارایی ریسکی را سهام در نظر می گیریم. سهام و نرخ 
بهره بدون ریسک دارای همبستگی هستند، زیرا تغییرات نرخ بهره 
بدون ریسک در انتخاب سرمایه گذاران دربارة سرمایه گذاری در بورس 
با افزایش نرخ بهره، سرمایه گذاران  یا بانک تأثیر می گذارد. در واقع 
انتظار افزایش بازدهی در بازار بورس را دارند تا ریسکی را توجیه کند 
که در این بازار متحمل می شوند. به دلیل وجود این همبستگی برای 
تعیین دینامیک قیمت دارایی ریسکی از مدل دوعاملی زیر استفاده 

می کنیم:
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )r sr s s sr r s sdS t S t r t dt S t dW t S t dW tξ σ ξ σ σ σ= + + + +

) قیمت بازاری ریسک  )KB t ، sξ که در آن علاوه بر پارامتر های
بیانگر  به ترتیب  نیز   sσ و   srσ همچنین  می دهد.  نشان  را  سهام 
همبستگی بین نرخ بهره و قیمت سهام و تلاطم قیمت سهام هستند.

 جواب صریح مسئلة کنترل بهینة تصادفی
با استفاده از دینامیک های ارائه شده در بخش قبل برای تعریف 
فضای حالت بازار مالی و دارایی های موجود در سبد سرمایه گذار جواب 
مسئلة کنترل بهینة تصادفی متناظر را که در رابطة )11( معرفی شد، 
) است که  ),t TΦ ) تابعی از  )*X T به دست می آوریم. پاسخ بهینة 
در حالت خاص مورد بحث دارای توزیع نرمال است و به صورت زیر 

تعریف می شود:
 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( )

2 21 1,
2

1  .

a T t

r s

a T tT T

r r r s st t

et T b T t r t b
a

e dW u dW u
a

ξ ξ

σ ξ ξ

− −

− −

− Φ = − + + − − − 
 

 −
− + −  

 
∫ ∫
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مالی  اعتبار  تخصیص  بهینة  مقدار  به صورت   )7( مسئلة  جواب 
تجمیع شده به هریک از دارایی های بدون ریسک و یا ریسکی تعیین 
می شود. اعتبار مالی تجمیع شده را می توان در دو دارایی مشخص شده 
سرمایه گذاری کرد یا به صورت نقدی در سبد نگاه داشت. بنا به قضیة 
3، جواب صریح دربارة نحوة تخصیص اعتبار مالی به دارایی ها که از 
حل مسئلة کنترل بهینة تصادفی به دست می آید، به صورت زیر است:

شراد.  های بدون ریارک و یا ریارکی تعیین میک از دارایییشرده به هرتخصری  اعتبار مالی تجمیع ةمقدار بهین صراردبه(  7)   ةجاا  مارئل
جاا  ،  3  ةبنا به قضینقدی در سبد نگاه داشت.    صاردبهگذاری کرد یا  شده سرمایهمشخ تاان در دو دارایی  شده را میاعتبار مالی تجمیع

 :زیر است صاردبه  ،آیدمی به دستتصادفی  ةکنترل بهین  ةها که از حل مائلتخصی  اعتبار مالی به دارایی ةنحا ةصریح دربار

ω𝑟𝑟
∗ (t) = − (𝜎𝜎𝑠𝑠 − 𝜉𝜉𝑟𝑟𝜎𝜎𝑠𝑠𝑟𝑟 + 2𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)𝜎𝜎𝑟𝑟𝜎𝜎𝑠𝑠

𝑔𝑔(0, 𝐾𝐾)𝜎𝜎𝑟𝑟𝜎𝜎𝑠𝑠
) ×

(γB(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) − ∫ 𝐸𝐸𝑡𝑡
𝐹𝐹𝑠𝑠[𝑐𝑐(𝑠𝑠, 𝑙𝑙)]B(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠 − 𝑋𝑋∗(𝑇𝑇)

𝑇𝑇

𝑡𝑡
)

+
γ𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)B(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) − ∫ 𝐸𝐸𝑡𝑡

𝐹𝐹𝑠𝑠[𝑐𝑐(𝑠𝑠)]𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)B(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠𝑇𝑇
𝑡𝑡
𝑔𝑔(0, 𝐾𝐾)

+𝑐𝑐(𝑡𝑡) 𝜎𝜎𝑠𝑠𝜎𝜎𝑐𝑐𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑠𝑠𝑟𝑟𝜎𝜎𝑐𝑐𝑠𝑠
𝜎𝜎𝑟𝑟𝜎𝜎𝑠𝑠

∫ 𝑒𝑒(𝜇𝜇𝑐𝑐−𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝜉𝜉𝑐𝑐−𝑔𝑔(0,𝐾𝐾)𝜎𝜎𝑐𝑐𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐−𝜎𝜎𝑐𝑐𝑠𝑠𝜉𝜉𝑠𝑠)(𝑠𝑠−𝑡𝑡)B(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠𝑇𝑇
𝑡𝑡

𝑔𝑔(0, 𝐾𝐾)

 

 و

ω𝑠𝑠
∗(t) = 𝜉𝜉𝑠𝑠 

𝜎𝜎𝑠𝑠
(γB(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) − ∫ 𝐸𝐸𝑡𝑡

𝐹𝐹𝑠𝑠[𝑐𝑐(𝑠𝑠, 𝑙𝑙)]B(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠 − 𝑋𝑋∗(𝑇𝑇)
𝑇𝑇

𝑡𝑡
)

−𝑐𝑐(𝑡𝑡) 𝜎𝜎𝑐𝑐𝑠𝑠
𝜎𝜎𝑠𝑠

∫ 𝑒𝑒(𝜇𝜇𝑐𝑐−𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝜉𝜉𝑐𝑐−𝑔𝑔(0,𝐾𝐾)𝜎𝜎𝑐𝑐𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐−𝜎𝜎𝑐𝑐𝑠𝑠𝜉𝜉𝑠𝑠)(𝑠𝑠−𝑡𝑡)B(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑇𝑇

𝑡𝑡
,

 

ω𝑟𝑟که در آن 
∗ (t) تخصری  اعتبار مالی به دارایی بدون ریارک و  ةمقدار بهینω𝑠𝑠

∗(t) تخصری  اعتبار مالی به دارایی ریارکی  ةمقدار بهین
آمده برای جاا  دسررتبهدر روابط   هاآنگذاری  شررده و جای های معرفیهای دینامیکاسررت. در بخش بعد با تعیین پارامتر  𝑡𝑡در هر زمان 

 .کنیممیهای تاریخی بازار مالی ایران بررسی تصادفی، این مائله را در چهارچا  داده  ةکنترل بهین  ةمائل

 

 نتایج و بحث

. در این مقاله برای برآورد کنیممیرا بررسی    13/8/1402تا    13/8/1394ساله از    8زمانی    ةهای تاریخی ایران در بازدر این بخش داده
و های تاریخی نر  بهره بدون ریاک ایران، شاخ  بار  ایران ترتی  دادهقرضه به   ةهای دینامیک نر  بهره، سهام و ورقپارامتر

ب  بدون کاپن )اخزا(   ةاوراق قرض از میانگین درآمد های سرمایه بریم. همچنین برای تعیین پارامترهای دینامیک پرداختیکار می ه  را  گذار 
  کند به روش برآورد که از مدل وسیچک پیروی میرا  های دینامیک نر  بهره  کنیم. پارامترهای شهری در ایران استفاده میخاناار  ةسالان
  گردآوری شده است. 1جدول آمده در این بخش در دستبههای زنیم. پارامترنمایی تخمین میدرست بیشینه

های تاریخیهای برآوردشده از دادهپارامتر . 1 جدول

درآمد

𝒄𝒄(𝒕𝒕)

اعتبار مالی 

𝝌𝝌𝑻𝑻
 

قرضه   ةورق

𝑩𝑩𝑲𝑲(𝒕𝒕) 

سهام

𝑺𝑺(𝒕𝒕) 

بدون ریاک  ةنر  بهر

𝒓𝒓(𝒕𝒕) 
𝒄𝒄𝟎𝟎 =
𝝁𝝁𝒄𝒄 =
𝝈𝝈𝒄𝒄𝒓𝒓 =
𝝈𝝈𝒄𝒄𝒄𝒄 =

𝑥𝑥0 =
𝑇𝑇 =

𝐾𝐾 =𝜎𝜎𝑠𝑠 =
𝜎𝜎𝑠𝑠𝑟𝑟 =
𝜉𝜉𝑠𝑠 =

a =
b =
𝜎𝜎𝑟𝑟 =
𝜉𝜉𝑟𝑟 =

 

های ماجاد در  اعتبار مالی به هریک از دارایی   ةتخصی  بهین   ةآمده برای نحادستبهو با استفاده از روابط    1جدول  های  با تاجه به پارامتر
های ماجاد داراییبا تاجه به ماهیت تصادفی دهیم.تجمیع سرمایه را نمایش می ةدورمتفاود تحققی از این سبد در   ی سبد، در سه سناریا

 

 

شراد.  های بدون ریارک و یا ریارکی تعیین میک از دارایییشرده به هرتخصری  اعتبار مالی تجمیع ةمقدار بهین صراردبه(  7)   ةجاا  مارئل
جاا  ،  3  ةبنا به قضینقدی در سبد نگاه داشت.    صاردبهگذاری کرد یا  شده سرمایهمشخ تاان در دو دارایی  شده را میاعتبار مالی تجمیع

 :زیر است صاردبه  ،آیدمی به دستتصادفی  ةکنترل بهین  ةها که از حل مائلتخصی  اعتبار مالی به دارایی ةنحا ةصریح دربار

ω𝑟𝑟
∗ (t) = − (𝜎𝜎𝑠𝑠 − 𝜉𝜉𝑟𝑟𝜎𝜎𝑠𝑠𝑟𝑟 + 2𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)𝜎𝜎𝑟𝑟𝜎𝜎𝑠𝑠

𝑔𝑔(0, 𝐾𝐾)𝜎𝜎𝑟𝑟𝜎𝜎𝑠𝑠
) ×

(γB(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) − ∫ 𝐸𝐸𝑡𝑡
𝐹𝐹𝑠𝑠[𝑐𝑐(𝑠𝑠, 𝑙𝑙)]B(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠 − 𝑋𝑋∗(𝑇𝑇)

𝑇𝑇

𝑡𝑡
)

+
γ𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)B(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) − ∫ 𝐸𝐸𝑡𝑡

𝐹𝐹𝑠𝑠[𝑐𝑐(𝑠𝑠)]𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)B(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠𝑇𝑇
𝑡𝑡
𝑔𝑔(0, 𝐾𝐾)

+𝑐𝑐(𝑡𝑡) 𝜎𝜎𝑠𝑠𝜎𝜎𝑐𝑐𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑠𝑠𝑟𝑟𝜎𝜎𝑐𝑐𝑠𝑠
𝜎𝜎𝑟𝑟𝜎𝜎𝑠𝑠

∫ 𝑒𝑒(𝜇𝜇𝑐𝑐−𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝜉𝜉𝑐𝑐−𝑔𝑔(0,𝐾𝐾)𝜎𝜎𝑐𝑐𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐−𝜎𝜎𝑐𝑐𝑠𝑠𝜉𝜉𝑠𝑠)(𝑠𝑠−𝑡𝑡)B(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠𝑇𝑇
𝑡𝑡

𝑔𝑔(0, 𝐾𝐾)

 

 و

ω𝑠𝑠
∗(t) = 𝜉𝜉𝑠𝑠 

𝜎𝜎𝑠𝑠
(γB(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) − ∫ 𝐸𝐸𝑡𝑡

𝐹𝐹𝑠𝑠[𝑐𝑐(𝑠𝑠, 𝑙𝑙)]B(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠 − 𝑋𝑋∗(𝑇𝑇)
𝑇𝑇

𝑡𝑡
)

−𝑐𝑐(𝑡𝑡) 𝜎𝜎𝑐𝑐𝑠𝑠
𝜎𝜎𝑠𝑠

∫ 𝑒𝑒(𝜇𝜇𝑐𝑐−𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝜉𝜉𝑐𝑐−𝑔𝑔(0,𝐾𝐾)𝜎𝜎𝑐𝑐𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐−𝜎𝜎𝑐𝑐𝑠𝑠𝜉𝜉𝑠𝑠)(𝑠𝑠−𝑡𝑡)B(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑇𝑇

𝑡𝑡
,

 

ω𝑟𝑟که در آن 
∗ (t) تخصری  اعتبار مالی به دارایی بدون ریارک و  ةمقدار بهینω𝑠𝑠

∗(t) تخصری  اعتبار مالی به دارایی ریارکی  ةمقدار بهین
آمده برای جاا  دسررتبهدر روابط   هاآنگذاری  شررده و جای های معرفیهای دینامیکاسررت. در بخش بعد با تعیین پارامتر  𝑡𝑡در هر زمان 

 .کنیممیهای تاریخی بازار مالی ایران بررسی تصادفی، این مائله را در چهارچا  داده  ةکنترل بهین  ةمائل

 

 نتایج و بحث

. در این مقاله برای برآورد کنیممیرا بررسی    13/8/1402تا    13/8/1394ساله از    8زمانی    ةهای تاریخی ایران در بازدر این بخش داده
و های تاریخی نر  بهره بدون ریاک ایران، شاخ  بار  ایران ترتی  دادهقرضه به   ةهای دینامیک نر  بهره، سهام و ورقپارامتر

ب  بدون کاپن )اخزا(   ةاوراق قرض از میانگین درآمد های سرمایه بریم. همچنین برای تعیین پارامترهای دینامیک پرداختیکار می ه  را  گذار 
  کند به روش برآورد که از مدل وسیچک پیروی میرا  های دینامیک نر  بهره  کنیم. پارامترهای شهری در ایران استفاده میخاناار  ةسالان
  گردآوری شده است. 1جدول آمده در این بخش در دستبههای زنیم. پارامترنمایی تخمین میدرست بیشینه

های تاریخیهای برآوردشده از دادهپارامتر . 1 جدول

درآمد

𝒄𝒄(𝒕𝒕)

اعتبار مالی 

𝝌𝝌𝑻𝑻
 

قرضه   ةورق

𝑩𝑩𝑲𝑲(𝒕𝒕) 

سهام

𝑺𝑺(𝒕𝒕) 

بدون ریاک  ةنر  بهر

𝒓𝒓(𝒕𝒕) 
𝒄𝒄𝟎𝟎 =
𝝁𝝁𝒄𝒄 =
𝝈𝝈𝒄𝒄𝒓𝒓 =
𝝈𝝈𝒄𝒄𝒄𝒄 =

𝑥𝑥0 =
𝑇𝑇 =

𝐾𝐾 =𝜎𝜎𝑠𝑠 =
𝜎𝜎𝑠𝑠𝑟𝑟 =
𝜉𝜉𝑠𝑠 =

a =
b =
𝜎𝜎𝑟𝑟 =
𝜉𝜉𝑟𝑟 =

 

های ماجاد در  اعتبار مالی به هریک از دارایی   ةتخصی  بهین   ةآمده برای نحادستبهو با استفاده از روابط    1جدول  های  با تاجه به پارامتر
های ماجاد داراییبا تاجه به ماهیت تصادفی دهیم.تجمیع سرمایه را نمایش می ةدورمتفاود تحققی از این سبد در   ی سبد، در سه سناریا

و
 

شراد.  های بدون ریارک و یا ریارکی تعیین میک از دارایییشرده به هرتخصری  اعتبار مالی تجمیع ةمقدار بهین صراردبه(  7)   ةجاا  مارئل
جاا  ،  3  ةبنا به قضینقدی در سبد نگاه داشت.    صاردبهگذاری کرد یا  شده سرمایهمشخ تاان در دو دارایی  شده را میاعتبار مالی تجمیع

 :زیر است صاردبه  ،آیدمی به دستتصادفی  ةکنترل بهین  ةها که از حل مائلتخصی  اعتبار مالی به دارایی ةنحا ةصریح دربار

ω𝑟𝑟
∗ (t) = − (𝜎𝜎𝑠𝑠 − 𝜉𝜉𝑟𝑟𝜎𝜎𝑠𝑠𝑟𝑟 + 2𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)𝜎𝜎𝑟𝑟𝜎𝜎𝑠𝑠

𝑔𝑔(0, 𝐾𝐾)𝜎𝜎𝑟𝑟𝜎𝜎𝑠𝑠
) ×

(γB(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) − ∫ 𝐸𝐸𝑡𝑡
𝐹𝐹𝑠𝑠[𝑐𝑐(𝑠𝑠, 𝑙𝑙)]B(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠 − 𝑋𝑋∗(𝑇𝑇)

𝑇𝑇

𝑡𝑡
)

+
γ𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝑇𝑇)B(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) − ∫ 𝐸𝐸𝑡𝑡

𝐹𝐹𝑠𝑠[𝑐𝑐(𝑠𝑠)]𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)B(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠𝑇𝑇
𝑡𝑡
𝑔𝑔(0, 𝐾𝐾)

+𝑐𝑐(𝑡𝑡) 𝜎𝜎𝑠𝑠𝜎𝜎𝑐𝑐𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑠𝑠𝑟𝑟𝜎𝜎𝑐𝑐𝑠𝑠
𝜎𝜎𝑟𝑟𝜎𝜎𝑠𝑠

∫ 𝑒𝑒(𝜇𝜇𝑐𝑐−𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝜉𝜉𝑐𝑐−𝑔𝑔(0,𝐾𝐾)𝜎𝜎𝑐𝑐𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐−𝜎𝜎𝑐𝑐𝑠𝑠𝜉𝜉𝑠𝑠)(𝑠𝑠−𝑡𝑡)B(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠𝑇𝑇
𝑡𝑡

𝑔𝑔(0, 𝐾𝐾)

 

 و

ω𝑠𝑠
∗(t) = 𝜉𝜉𝑠𝑠 

𝜎𝜎𝑠𝑠
(γB(𝑡𝑡, 𝑇𝑇) − ∫ 𝐸𝐸𝑡𝑡

𝐹𝐹𝑠𝑠[𝑐𝑐(𝑠𝑠, 𝑙𝑙)]B(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠 − 𝑋𝑋∗(𝑇𝑇)
𝑇𝑇

𝑡𝑡
)

−𝑐𝑐(𝑡𝑡) 𝜎𝜎𝑐𝑐𝑠𝑠
𝜎𝜎𝑠𝑠

∫ 𝑒𝑒(𝜇𝜇𝑐𝑐−𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝜉𝜉𝑐𝑐−𝑔𝑔(0,𝐾𝐾)𝜎𝜎𝑐𝑐𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐−𝜎𝜎𝑐𝑐𝑠𝑠𝜉𝜉𝑠𝑠)(𝑠𝑠−𝑡𝑡)B(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠
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ب  بدون کاپن )اخزا(   ةاوراق قرض از میانگین درآمد های سرمایه بریم. همچنین برای تعیین پارامترهای دینامیک پرداختیکار می ه  را  گذار 
  کند به روش برآورد که از مدل وسیچک پیروی میرا  های دینامیک نر  بهره  کنیم. پارامترهای شهری در ایران استفاده میخاناار  ةسالان
  گردآوری شده است. 1جدول آمده در این بخش در دستبههای زنیم. پارامترنمایی تخمین میدرست بیشینه

های تاریخیهای برآوردشده از دادهپارامتر . 1 جدول

درآمد

𝒄𝒄(𝒕𝒕)

اعتبار مالی 

𝝌𝝌𝑻𝑻
 

قرضه   ةورق

𝑩𝑩𝑲𝑲(𝒕𝒕) 

سهام

𝑺𝑺(𝒕𝒕) 

بدون ریاک  ةنر  بهر

𝒓𝒓(𝒕𝒕) 
𝒄𝒄𝟎𝟎 =
𝝁𝝁𝒄𝒄 =
𝝈𝝈𝒄𝒄𝒓𝒓 =
𝝈𝝈𝒄𝒄𝒄𝒄 =

𝑥𝑥0 =
𝑇𝑇 =

𝐾𝐾 =𝜎𝜎𝑠𝑠 =
𝜎𝜎𝑠𝑠𝑟𝑟 =
𝜉𝜉𝑠𝑠 =

a =
b =
𝜎𝜎𝑟𝑟 =
𝜉𝜉𝑟𝑟 =

 

های ماجاد در  اعتبار مالی به هریک از دارایی   ةتخصی  بهین   ةآمده برای نحادستبهو با استفاده از روابط    1جدول  های  با تاجه به پارامتر
های ماجاد داراییبا تاجه به ماهیت تصادفی دهیم.تجمیع سرمایه را نمایش می ةدورمتفاود تحققی از این سبد در   ی سبد، در سه سناریا

.  مقدار بهینة تخصیص اعتبار مالی به دارایی  ( )*ù tr که در آن 
) مقدار بهینة تخصیص اعتبار مالی به دارایی  )*ù ts بدون ریسک و 
پارامتر های  تعیین  با  بعد  بخش  در  است.   t زمان  هر  در  ریسکی 
دینامیک های معرفی شده و جای گذاری آن ها در روابط به دست آمده 
برای جواب مسئلة کنترل بهینة تصادفی، این مسئله را در چهارچوب 

داده های تاریخی بازار مالی ایران بررسی می کنیم.

 نتایج و بحث
از  ساله   8 زمانی  بازة  در  ایران  تاریخی  داده های  بخش  این  در 
1394/8/13 تا 1402/8/13 را بررسی می کنیم. در این مقاله برای 
برآورد پارامتر های دینامیک نرخ بهره، سهام و ورقة قرضه به ترتیب 
داده های تاریخی نرخ بهره بدون ریسک ایران، شاخص بورس ایران 
 (IREX)و اوراق قرضة بدون کوپن )اخزا( را به کار می بریم. همچنین 
از  سرمایه گذار  پر داختی های  دینامیک  پارامترهای  تعیین  برای 

میانگین درآمد سالانة خانوار های شهری در ایران استفاده می کنیم. 
پارامتر های دینامیک نرخ بهره را که از مدل وسیچک پیروی می کند 
پارامتر های  می زنیم.  تخمین  درست نمایی  بیشینه  برآورد   روش  به 

به دست آمده در این بخش در جدول 1 گردآوری شده است. 
با توجه به پارامتر های جدول 1 و با استفاده از روابط به دست آمده 
دارایی های  از  هریک  به  مالی  اعتبار  بهینة  تخصیص  نحوة  برای 
در  سبد  این  از  تحققی  متفاوت  سناریوی  سه  در  سبد،  در  موجود 
دورة تجمیع سرمایه را نمایش می دهیم. با توجه به ماهیت تصادفی 
به ازای  مالی،  بازار  بر  حاکم  شرایط  و  سبد  در  موجود  دارایی های 
به دنبال  می پیماید.  را  متفاوتی  مسیر  بهینه  سبد  ارزش  تحقق،  هر 
از  فارغ   ، t زمان  در  سبد  تشکیل  برای  به دست آمده  بهینة  مقادیر 
احتمال  سرمایه گذاری،  تجمیع  دورة  پایان  در  سرمایه گذاری  نتیجة 
رسیدن به هدف ماکزیمم و احتمال ورشکستگی سرمایه گذار کمینه 
خواهد بود. برای ساخت سبد های سرمایه در طول دورة تجمیع سه 
یا  سرمایه گذار  ریسک گریزی  میزان  با  ارتباط  در  متفاوت  استراتژی 
می گیریم.  نظر  در  سرمایه گذاری  از  وی  نهایی  هدف  معادل  به طور 
 Tγ χ κ= رابطة  در    .κ به ضریب  توجه  با  استراتژی ها  از  هریک 
 κ 1.5 را برای  1.15 و  . ، 1.28 تعیین می شوند. سه مقدار متفاوت 
با  استراتژی   1.15κ = اول که در آن  استراتژی  در نظر می گیریم. 
1.28κ ا ستراتژی با  = ریسک گریزی بالا، استراتژی دوم که در آن 

1.5κ = ریسک گریزی متعادل و در نهایت استراتژی سوم که در آن 
، استراتژی با ریسک گریزی پایین هستند. سبد بهینة سرمایه گذار در 
دورة تجمیع را در دو افق زمانی 20 و 30 ساله بررسی می کنیم. نتایج 
افق  دو  این  در  معین  مشارکت  با  بیمه  طرح  شبیه سازی  از  حاصل 
زمانی را در شکل 1، شکل 2، شکل 3 و شکل 4 نشان می دهیم. روند 
تخصیص بهینة اعتبار مالی به هریک از دارایی ها در طول دورة تجمیع 
به گونه ای است که در سال های ابتدایی به استقبال ریسک می رود. با 
نزدیک تر شدن به زمان سررسید یا پایان دورة تجمیع استراتژی های 
مورد بررسی رفتار ریسک گریزی از خود نشان می دهند. این رفتار با 
افزایش درصد پول نقد در سبد بهینه در سال های پایانی دورة تجمیع 
خود را نشان می دهد. همچنین در نمودار های A و B از شکل 1 مشاهده 
سال های  در  قرضه  ورقة  و  سهام  به  سرمایه  تخصیص  که  می شود 
ابتدایی با افزایش مواجه است. هرچه به سمت سال های پایانی دورة 
و ورقة  به سهام  مالی  اعتبار  تجمیع پیش می رویم درصد تخصیص 

 هاي تاريخيهاي برآوردشده از داده. پارامتر1جدول 
Table1. calibrated parameters from historical data 

 

 

 درآمد 
Income 
𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 

 اعتبار مالي 
Fund 
𝝌𝝌𝑻𝑻 

 ورقة قرضه
Bond 
𝑩𝑩𝑲𝑲𝒄𝒄𝒄𝒄 

 سهام
Stock 
𝑺𝑺𝒄𝒄𝒄𝒄 

 نرخ بهرة بدون ريسك
Risk free rate of 

interest 
𝒓𝒓𝒄𝒄𝒄𝒄 

𝑐𝑐� =0.2332 
𝜇𝜇� =0.4963 
𝜎𝜎�� =0.2613 
𝜎𝜎�� =0.9160 

𝑥𝑥� =1 
𝑇𝑇 =30,20 𝐾𝐾 =1.2 

𝜎𝜎� =0.3681 
𝜎𝜎�� =0.3007 
𝜉𝜉� =-0.5724 

a =33.9326 
b =0.2234 
𝜎𝜎� =4.9087 
𝜉𝜉� =0.0012 

 جدول 1. پارامتر های برآوردشده از داده های تاریخی
Table1. Calibrated parameters from historical data
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 ساله. 20تجميع  ةدورول نقد در طول : Cسهام و : Bقرضه،  ةورق: Aتخصيص اعتبار مالي به  ةسهم بهين . 1 شكل

Fig 1. Optimal share of fund to A: Bond, B: stock and C: Cash during 20 years accumulation phase. 

  

 ساله.  20تجميع  ةدورطول  گذاري درسرمايه ةسازي از ارزش سبد بهينيك شبيه: Bتجميع،  ةدورگذاري در سرمايه ةارزش سبد بهين: A . 2 شكل

Fig 2. A: Optimal portfolio value during accumulation phase, B: A simulation of optimal portfolio value during 20 years accumulation phase. 

  

شکل 1.  سهم بهینة تخصیص اعتبار مالی به A: ورقة قرضه، B: سهام و C: ول نقد در طول دورة تجمیع 20 ساله.
Fig 1. Optimal share of fund to A: Bond, B: stock and C: Cash during 20 years accumulation phase.

شکل A .2: ارزش سبد بهینة سرمایه گذاری در دورة تجمیع، B: یک شبیه سازی از ارزش سبد بهینة سرمایه گذاری در طول دورة تجمیع 20 ساله.
Fig 2. A: Optimal portfolio value during accumulation phase, B: A simulation of optimal portfolio value during 20 years accumu-

lation phase.
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نشریه علمی پژوهشنامه بیمه دوره 14، شماره 2، بهار 1404، شماره پیاپی 52، ص  108-95

 
 ساله. 30تجميع  ةدورپول نقد در طول : Cسهام و : Bقرضه،  ةورق: Aتخصيص اعتبار مالي به  ةسهم بهين . 3 شكل

Fig 3. Optimal share of fund to A: Bond, B: stock and C: Cash during 30 years accumulation phase. 

  

 
  ساله.  30تجميع   ةدورگذاري در طول سال سرمايه  ةسازي از ارزش سبد بهينشبيه : Bتجميع،  ةدورگذاري در  سرمايه  ةارزش سبد بهين:  A. 4 شكل

Fig 4. A: Optimal portfolio value during accumulation phase, B: A simulation of optimal portfolio value during 30 years accumulation phase. 

 

شکل A .4: ارزش سبد بهینة سرمایه گذاری در دورة تجمیع، B: شبیه سازی از ارزش سبد بهینة سرمایه گذاری در طول سال دورة تجمیع 30 ساله.
Fig 4. A: Optimal portfolio value during accumulation phase, B: A simulation of optimal portfolio value during 30 years accumu-

lation phase.

شکل 3. سهم بهینة تخصیص اعتبار مالی به A: ورقة قرضه، B: سهام و C: پول نقد در طول دورة تجمیع 30 ساله.
Fig 3. Optimal share of fund to A: Bond, B: stock and C: Cash during 30 years accumulation phase.
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مالی  اعتبار  از  بیشتری  بخش  و  می یابد  چشمگیری  کاهش  قرضه 
به صورت نقدی در سبد سرمایة سرمایه گذار تجمیع می شود )نمودار 
C شکل 1(. همچنان که در شکل 1 قابل مشاهده است هنگام استفاده 
κ بزرگ تر  از استراتژی های ریسک پذیرتر، یعنی هنگامی که ضریب 
یعنی سهام  ریسکی سبد،  دارایی های  به  می شود، تخصیص سرمایه 
و ورقة قرضه بیشتر و به همان نسبت برای دارایی بدون ریسک یا 
پول نقد کمتر می شود. منفی شدن مقدار بهینة تخصیص سرمایه به 
پول نقد، به معنای امکان قرض گرفتن برای سرمایه گذار است که از 

فرض های اولیة مسئله به شمار می رود.
شکل 2 نمودار A، سبد بهینة سرمایه گذار را نشان می دهد که 
نمودار  این  در  عمودی  است. خطوط  آمده  به دست   )11( رابطة  از 
 )7( γ در مسئلة هدف محور  یا همان  اهداف سرمایه گذار  نمایانگر 
در پایان دورة تجمیع هستند. نمودار B در همین شکل، سبد بهینة 
متشکل از وزن های بهینه نمایش داده شده در شکل 1 را نشان می دهد. 

این سبد بهینه به صورت زیر محاسبه شده است:
 

 

ساله.  20تجمیع  ةدورطال گذاری درسرمایه ةسازی از ارزش سبد بهینیک شبیه: تجمیع،  ةدورگذاری در سرمایه ةارزش سبد بهین:  . 2 شکل

آمده است. خلاط عمادی در این نمادار    به دست  (11)  ةدهد که از رابلگذار را نشان می سرمایه ة، سبد بهیننمادار    2شکل  
در همین شکل، سبد    تجمیع هاتند. نمادار    ةدور( در پایان  7)  محارهدف   ةدر مائل  𝛾𝛾گذار یا همان  نمایانگر اهداف سرمایه

 : زیر محاسبه شده است  صاردبه   . این سبد بهینهدهدرا نشان می  1شکل شده در دادهنمایشبهینه   های وزنمتشکل از   ةبهین

𝑋𝑋∗(𝑡𝑡) = (ω𝑟𝑟
∗ (t)𝐵𝐵𝐾𝐾(𝑡𝑡) + ω𝑠𝑠

∗(t)𝑆𝑆(𝑡𝑡) + (1 − (ω𝑟𝑟
∗ (t) + ω𝑠𝑠

∗(t)))  𝑟𝑟(𝑡𝑡)) 𝑐𝑐(𝑡𝑡) .

 ة دوردهد. با افزایش طال  ساله را نشان می  30تجمیع اعتبار مالی با افق زمانی    ةدورگذاری در  سرمایه   ةسبد بهین  3ل  شکدر  
به دارایی اعتبار مالی  بهینه تخصی   افزایش مقدار  مالی، روند  اعتبار  نحای که در به   ،دهدتر ر  می های ریاکی کند تجمیع 

تجمیع روند افزایش   ةدور  ةدهد. با گذر از نیمتجمیع درصد زیادی از سبد بهینه را پال نقد تشکیل می   ةدورهای ابتدایی  سال 
داراییسرمایه در  می گذاری  شدد  ریاکی  حالت  های  مانند  نزدیک  20گیرد.  با  پایان  ساله  به  شدن  افزایش   ةدورتر  تجمیع 
شاد. شدد رشد  می منجر  مالی به پال نقد  گریزی در هر سه استرات ی مارد بررسی به تخصی  درصد بیشتری از اعتبار  ریاک
یعنی سهام، در  ، ترین دارایی سبدتخصی  اعتبار مالی به ریاکی  ة ها به حدی بالاست که درصد بهیندر استرات ی  گریزی ریاک
 کند.های آخر به صفر میل می سال 

اعتبار  تجمیع  دورة  در  سرمایه گذاری  بهینة  سبد   3 شکل  در 
افزایش طول دورة  با  نشان می دهد.  را  زمانی 30 ساله  افق  با  مالی 
تجمیع اعتبار مالی، روند افزایش مقدار بهینه تخصیص اعتبار مالی 
به نحوی که در سال های  دارایی های ریسکی کند تر رخ می دهد،  به 
ابتدایی دورة تجمیع درصد زیادی از سبد بهینه را پول نقد تشکیل 
می دهد. با گذر از نیمة دورة تجمیع روند افزایش سرمایه گذاری در 
دارایی های ریسکی شدت می گیرد. مانند حالت 20 ساله با نزدیک تر 
شدن به پایان دورة تجمیع افزایش ریسک گریزی در هر سه استراتژی 
مورد بررسی به تخصیص درصد بیشتری از اعتبار مالی به پول نقد 
حدی  به  استراتژی ها  در  ریسک گریزی  رشد  شدت  می شود.  منجر 
بالاست که درصد بهینة تخصیص اعتبار مالی به ریسکی ترین دارایی 

سبد، یعنی سهام، در سال های آخر به صفر میل می کند.
در شکل 4 نیز مانند شکل 2 سبد بهینة شبیه سازی شده در دورة 
تجمیع را نمایش می دهیم. همان طور که انتظار داشتیم در این حالت 
نهایی سبد  از استراتژی ریسک پذیرتر ارزش  نیز در صورت استفاده 
کم  ریسک گریزی  با  استراتژی هایی  از  تجمیع  دورة  پایان  در  بهینه 

.)B بیشتر خواهد بود )شکل 4 نمودار

 جمع بندی و پیشنهادها 
با توجه به نتایج به دست آمده از سه استراتژی تعریف شده در بخش 
قبل، هرچه ریسک گریزی سرمایه گذار بیشتر باشد، درصد بیشتری از 
اختصاص  ریسک  بدون  دارایی های  در  سرمایه گذاری  به  مالی  اعتبار 
می یابد. کاهش ریسک گریزی افزایش سرمایه گذاری در سهام در طول 
دوره تجمیع را به دنبال دارد. این افزایش به بهبود ارزش سبد بهینه 
در پایان دورة تجمیع منجر می شود، اما می تواند احتمال ورشکستگی 
سرمایه گذار را نیز افزایش دهد. بنابراین نتیجه می گیریم که استراتژی 
با ریسک گریزی متعادل بهترین استراتژی سرمایه گذاری برای درصد 

بالایی از سرمایه گذاران است. این استراتژی با تأکید متوازن بر استفاده 
از فرصت های پذیرش ریسک و حفظ حداقل سرمایة تجمیع شده، هر 
دو هدف افزایش اعتبار مالی تجمیع شده و کاهش احتمال ورشکستگی 
را دربرمی گیرد. با توجه به اهمیت تغییر طرح های بیمه در کشور های 
در حال پیشرفت، گسترش این طرح ها در ایران نیز ناگزیر خواهد بود. 
و  این طرح ها  از  استفاده  با چگونگی  ارتباط  پژوهش ها در  افزایش  با 
استفاده از یافته های روز دنیا مطابق با شرایط بازار مالی ایران، می توان 

در توسعة صنعت بیمة کشور نقش مهمی ایفا کرد.  
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نویده مدرسی: طراحی و توسعة مسئله، کمک در تدوین و بررسی 
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