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BACKGROUND AND OBJECTIVES: Vital for the insurer’s profitability and solvency, 
a loss reserve is a prediction of the amount an insurer will need to pay for future claims. 
Researchers have been exploring methods to incorporate dependencies among multiple loss 
triangles to improve the accuracy of outstanding claim prediction. This study aims to predict 
outstanding claims in dependent run-off triangles by considering the dependence among 
the outstanding claims paid in each run-off triangle.
METHODS: The study considers the dependence among corresponding outstanding 
claims in run-off triangles related to different lines of insurance. It also takes into account 
the calendar year of payment of claims, in addition to factors such as the year of claim 
occurrence and the number of years of delay in payment. Two methods are used to model 
the inter-triangular and intra-triangular dependencies. The first method involves modeling 
the dependence among triangles by using a multivariate distribution for outstanding claims 
in the corresponding cells of run-off triangles. The calendar dependence within each run-
off triangle is incorporated by adding a calendar year effect factor to the mean of the 
outstanding claims distribution. The second method uses a multivariate distribution for the 
outstanding claims of the calendar years corresponding to run-off triangles, capturing both 
types of dependence. Bayesian approach and Hamiltonian Monte-Carlo sampling methods 
are employed to estimate model parameters. 
FINDINGS: The study utilizes data from an Iranian insurance company on outstanding 
claims in car body insurance and third-party car insurance from 2012 to 2015. The two 
methods of calendar dependence modeling are compared using a scale mixture multivariate 
distribution with normal marginal distributions and copula dependence. The mean absolute 
percentage error is used to measure the accuracy of the prediction. The results show that 
using a multivariate distribution for calendar dependence modeling leads to a more accurate 
prediction compared to adding the calendar year effect factor to the mean model.
CONCLUSION: Based on the findings, it is concluded that modeling the calendar 
dependence among outstanding claims in run-off triangles using a multivariate distribution 
improves the accuracy of reserves prediction compared to using the calendar year effect factor. 
This approach can enhance the prediction of outstanding claims and contribute to the insurer’s 
profitability and solvency.
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مقاله علمی 
مدل بندی خسارت های معوق در مثلث های تأخیر وابسته با در نظر گرفتن وابستگی تقویمی 

افروز شکوری1 ؛ محی الدین ایزدی1،*؛ بهاء الدین خالدی2

 1 گروه آمار، دانشکده علوم، دانشگاه رازی، کرمانشاه، ایران

2  گروه آمار کاربردی و روش های تحقیق، دانشگاه کلرداوی شمالی، گریلی، کلرادو، آمریکا

مبلغی  پیش بینی  است،  حیاتی  بیمه گر  بدهی  پرداخت  و  سودآوری  برای  که  ذخیرة خسارت  اهداف:  و  پیشینه 
است که بیمه گر باید برای خسارت های آینده بپردازد. در سال های اخیر، بسیاری از پژوهشگران وابستگی های بین 
چند مثلث تأخیر را برای تعیین ذخایر زیان در نظر گرفته اند. هدف اصلی این مقاله پیش بینی خسارت های معوق 
در مثلث های تأخیر وابسته با استفاده از مدل های تصادفی است که در آن ها وابستگی بین مثلث ها و وابستگی بین 

خسارت های معوق پرداختی در یک سال تقویمی در هر مثلث تأخیر در نظر گرفته می شود.
روش شناسی: استفاده از وابستگی بین  خسارت های معوق متناظر در مثلث های تأخیر مربوط به چند رشتة بیمه ای 
ممکن است در افزایش دقت پیش بینی خسارت های معوق تأثیرگذار باشد. همچنین، در یک مثلث تأخیر مربوط به 
یک رشتة  بیمه ای، علاوه بر عوامل سال وقوع خسارت و تعداد سال های تأخیر پرداخت خسارت معوق، سال تقویمی 
باشد.  تأثیرگذار  متفاوت  خسارت  وقوع  سال های  برای  خسارت  پرداخت  میزان  در  می تواند  هم  خسارت  پرداخت 
بنابراین در نظر گرفتن وابستگی تقویمی بین خسارت هایی که در یک سال تقویمی پرداخت می شوند، می تواند دقت 
پیش بینی در مثلث های تأخیر را بهبود بخشد. بنابراین، در مدل بندی توأم خسارت های معوق چند مثلث تأخیر، دو 
نوع وابستگی بین مثلثی و درون مثلثی وجود دارد. در این مقاله، از دو روش برای مدل بندی این دو نوع وابستگی 
استفاده می شود. در روش نخست، با در نظر گرفتن توزیع چندمتغیره برای خسارت های معوق در سلول های متناظر 
مثلث های تأخیر، وابستگی بین مثلث ها مدل بندی می شود. در این روش، وابستگی تقویمی بین خسارت های معوق 
توزیع خسارت های معوق  میانگین  تقویمی در مدل  اثر سال  عامل  اضافه کردن  از  استفاده  با  تأخیر  مثلث  در هر 
برای خسارت های معوق پرداختی سال های تقویمی  در نظر گرفته می شود. در روش دوم، یک توزیع چندمتغیره 
متناظر مثلث های تأخیر در نظر گرفته می شود که در این صورت هر دو نوع وابستگی با استفاده از توزیع چندمتغیره 
مدل بندی می شود. برای برآورد پارامترهای مدل، در هر دو روش، از رهیافت بیزی و روش نمونه گیری مونت– کارلوی 

همیلتونی استفاده می شود.
یافته ها: در این مقاله، داده های خسارت های معوق در دو رشتة بیمة بدنه و بیمة شخص ثالث اتومبیل یک شرکت 
بیمة ایرانی در بازة سال های 1392 تا 1395 که به صورت فصلی ثبت شده است، استفاده می شود. با استفاده از توزیع 
آمیخته– مقیاس چندمتغیره با توزیع های حاشیه ای نرمال و وابستگی مفصلی، دو روش مدل بندی وابستگی تقویمی 
مقایسه می شوند. برای این منظور، از معیار میانگین قدرمطلق خطای درصدی برای اندازه گیری دقت پیش بینی دو 
روش استفاده می شود. برای داده های مورد استفاده، مشاهده می شود که میانگین قدرمطلق خطای درصدی استفاده 
از توزیع چندمتغیره برای مدل بندی وابستگی تقویمی کمتر است از زمانی که از عامل اثر سال تقویمی در مدل 

میانگین توزیع خسارت های معوق استفاده شود. 
نتیجه گیری:  با توجه به یافته های به دست آمده با استفاده از داده های یک شرکت بیمة ایرانی، نتیجه می گیریم که 
مدل بندی وابستگی تقویمی بین خسارت های معوق در مثلث های تأخیر با استفاده از توزیع چندمتغیره به پیش بینی 
توزیع  میانگین  در مدل  تقویمی  اثر سال  عامل  از  استفاده  به  نسبت  معوق  به خسارت های  مربوط  دقیق تر ذخایر 

خسارت های معوق منجر می شود.
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  ام𝑙𝑙اي مثلث تأخير مربوط به رشتة بيمه :1 جدول
Table 1: Run‐off triangle of the 𝑙𝑙th sub‐portfolio insurance  
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ام جدول 1: مثلث تأخیر مربوط به رشتة بیمه ای 
Table 1: Run-off triangle of the th sub-portfolio insurance

مقدمه 
در  است  متعهد  منعقد شده  بیمه نامة  براساس  بیمه  یک شرکت  
صورت بروز خسارت، مطالبات بیمه گذار را پرداخت کند. در بسیاری 
سال  همان  در  اغلب  خاص  سال  یک  به  مربوط  ادعاهای  موارد  از 
تسویه نمی شود، بلکه با تأخیر در سال های آینده پرداخت می شود. 
زمان  بیمه ای  رشته های  برخی  برای  خسارت  ادعای  پرونده های  در 
در  می افتد.  فاصله  آن  تسویة  و  گزارش  خسارت،  وقوع  بین  زیادی 
مجموع خسارت های  دقیق  مبلغ  که  نمی داند  بیمه گر  وضعیت،  این 
مربوط به بیمه نامه های صادرشده در سال مبدأ )سال وقوع خسارت( 
پایان  در  است.  میزان  چه  کند،  پرداخت  آتی  سال های  در  باید  که 
داشته  آینده  تعهدات  از  دقیقی  برآورد  باید  بیمه گر  مالی،  سال  هر 
این تعهدات مربوط به خسارت های معوق است.  از  باشد که بخشی 
بیمه  شرکت های  که  است  خسارت هایی  شامل  معوق  خسارت های 
به  بیمه گر  بدهی  به  عنوان  و  نکرده اند  پرداخت  مالی  سال  پایان  در 
است  لازم  بیمه  شرکت  ازاین رو،  می شوند.  منتقل  بعد  سال های 
بگیرد.  نظر  در  ذخیره  به عنوان  ذکرشده  خسارت های  برای  مبلغی 
خسارت های معوق شامل دو بخش اند. بخشی از این خسارت ها مربوط 
به خسارت هایی است که اتفاق افتاده، اما هنوز گزارش داده نشده اند، 
زیرا ممکن است در گزارش خسارت ها تأخیر به وجود آید. بخش دیگر 
هنوز  ولی  شده اند،  داده  گزارش  که  است  خسارت هایی  به  مربوط 
از گزارش خسارت ها مدتی  بعد  پرداخت نشده اند، زیرا ممکن است 
دلایل  از  یکی  مثال،  به طور  شود.  پرداخت  خسارت  تا  بکشد  طول 
افتاده اند،  اتفاق  که  خسارت هایی  گزارش  در  تأخیر  آمدن  به  وجود 
است.  خسارت  مقدار  ارزیابی  فرایند  و  قضایی  فرایند  شدن  طولانی 
معوقات به طور کلی نشان دهندة میزان بدهی و بزرگ ترین منبع عدم 
دقیق  پیش بینی  بنابراین  است.  بیمه  شرکت های  در  مالی  اطمینان 
آن اهمیت زیادی دارد، زیرا اگر کم برآورد شود، سبب می شود که 
شرکت بیمه نتواند تعهدات خود را به طور کامل انجام دهد و ممکن 
است سبب ورشکستگی آن شود و اگر زیاد برآورد شود سبب می شود 

که شرکت بیمه به صورت غیرلازم سرمایة اضافی نگه دارد. 
و  بگیرید  نظر  در  را  بیمه ای  رشتة   L بیمه ای شامل  یک سبد 
که  باشد  رشته  امین  l به  مربوط  مقدار خسارت   ( )

‚
l

i jX کنید  فرض 
 { }1 0 ‚ ‚ 1j n− ∈ … − }  اتفاق افتاده و با  }1 ‚ ‚i n∈ … در سال مبدأ
تأخیر  مثلث  به  عنوان  جدول 1که  است.  شده  تأخیر پرداخت  سال 

ام است که در آن  l شناخته می شود، نمایشی از خسارت های رشتة 
سطر نشان دهندة سال وقوع خسارت و ستون نشان دهندة سال های 
پرداخت های  این جدول،  پرداخت کامل خسارت است. در  تأخیر تا 
انجام شده در یک سال تقویمی در قطرهای فرعی جدول قرار دارند. 

ام عبارت اند از: i به طور مثال، پرداختی های مربوط به سال تقویمی 
 

 ‚ 1 1 ‚ 2 1 ‚  ‚  ‚ ‚  ‚ i i iX X X− …

پرداخت شدة  معوق  از خسارت های  استفاده  با  تأخیر،  مثلث  در 
مثلث بالایی، خسارت های معوق پرداخت نشده در مثلث پایینی که 
مشاهده نشده اند پیش بینی می شوند. مجموع مقادیر پیش بینی شدة 
شرکت  نیاز  مورد  ذخیرة  کل  پایینی،  مثلث  در  معوق  خسارت های 

بیمه است.
دارند  فعالیت  بیمه ای  رشتة  چند  در  بیمه  شرکت ها ی  معمولاً 
که با مسئلة پیش بینی ذخایر مورد نیاز برای آن ها مواجه اند. میزان 
بنابراین  وابسته اند،  هم  به  بیمه ای  رشته های  برخی  در  خسارت ها 
استفاده از این وابستگی در مدل بندی توأم مثلث های تأخیر می تواند 
مانند  دلایلی  به  باشد. همچنین،  مؤثر  ذخایر  دقیق تر  پیش بینی  در 
خسارت های  پرداخت  سال،  یک  در  اتخاذشده  مدیریتی  تصمیمات 
متفاوت  مبدأ  با سال های  قراردادهایی  به  مربوط  آن سال  در  معوق 
در  می تواند  نیز  وابستگی  نوع  این  کردن  لحاظ  بنابراین  وابسته اند. 
این  در  باشد.  تأثیرگذار  معوق  پیش بینی خسارت های  دقت  افزایش 
مقاله، علاوه بر وابستگی بین خسارت های دو مثلث تأخیر، وابستگی 
بین خسارت های معوق پرداختی در یک سال تقویمی با سال های مبدأ 
تابع  از  با استفاده  این وابستگی ها  متفاوت در نظر گرفته می شود و 
 Shakoori et al. (2002) مفصل و توزیع چندمتغیره معرفی شده در 
مدل بندی می شوند. مدل معرفی شده روی داده های مربوط به دو رشتة 
بیمه ای یک شرکت بیمة ایرانی پیاده سازی شده و نشان داده می شود 
مدل بندی توأم این وابستگی ها  با استفاده از توزیع چندمتغیره می تواند 
باعث افزایش دقت پیش بینی خسارت های معوق نسبت به حالتی شود 
که وابستگی بین دو مثلث با توزیع چندمتغیره مدل بندی و وابستگی 
بین خسارت های معوق پرداختی در یک سال تقویمی به وسیلة اضافه 
لحاظ  سیستماتیک(  )مؤلفة  میانگین  تابع  در  سال  آن  اثر  کردن 
شود. مقایسة روش های مدل بندی وابستگی، براساس معیار میانگین 
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  تأخير و همچنين بين دو مثلث  تأخيردرون قطرهای دو مثلث  پرداختی   های معوقخسارت  وابستگی :1شکل  
Figure 1: Dependence of outstanding claims within the diagonals of two run‐off triangles and also between two run‐off triangles 

شکل 1: وابستگی خسارت های معوق پرداختی درون قطرهای دو مثلث تأخیر و همچنین بین دو مثلث تأخیر
Figure 1: Dependence of outstanding claims within the diagonals of two run-off triangles and also between two 

run-off triangles

قدرمطلق خطای درصدی )MAPE( انجام می شود که دقت پیش بینی 
از  مدل،  پارامترهای  برآورد  برای  می کند.  اندازه گیری  را  مدل  یک 
 HMC(( رهیافت بیزی و روش نمونه گیری مونت –کارلوی همیلتونی
پارامترها  پسین  توزیع های  از   ))Hamiltonian Monte-Carlo
استفاده می شود. روش HMC یک الگوریتم تولید نمونه از توزیع هدف 
است که نسبت به روش های دیگر مانند متروپولیس و گیبس کارایی 
.)Betancourt, 2107; Gelman et al., 2013( دارد   بیشتری 
 برای اجرای الگوریتم HMC، از بستة نرم افزاری rstan در نرم افزار 

R استفاده می شود.
ساختار مقاله در ادامه بدین صورت است که ابتدا مبانی نظری 
پژوهش ارائه می شود. سپس مروری بر پیشینة پژوهش و روش شناسی 
پژوهش توضیح داده می شود. با استفاده از داده های دو مثلث تأخیر 
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ارائه می شود. 

مبانی نظری پژوهش 
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پرداخت  تأخیر 8  و در دو مثلث  پرداخت خسارت های معوق   4 ،1
8متغیره  توزیع  از  رویکرد،  این  در  دارد.  وجود  معوق  خسارت های 
با مفصل گاوسی برای مدل بندی توزیع توأم 8 پرداخت   SMMNC
خسارت معوق استفاده می شود. به طور مشابه، برای سال های تقویمی 
و  شش  چهار،  دو،  توزیع های  از  به ترتیب  پنجم  و  سوم  دوم،  اول، 

ده متغیره SMMNC با مفصل گاوسی استفاده می کنیم. 

مدل بندی توأم خسارت های معوق
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تابع مفصل توضیح داده می شود. سپس  ادامه  بنابراین، در  می شود. 
مثلث  دو  معوق  مدل بندی خسارت های  و  معرفی   SMMNC توزیع 

تأخیر با استفاده از این توزیع شرح داده می شود.
مفصل یک تابع توزیع تجمعی توأم است که توزیع های حاشیه ای 
 LC:[0,1] [0,1]→ آن توزیع یکنواخت استاندارد است. به عبارت دیگر، 
 L L متغیره است، هرگاه یک تابع توزیع تجمعی توأم  یک مفصل 
متغیره با تابع توزیع های حاشیه ای یکنواخت استاندارد باشد. اکنون، 
‚1 متغیرهای تصادفی پیوسته، به ترتیب، با تابع  ‚ LX X… فرض کنید 
‚1 و تابع  ‚ Lf f… ، تابع چگالی های   1‚ ‚ LF F… توزیع های حاشیه ای 
Sklar (1959) نشان داد که مفصل  F باشند.  توزیع تجمعی توأم 

C وجود دارد، به گونه ای که: یکتای 
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رابطة )1(، تابع چگالی توأم به صورت زیر نوشته می شود:
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تابع چگالی مفصل گفته می شود.
 مفصل گاوسی یکی از مفصل های رایج و پرکاربرد برای مدل بندی 
وابستگی بین متغیرهای تصادفی است که در این مقاله به کار می رود. 

GC را گاوسی گویند، هرگاه  مفصل 

  تأخير و همچنين بين دو مثلث    تأخيردرون قطرهاي دو مثلث    پرداختي   هاي معوق خسارت وابستگي  :1شكل  
Figure 1: Dependence of outstanding claims within the diagonals of two run-off triangles and also between two run-off triangles
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R و  میانگین 0 و ماتریس همبستگی 
تجمعی و تابع چندکی توزیع نرمال استاندارد است. با مشتق گیری از 

رابطة )2(، تابع چگالی مفصل گاوسی به صورت زیر به دست می آید:
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 Durante and Sempiو    Nelsen (2006)ها به  هاي آنها و ويژگيانواع مفصل   ةاست. براي جزئيات بيشتر دربار  xبردار    ة ترانهاد  Txكه در آن  

  مراجعه كنيد.  )2016(

تصادفي  شود:  اين صورت تعريف ميبه  كه    استكرده  معرفي     et al.Shakoori (2022)  را  SMMNC  توزيع بردار  1‚ ‚ LX X   توزيع   داراي 
SMMNC توأمهرگاه داراي تابع چگالي  ،است   

           2 2 2
1  1 1 1
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L i i i L L L
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f x x x k c x k x k dH            




  
  )3(  

د كه در آن باش 20; ‚      و 2Φ 0; ‚     زيع تجمعي نرمال با ميانگين الي و تابع توترتيب تابع چگبه    2 و واريانس،  (0 | )H     يك

)،  3(   ةدر رابطاست.    Cپارامتر مفصل    θ  وتابع توزيع تجمعي   k     يك تابع مثبت از  .تصادفيمتغير  ، اگر  ديگرعبارتبه  است  Λ    داراي تابع

0)توزيع تجمعي   | )H  باشد، آنگاه   1‚ ‚ LX X  توزيعداراي SMMNC هرگاه  ،است  

          2 2
1 1 1 ‚ ‚ | Λ  ~ Φ 0;  ‚ ‚ ‚Φ 0 ;  ‚ ; ‚     Λ ~ 0|L L LX X C k k H           . 

  

  با اثر سال تقويميوابستگي زوجي مدل 

ذخير مطالعات  مثلث  ةدر  براساس  معمولاًتأخيرهاي  خسارت  بهخسارت  ،  نرمال ها  ميصورت  گرفته  نظر  در  2l ‚ 1  هر  براي   .شوندشده    و  
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  كه در آن  ستخسارت نرمال شده ا   l

iw  مبدأ  مربوط به سال   ميزان در معرض خطر بودن  i  ام در مثلثl ام 
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مدل وابستگی زوجی با اثر سال تقویمی
معمولاً  تأخیر،  مثلث های  براساس  ذخیرة خسارت  مطالعات  در 
هر  برای  می شوند.  گرفته  نظر  در  نرمال شده  به صورت  خسارت ها 
i‚  ‚ 1 ‚ خسارت نرمال شده است که  j n= … ، ( )

( )
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 ‚

‚

l
i jl

i j l
i

X
Y

w
= 2l ‚ 1 و  =

ام در  i ) میزان در معرض خطر بودن مربوط به سال مبدأ  )l
iw در آن 

ام است که می تواند تعداد قراردادها و مقدار حق بیمة دریافتی  l مثلث 
ام باشد )Shi and Frees, 2011(. در این مقاله، از  i در سال مبدأ 
حق بیمه به عنوان مقدار در معرض خطر استفاده می شود. در وابستگی 
زوجی، فرض بر این است که خسارت های متناظر در هر سلول از دو 

‚ 1 ‚ ‚i j n= … 2l ‚ 1 و  = مثلث تأخیر وابسته اند. بنابراین، برای هر 
، فرض می کنیم: 
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اي اند. بنابراين، بروابسته  تأخير هاي متناظر در هر سلول از دو مثلث  در وابستگي زوجي، فرض بر اين است كه خسارت شود.در معرض خطر استفاده مي

2l ‚ 1هر    1 ‚و ‚ ‚i j n كنيم، فرض مي:    
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0)توزيع تجمعي   | )H  باشد، آنگاه   1‚ ‚ LX X  توزيعداراي SMMNC هرگاه  ،است  

          2 2
1 1 1 ‚ ‚ | Λ  ~ Φ 0;  ‚ ‚ ‚Φ 0 ;  ‚ ; ‚     Λ ~ 0|L L LX X C k k H           . 
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به شرط    ( )
‚log l

i jY چون 
) است، بنابراین )

‚
l

i jµ

می به  که    استکرده  معرفی    Shakoori et al. (2022)  را   SMMNC  توزیع  تعریف  صورت  تصادفی  :  شوداین  ‚𝑋𝑋𝑋𝑋1)بردار  … ‚ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝐿𝐿𝐿𝐿)  توزیع   داراي 
SMMNC توأمهرگاه داراي تابع چگالی  ،است   

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥1‚ … ‚𝑥𝑥𝑥𝑥𝐿𝐿𝐿𝐿) = � �𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖;𝜇𝜇𝜇𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖 ‚𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜆𝜆𝜆𝜆)𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖2�𝑐𝑐𝑐𝑐(Φ(𝑥𝑥𝑥𝑥1; 𝜇𝜇𝜇𝜇1 ‚𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜆𝜆𝜆𝜆)𝜎𝜎𝜎𝜎12)‚ … ‚Φ(𝑥𝑥𝑥𝑥𝐿𝐿𝐿𝐿; 𝜇𝜇𝜇𝜇𝐿𝐿𝐿𝐿  ‚𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜆𝜆𝜆𝜆)𝜎𝜎𝜎𝜎𝐿𝐿𝐿𝐿2);𝜃𝜃𝜃𝜃)
𝐿𝐿𝐿𝐿

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜈𝜈𝜈𝜈)
∞

0
 

  )3( 

;𝜙𝜙𝜙𝜙(0د که در آن  باش 𝜇𝜇𝜇𝜇‚ 𝜎𝜎𝜎𝜎2)    وΦ(0;𝜇𝜇𝜇𝜇‚ 𝜎𝜎𝜎𝜎2)  ترتیب تابع چگالی و تابع توزیع تجمعی نرمال با میانگین به𝜇𝜇𝜇𝜇   و واریانس  𝜎𝜎𝜎𝜎2،  𝑑𝑑𝑑𝑑(0|𝜈𝜈𝜈𝜈)    تابع  یک
داراي تابع توزیع تجمعی   Λ  تصادفیمتغیر  ، اگر  دیگرعبارتبه  است.  𝜆𝜆𝜆𝜆یک تابع مثبت از    𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜆𝜆𝜆𝜆))،  3(   ۀدر رابطاست.    𝐶𝐶𝐶𝐶پارامتر مفصل    θ  وتوزیع تجمعی  

𝑑𝑑𝑑𝑑(0|𝜈𝜈𝜈𝜈) گاهباشد، آن  (𝑋𝑋𝑋𝑋1‚ … ‚𝑋𝑋𝑋𝑋𝐿𝐿𝐿𝐿)  توزیعداراي SMMNC هرگاه  ،است 

(𝑋𝑋𝑋𝑋1 ‚ … ‚𝑋𝑋𝑋𝑋𝐿𝐿𝐿𝐿)|Λ = 𝜆𝜆𝜆𝜆 ~ 𝐶𝐶𝐶𝐶(Φ(0; 𝜇𝜇𝜇𝜇1 ‚𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜆𝜆𝜆𝜆)𝜎𝜎𝜎𝜎12)‚ … ‚Φ(0 ;𝜇𝜇𝜇𝜇𝐿𝐿𝐿𝐿  ‚𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜆𝜆𝜆𝜆)𝜎𝜎𝜎𝜎𝐿𝐿𝐿𝐿2);𝜃𝜃𝜃𝜃)‚     Λ ~ 𝑑𝑑𝑑𝑑(0|𝜈𝜈𝜈𝜈). 

 

 با اثر سال تقویمیوابستگی زوجی مدل 

مثلث  ةمطالعات ذخیر در   براساس  بهخسارت  ، معمولاًتأخیرهاي  خسارت  نرمال ها  نظر گرفته میصورت  در  𝑙𝑙𝑙𝑙  هر  براي   .شوندشده  = 𝑖𝑖𝑖𝑖‚ 𝑗𝑗𝑗𝑗  و  2 ‚ 1 =

1 ‚ …  ‚𝑛𝑛𝑛𝑛،  𝑌𝑌𝑌𝑌𝑖𝑖𝑖𝑖‚𝑗𝑗𝑗𝑗
(𝑙𝑙𝑙𝑙) =

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑖𝑖𝑖𝑖 ‚𝑗𝑗𝑗𝑗
(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙)  است شده  نرمال  آن  خسارت  در  𝑤𝑤𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖  که 

(𝑙𝑙𝑙𝑙)  بودن معرض خطر  در  به    میزان  مثلث  𝑖𝑖𝑖𝑖  مبدأ  سال مربوط  در  که    ام𝑙𝑙𝑙𝑙ام  است 

قراردادها  می تعداد  باشد𝑖𝑖𝑖𝑖  مبدأ  در سال دریافتی    ۀبیممقدار حق  وتواند  مقالهShi and Frees, 2011(   ام  این  در  بهاز حق  ،).  در  بیمه  مقدار  عنوان 
اي هر اند. بنابراین، بروابسته  تأخیرهاي متناظر در هر سلول از دو مثلث  در وابستگی زوجی، فرض بر این است که خسارت شود.معرض خطر استفاده می

𝑙𝑙𝑙𝑙 = 𝑖𝑖𝑖𝑖‚ 𝑗𝑗𝑗𝑗و  2 ‚ 1 = 1 ‚ … ‚𝑛𝑛𝑛𝑛کنیم ، فرض می:  

�log𝑌𝑌𝑌𝑌𝑖𝑖𝑖𝑖‚𝑗𝑗𝑗𝑗
(1) ‚ log𝑌𝑌𝑌𝑌𝑖𝑖𝑖𝑖‚𝑗𝑗𝑗𝑗

(2)� |Λ𝑖𝑖𝑖𝑖‚𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝜆𝜆𝜆𝜆 ~ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐺𝐺𝐺𝐺 �Φ�0; 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖‚𝑗𝑗𝑗𝑗
(1)‚𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜆𝜆𝜆𝜆)𝜎𝜎𝜎𝜎12� ‚ Φ�0; 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖‚𝑗𝑗𝑗𝑗

(2)‚𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜆𝜆𝜆𝜆)𝜎𝜎𝜎𝜎22� ;𝑅𝑅𝑅𝑅� ‚ Λ𝑖𝑖𝑖𝑖‚𝑗𝑗𝑗𝑗  ~ 𝑑𝑑𝑑𝑑(0|𝜈𝜈𝜈𝜈)  )4( 

.𝐶𝐶𝐶𝐶𝐺𝐺𝐺𝐺(0 که در آن 0 ;𝑅𝑅𝑅𝑅) تریس همبستگی با ما همفصل گاوسی دومتغیر𝑅𝑅𝑅𝑅 = �1  𝜌𝜌𝜌𝜌
𝜌𝜌𝜌𝜌  1� .است 

𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜆𝜆𝜆𝜆)در این مقاله،    = 𝜆𝜆𝜆𝜆  هاي معوق  خسارت  کواریانس براي تابع میانگین لگاریتم  تحلیلواریانس و    تحلیل شود. همچنین دو مدل  در نظر گرفته می
log𝑌𝑌𝑌𝑌𝑖𝑖𝑖𝑖‚𝑗𝑗𝑗𝑗  چون شود.صورت زیر در نظر گرفته میبه شدهنرمال 

(𝑙𝑙𝑙𝑙)   به شرطΛ𝑖𝑖𝑖𝑖‚𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝜆𝜆𝜆𝜆  داراي توزیع نرمال با میانگین𝜇𝜇𝜇𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖‚𝑗𝑗𝑗𝑗
(𝑙𝑙𝑙𝑙) است، بنابراین 

𝐸𝐸𝐸𝐸 �log𝑌𝑌𝑌𝑌𝑖𝑖𝑖𝑖‚𝑗𝑗𝑗𝑗
(𝑙𝑙𝑙𝑙)� = 𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝐸𝐸𝐸𝐸 �log𝑌𝑌𝑌𝑌𝑖𝑖𝑖𝑖‚𝑗𝑗𝑗𝑗
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) بیانگر نوعی از  )( )l
tγ در  مدل های )5( و )6(، اثر سال  تقویمی 

وابستگی بین پرداخت ها در یک سال تقویمی در یک مثلث تأخیر 
است. در بخش بعد، وابستگی تقویمی با استفاده از توزیع چندمتغیرة  
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قطر هاي  لفهؤ مدر مثلث اول و دوم هستند كه  م  اtسال تقويمي    معوق  هاي خسارتهاي همبستگي متناظر با  ترتيب ماتريسبه   22Rو    11Rكه در آن  
ترتيب  2و    1  ترتيب برابربهها  ز قطر اصلي آنها عدد يك و خارج ااصلي آن 12  ،است. به همين  21R R    هايخسارتماتريس همبستگي بين  

  شود.ميدر نظر گرفته  12 هاي آن برابرلفهؤاست كه م تأخيرام دو مثلث tسال تقويمي  معوق

تقويمي، وابستگي  حالت  در  زوجي،  وابستگي  حالت  مدل    همانند  و    تحليلدو  ميانگين  تحليلواريانس  تابع  براي  را  نظر   صورتبه  كواريانس  در  زير 
  شوند. رفته نميدر اين حالت، برخلاف حالت وابستگي زوجي، اثر سال تقويمي در اين دو مدل در نظر گ گيريم.مي

  شود: زير نوشته مي صورتبهواريانس، تابع ميانگين  تحليلدر مدل 
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   پژوهش  ةپيشينمروري بر  

 فرض   روش  نايدر  تصادفي وجود ندارد.    ةمؤلفكه در آن  هاست  خسارت  ةذخيرادفي برآورد  هاي غيرتصترين روشاي يكي از قديميروش نردبان زنجيره
رقرار باي  هاي بيمهدر بسياري از رشته  ممكن استاست. با توجه به اينكه اين فرض    ثابتهاي مختلف رخداد  ضرايب رشد خسارت براي سال   شود كه مي

 Renshaw (1989)  ،Verrall (1996)  ،Haberman andاند.  ها معرفي شدهخسارت  ةبيني ذخيرهاي تصادفي مختلفي براي پيش، مدل نباشد

Renshaw (1996)    وRenshaw and Verrall (1998)   نرمال با در خطي و لُگهاي لُگروش تحليل واريانس و تحليل كواريانس را براي مدل
گرفتن   سال   سال   تأثيرنظر  تعداد  و  خسارت  كرده  تأخيرهاي  وقوع   De  .اندبررسي  Jong  and  Zehnwirth  (1983)  ،Verrall    و  (1989)

Ntzoufras and Dellaportas (2002)  خ براي  را  تصادفي  زدن  قدم  استفاده  سارتمدل  خطي  مدل  چارچوب  در  معوق    بر علاوه.  كردندهاي 
  هاي معوق تواند در ميزان پرداخت خسارتپرداخت خسارت، سال تقويمي پرداخت خسارت هم مي  تأخيرهاي  عوامل سال وقوع خسارت و تعداد سال 

تواند در يك سال تقويمي مي  هاي خسارتوابستگي بين ميزان پرداختاين مدل  گذار باشد. بنابراين در نظر گرفتن  رتأثيمتفاوت    مبدأهاي  براي سال 
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22R به ترتیب ماتریس های همبستگی متناظر  11R و  که در آن 

ام در مثلث اول و دوم هستند  t با خسارت های معوق سال تقویمی 
که مؤلفه های قطر اصلی آن ها عدد یک و خارج از قطر اصلی آن ها 
12 ماتریس  21R R= 2θ است. به همین ترتیب،  1θ و  به ترتیب برابر 
همبستگی بین خسارت های معوق سال تقویمی t ام دو مثلث تأخیر 

12θ در نظر گرفته  می شود. است که مؤلفه های آن برابر 
تقویمی،  وابستگی  حالت  در  زوجی،  وابستگی  حالت  همانند 
میانگین  تابع  برای  را  کواریانس  تحلیل  و  واریانس  تحلیل  مدل  دو 
به صورت زیر در نظر می گیریم. در این حالت، برخلاف حالت وابستگی 

زوجی، اثر سال تقویمی در این دو مدل در نظر گرفته نمی شوند.
نوشته  زیر  به صورت  میانگین  تابع  واریانس،  تحلیل  مدل  در 

می شود:
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برای انجام محاسبات برآورد این پارامترها، شرط های زیر در نظر 
گرفته می شوند:

( ) ( )

1 1

0‚ 0‚  1‚2 
n n

l l
i j

i i

lα β
= =

= = =∑ ∑

در مدل تحلیل کواریانس، تابع میانگین و شرط  درنظرگرفته شده 
روی پارامترهای آن به صورت زیر است:
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مروری بر پیشینة پژوهش 
روش نردبان زنجیره ای یکی از قدیمی ترین روش های غیرتصادفی 
برآورد ذخیرة خسارت هاست که در آن مؤلفة تصادفی وجود ندارد. 
در این روش فرض می شود که ضرایب رشد خسارت برای سال های 
مختلف رخداد ثابت است. با توجه به اینکه این فرض ممکن است در 
بسیاری از رشته های بیمه ای برقرار نباشد، مدل های تصادفی مختلفی 
،Renshaw (1989) .برای پیش بینی ذخیرة خسارت ها معرفی شده اند 

و   Verrall (1996)، Haberman and Renshaw (1996)  
تحلیل  و  واریانس  تحلیل  روش   Renshaw and Verrall (1998)
نظر گرفتن  با در  لگُ نرمال  و  لگُ خطی  برای مدل های  را  کواریانس 
کرده اند.  بررسی  تأخیر  سال های  تعداد  و  خسارت  وقوع  سال   تأثیر 
و  De Jong and Zehnwirth (1983)، Verrall (1989) 
تصادفی  زدن  قدم  مدل   Ntzoufras and Dellaportas (2002)  
را برای خسارت های معوق در چارچوب مدل خطی استفاده کردند. 
علاوه بر عوامل سال وقوع خسارت و تعداد سال های تأخیر پرداخت 
خسارت، سال تقویمی پرداخت خسارت هم می تواند در میزان پرداخت 
باشد.  تأثیرگذار  متفاوت  مبدأ  سال های  برای  معوق  خسارت های 
بین میزان پرداخت های  وابستگی  این مدل  بنابراین در نظر گرفتن 
خسارت  در یک سال تقویمی می تواند دقت پیش بینی در یک مثلث 

.
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از  پژوهشگران،  از  بسیاری  منظور،  این  برای  بخشد.  بهبود  را  تأخیر 
 ،De Jong (2012) و   Barnett and Zehnwirth (1998) جمله 
تابع میانگین )مؤلفة  اثر سال تقویمی در مدل بندی  در نظر گرفتن 

سیستماتیک( را پیشنهاد کردند. 
در شرایط واقعی، خسارت های معوق ممکن است شامل خسارت های 
بزرگ باشند. درصورتی که توزیع مناسب برای این خسارت ها در نظر 
گرفته نشود، چنین خسارت های بزرگی می توانند خطای پیش بینی 
دُم سنگین  توزیع های  دهند.  افزایش  ملاحظه ای  قابل  به صورت  را 
توزیع های  بزرگ،  مشاهدات  شناسایی  در  توانایی شان  به  توجه  با 
مناسبی برای مدل بندی داده های خسارت و پیش بینی خسارت های 
 (Choy and Smith, 1997). Choy et al. (2016)  معوق اند 
از توزیع های آمیخته –مقیاس نرمال که شامل توزیع های دُم سنگین 
تأخیر  مثلث  یک  در  معوق  خسارت  میزان  توزیع  به عنوان  هستند، 

استفاده کردند. 
مدل بندی  برای  مفصل  از  استفاده   Shi and Frees (2011)
وابستگی سلولی )در حالتی که دو مثلث تأخیر داشته باشیم، وابستگی 
وابستگی  برای  یعنی  تأخیر،  مثلث های  بین  می شود(  زوجی گفته 
مفصل  از  آن ها  کردند.  پیشنهاد  را   ( ) ( ) ( )1 2

‚ ‚ ‚(  ‚  ‚  ‚ )L
i j i j i jX X X…

ارشمیدسی فرانک و مفصل گاوسی برای مدل بندی وابستگی داده های 
غیرشخصی  اتومبیل  بیمة  رشتة  و  شخصی  اتومبیل  بیمة  رشتة  دو 
توزیع  به  عنوان  گاما  و  لگُ نرمال  توزیع های  از  به ترتیب،  و  )تجاری( 
خسارت  آن ها استفاده کردند. در این مدل بندی، تأثیر تعداد سال های 
تأخیر و سال وقوع خسارت در تابع میانگین در نظر گرفته شده است. 
Shi et al. (2012) علاوه بر وابستگی سلولی که آن را با استفاده از توزیع 
خسارت های  پیش بینی  برای  کرد،  مدل بندی  چندمتغیره  لگُ نرمال 
که  کرد  پیشنهاد  تأخیر  مثلث های  بین  را  دیگری  وابستگی  معوق، 
ناشی از اثر سال تقویمی است. برای این منظور، علاوه بر اثرهای سال 
وقوع خسارت و تعداد سال های تأخیر، اثر سال تقویمی یکسان برای 
 Abdallah et al. (2016A) .مثلث های تأخیر وابسته در نظر گرفت 
همچنین  و  تقویمی  سال  یک  در  تأخیر  مثلث  یک  درون  وابستگی 
تقویمی  سال های  در  وابسته  تأخیر  مثلث  دو  بین  وابستگی 
ارشمیدسی  مفصل  و  گاوسی  مفصل  از  استفاده  با  را  یکسان 
 Abdallah et al. (2016B) کردند.  مدل بندی   سلسله مراتبی 
وابستگی  برای مدل بندی  توزیع های دومتغیرة سارمانوف  از خانوادة 
بین دو مثلث تأخیر استفاده کردند. Avanzi et al. (2016) خانوادة 
تویدی را برای مدل بندی وابستگی سلولی بین مثلث های تأخیر به کار 
بردند. به تازگی، Goudarzi and Zokaei (2021) مسئلة مدل بندی 
توأم مثلث های تأخیر را در حالت وابستگی سلولی با الهام از دیدگاه 
Choy et al. (2015) بررسی کردند. آن ها از توزیع آمیخته –مقیاس 
نرمال چندمتغیره برای مدل بندی توزیع توأم خسارت های معوق در 
مثلث های تأخیر که شامل توزیع های دم سنگین است استفاده کردند. 
 Goudarzi تعمیمی از مدلی را که Shakoori et al. (2022)
آمیخته –مقیاس  توزیع  نام  با  کرده  ارائه    and Zokaei (2021)
مفصل  وابستگی  و  نرمال  حاشیه ای  توزیع های  با  چندمتغیره 

در  خسارت  پرداخت های  توأم  توزیع  مدل بندی  برای   )SMMNC(
دُم سنگین  علاوه بر  کردند.  ارائه  تأخیر  مثلث های  متناظر  سلول های 
برای  گوناگون  مفصل های  از  استفاده  در  انعطاف  مدل،  این  بودن 
مدل  این  مزیت های  از  تأخیر  مثلث های  بین  وابستگی  مدل بندی 
است. Shakoori et al. (2022) وابستگی پرداخت های خسارت های 
اضافه  با  را  تأخیر  مثلث  یک  در  تقویمی  سال  هر  در  موجود  معوق 
برای  گرفتند.  نظر  در  میانگین  تابع  در  تقویمی  سال  اثر  کردن 
به  می توان  معوق  خسارت های  مدل بندی  دربارة  بیشتر  نتایج 
 Braun (2004)، Hess et al. (2006)،Chan et al. (2008)،
 Côté et al. (2016) و   Zhang (2010)، Merz et al. (2013) 

مراجعه کرد.

روش شناسی پژوهش 
در این مقاله، پرسش اصلی این است که آیا مدل بندی وابستگی 
بین خسارت های معوق در دو مثلث تأخیر و همچنین وابستگی بین 
خسارت های معوق در یک سال تقویمی به صورت توأم با استفاده از 
توزیع چندمتغیره می تواند باعث افزایش دقت پیش بینی خسارت های 
معوق در مقایسه با در نظر گرفتن اثر سال تقویمی در تابع میانگین 
به عنوان نوعی از وابستگی بین خسارت های معوق پرداختی در یک 
مدل بندی  روش  دو  پرسش،  این  به  پاسخ  برای  تقویمی شود.  سال 
بر  تقویمی  پرداختی در یک سال  بین خسارت های معوق  وابستگی 
روی داده های دو مثلث تأخیر مربوط به دو رشتة بیمة شخص ثالث و 
بیمة بدنة یک شرکت بیمة ایرانی اجرا شده  و با استفاده از معیارهای 
ارزیابی مدل، دو روش مقایسه شده اند. برای برآورد پارامترهای مدل 
و پیش بینی خسارت های معوق، از رهیافت بیزی و روش نمونه گیری 
در   rstan نرم افزاری  بستة  به کارگیری  با  همیلتونی  مونت –کارلوی 
نرم افزار R استفاده شده است. بنابراین، این مقاله در حوزة پژوهش های 

کمّی و تحلیلی با رویکرد توسعه ای –کاربردی قرار می گیرد.  

نتایج و بحث 
در این بخش، داده های پرداخت  خسارت در دو رشتة بیمة بدنه 
که  ایرانی،  بیمة  شرکت های  از  یکی  اتومبیل  ثالث  شخص  بیمة  و 
Goudarzi and Zokaei (2018) تحلیل کرده اند، استفاده می شود. 
به صورت  بیمه ای  رشتة  دو  این  برای  معوق  خسارت های  پرداخت  
واحد  هر  بنابراین،  است.  ثبت شده  تا 1395  از سال 1392  فصلی 
تأخیر به معنای یک فصل )سه ماه( تأخیر در پرداخت خسارت است 
که بر این اساس هر مثلث تأخیر دارای 16 سطر و 16 ستون است؛ 
مشاهده  را   5 جدول  )جدول 4 و  است  زیر  به صورت  داده ها  یعنی 

کنید(. 
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بدنه  بیمة  رشتة  به  مربوط  تأخیر  مثلث  برای   1l = اینجا،  در 
به  ثالث  شخص  بیمة  رشتة  به  مربوط  تأخیر  مثلث  برای   2l = و 
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کار برده می شود. Goudarzi and Zokaei (2018) نشان دادند که 
دارای  تأخیر  مثلث  دو  در  متناظر  خسارت های معوق در سلول های 
پی  یر سون  همبستگی  ضریب  و  هستند  معنی دار  مثبت  همبستگی 
دو  این  تأخیر  مثلث های  در  متناظر  سلول های  خسارت   میزان  بین 
مثلث  دو  بین  همبستگی  وجود  بیانگر  که  است   0/67 بیمه  رشتة 
و  وابستگی زوجی  ارائه شده، مدل  از مدل  های  بنابراین  است.  تأخیر 
وابستگی تقویمی، برای پیش بینی خسارت های معوق در مثلث های 
پایینی و در نهایت محاسبة کل ذخیره مورد نیاز استفاده می کنیم. 
برای این منظور، از تحلیل بیزی و روش نمونه گیری HMC برای تولید 
نمونه از توزیع های پسین و برآورد مدل استفاده می شود. برای اجرای 
این  برده می شود.  کار  به   Stan نرم افزاری  بستة   ،HMC الگوریتم 
R پیاده سازی  بستة نرم افزاری از طریق بستة  rstan در نرم افزار 
می شود. در دو مدل وابستگی زوجی و تقویمی، از توزیع های پیشین  

ناآگاهی بخش که در ادامه آورده می شود، استفاده می کنیم. 

توزیع های پیشین در حالت وابستگی زوجی
در این وابستگی، توزیع های پیشین مورد استفاده برای پارامترهای 

توزیع SMMNC )رابطة )4(( به صورت زیر است 
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استفاده شده است.    Rافزار  در نرم  rstanافزاري  نرم  ةبست  كارگيريبا به  هميلتوني كارلوي   –گيري مونتاز رهيافت بيزي و روش نمونههاي معوق،  خسارت
    .گيردقرار ميكاربردي  –اي عهكرد توسبا روي و تحليلي يهاي كمّ پژوهش  ةدر حوزبنابراين، اين مقاله 

  
  نتايج و بحث  
بخش اين  پرداختداده  ،در  رشت  هاي  دو  در  بيم   ةبيم  ةخسارت  و  شركت  ةبدنه  از  يكي  اتومبيل  ثالث  بيمشخص  كه    ةهاي   Goudarzi andايراني، 

Zokaei (2018)  ثبت  1395تا  1392فصلي از سال  صورتبهاي بيمه ةو رشتهاي معوق براي اين دخسارت . پرداختشودمي، استفاده اندكردهتحليل
  16سطر و    16  اين اساس هر مثلث تأخير داراي   است كه بر  در پرداخت خسارت  ر تأخيمعناي يك فصل (سه ماه)  به  تأخير شده است. بنابراين، هر واحد  

    را مشاهده كنيد). 5جدول  و 4 جدول است ( زير  صورتبهها ستون است؛ يعني داده
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اينجا 1l  ،در      مثلث به    تأخيربراي  بدنهمربوط  بيمة  2lو    رشتة      مثلث رشت  تأخيربراي  به  مي  ةبيم  ةمربوط  برده  كار  به  ثالث   شود. شخص 
Goudarzi and Zokaei  كه  (2018) دادند  معوقخسارت  نشان  معنيسلول ر  د  هاي  مثبت  همبستگي  داراي  تأخير  مثلث  دو  در  متناظر  دار  هاي 

پيهستن همبستگي  ضريب  و  ميزان  يرد  بين  مثلثسلول   خسارتسون  در  متناظر  رشتهاي  دو  اين  تأخير  وجود    0/ 67بيمه  ة  هاي  بيانگر  كه  است 
مثلث   دو  بين  مدل   است.  تأخيرهمبستگي  از  ارابنابراين  وا  ، شدههئهاي  زمدل  پيشبستگي  براي  تقويمي،  وابستگي  و  در    هايخسارتبيني  وجي  معوق 

براي توليد   HMC  گيري نمونهروش    وكنيم. براي اين منظور، از تحليل بيزي  ورد نياز استفاده ميم  كل ذخيره  ةمحاسبهاي پاييني و در نهايت  ثمثل
افزاري نرم  ةشود. اين بستبه كار برده مي  Stanافزاري  نرم  ة، بستHMCالگوريتم    براي اجراي   .شودو برآورد مدل استفاده ميهاي پسين  نمونه از توزيع 
بخش كه در ادامه آورده يناآگاه  هاي پيشيندر دو مدل وابستگي زوجي و تقويمي، از توزيع  شود.سازي ميپياده  Rافزار  در نرم   rstan  ةاز طريق بست

   كنيم.استفاده مي ،شودمي

  هاي پيشين در حالت وابستگي زوجيتوزيع 
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زیر در نظر گرفته می شود.
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در مدل تحلیل واریانس، برای
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γ γ γ
γ γ σ γ σ σ− = …

، شرط های زیر را می توان در نظر گرفت: 1 ‚ 2 l = همچنین برای 
 

( ) ( )
16 16

1 1

0 ‚ 0l l
i i
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α β
= =

= =∑ ∑
در مدل تحلیل کواریانس، تحت شرط های 
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γ γ γ
γ γ σ γ σ σ− = …

توزیع های پیشین در وابستگی تقویمی 
توزیع   پارامترهای  برای  پیشین  توزیع های  وابستگی،  این  در 

SMMNC )رابطة )7(( به صورت زیر در نظر گرفته می شود:
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l 2 ‚ 1همچنين براي  ، توان در نظر گرفت: زير را مي هاي شرط 
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  وابستگي تقويمي  هاي پيشين درتوزيع 

  : شودزير در نظر گرفته مي صورتبه)) 7(  ة(رابط SMMNC هاي پيشين براي پارامترهاي توزيعدر اين وابستگي، توزيع 
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 :به شرح زير است )) 9(   ةط(راب كواريانس تحليل و  )) 8(  ة(رابط واريانس تحليلهاي پيشين مربوط به دو مدل  توزيع 

2l ‚ 1براي ، واريانس تحليلدر مدل  هاي  ، تحت شرط  

توزیع های پیشین مربوط به دو مدل تحلیل واریانس )رابطة )8(( 
و تحلیل کواریانس )رابطة )9(( به شرح زیر است:

، تحت شرط های  1 ‚ 2l = در مدل تحلیل واریانس، برای 
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0 ‚ 0l l
i i

i i

α β
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= =∑ ∑

 ، 1 ‚ 2l = توزیع های پیشین زیر در نظر گرفته می شود. برای 
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، تحت شرط   1 ‚ 2l = در مدل تحلیل کواریانس، برای 
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توزیع های پیشین برای پارامترهای مدل به صورت زیر است:
 

( ) ( ) ( ) ( ) ~ 0 ‚1 00  ‚ 1 ‚ ‚1 6 ‚   ~ 0 ‚1 00 .l l
j N j Nβ α= …

معیار انتخاب مدل
مختلف  جنبه های  از  مدل ها  مقایسة  برای  مختلفی  معیارهای 
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  هاي با وابستگي تقويمي و زوجيبراي مدل MAPEمعيار  :2جدول 
Table 2: The MAPE criterion for the models with calendar and pair‐wise dependence models  

 
 

  Mean model(  MAPE(مدل ميانگين )Dependence model( وابستگي مدل
 ANOVA(   1/02تحليل واريانس (  ) Calendarتقويمي (

 ANCOVA(   0/94كواريانس (تحليل
  زوجي با اثر سال تقويمي

 )Pair‐wise with calendar year effect( 
 ANOVA(   1/51تحليل واريانس (
 ANCOVA(   1/02تحليل كواريانس (

  زوجي بدون اثر سال تقويمي
 )Pair‐wise without calendar year effect( 

  ANOVA(   1/08تحليل واريانس (
  ANCOVA(   1/004تحليل كواريانس (

 
   

جدول 2: معیار MAPE برای مدل های با وابستگی تقویمی و زوجی
Table 2: The MAPE criterion for the models with calendar and pair-wise dependence models

وجود دارد )Shakoori et al., 2022(. در این مقاله، مقایسة دو مدل 
معرفی  شده که وابستگی زوجی و تقویمی براساس دقت پیش بینی 
استفاده   MAPE معیار  از  منظور،  این  برای  می گیرد.  صورت  آن ها 
 15 پرداخت شدة  خسارت های  MAPE از  محاسبة  برای  می کنیم. 
از  پس  می کنیم.  استفاده  تأخیر  مثلث  دو  داده های  ابتدایی  فصل 
آن  مشاهدات  که  16ام،  قطر  به  مربوط  پرداخت های  مدل،  برازش 
  MAPE نیز موجود است، پیش بینی می شود. بر این اساس، معیار 

به صورت زیر تعریف می شود:
( ) ( )

( )
‚ ‚

‚

1MAPE 100
ˆ l l

i j i j
l

A i j

y y
N y

−
= ×∑

 
iˆ‚ به ترتیب مقدار مشاهده شدة لگاریتم خسارت  jy i‚ و  jy که در آن 
امین مثلث است.  l معوق نرمال شده و پیش بینی شده توسط مدل در 
همچنین،

 
( ){ } ‚  ‚ ; ‚ 1 ‚  ‚1 5 ‚ 1 16 ‚ 1 ‚ 2A i j l i j i j l= = … + − = =

A است. تعداد اعضای مجموعة   N و 

پیش بینی ذخایر در دو رشتة بیمة بدنه و بیمة شخص ثالث
در این بخش، ذخایر مورد نیاز برای پرداخت خسارت های معوق 
در دو رشتة بیمة بدنه و شخص ثالث به روش بیزی و با استفاده از 
توزیع های پیشین انتخاب شده در بخش قبل محاسبه می شود. برای 
این منظور، ابتدا بهترین مدل وابستگی )تقویمی یا زوجی( و همچنین 
بهترین مدل میانگین )تحلیل واریانس یا تحلیل کواریانس( با استفاده 
MAPE انتخاب می شود و سپس مدل انتخاب شده به داده ها  از معیار 

برازش  داده  و مقدار خسارت های معوق پیش بینی می شود. 
با مدل وابستگی زوجی در دو   مقایسة مدل وابستگی تقویمی 
حالت با اثر سال تقویمی و بدون اثر سال تقویمی مبتنی بر داده های 
این  برای   MAPE محاسبه شدة  مقادیر  است.   5 و   4 جدول های 
به دست آمده،  نتایج  براساس  است.  شده  آورده   2 جدول  در  مدل ها 
برای هرکدام از مدل های میانگین تحلیل واریانس و تحلیل کواریانس، 
MAPE کمتر است؛ یعنی دقت پیش بینی  وابستگی تقویمی دارای 
ذخیرة زیان براساس مدل وابستگی تقویمی بیشتر است. همچنین، 
MAPE کمتر از  در هر نوع وابستگی، مدل تحلیل کواریانس دارای 
استفاده،  مورد  داده های  برای  بنابراین،  است.  واریانس  تحلیل  مدل 

بهترین مدل، از نظر دقت پیش بینی، حالت وابستگی تقویمی با مدل 
میانگین تحلیل کواریانس است. 

 با توجه به اینکه مدل وابستگی تقویمی با مدل میانگین تحلیل 
کواریانس دارای بیشترین دقت پیش بینی برای داده های مورد استفاده 
معوق  خسارت های  بیزی،  روش  به  بخش،  این  در  بنابراین  است، 
پرداخت نشده را با استفاده از این مدل پیش بینی می کنیم. همان طور 
که قبلًا اشاره شد، برای تولید نمونه از توزیع پسین پارامترها از بستة  
  HMC نمونه گیری  روش  بر  مبتنی  که    R افزار  نرم  در   rstan
است استفاده می کنیم. تولید نمونه با استفاده از سه زنجیر که هرکدام 
شامل 5000 تکرار است انجام می گیرد. در هر زنجیر، 2000 تکرار 
اول به عنوان مرحلة داغیدن در نظر گرفته و حذف می شود. بنابراین، 
پارامترها براساس نمونة 9000تایی است. در تولید نمونه به  برآورد 
max  دو  _ treedepth adapt و  _ delta  ، HMC روش 
پارامتر دقت هستند که در این مقاله به ترتیب 0/99 و 15 در نظر 
استقلال، دقت و همگرایی  بررسی مسئلة  به منظور  گرفته می شوند. 
نمونة تولیدشده از توزیع پسین، دو معیار اندازة نمونة مؤثر و آمارة 
داده  نمایش    R̂ و  effN با  به ترتیب  که  مقیاس  پتانسیلی کاهش 
stan گزارش داده می شود. برای سه زنجیر،  می شود، در خروجی 
R̂ نیز عددی نزدیک به یک  effN باید عددی بیشتر از 300 و   
باشد. ردنگاشت نیز ابزاری مناسب برای بررسی همگرایی یک زنجیر و 
همچنین آمیختگی زنجیرهاست. در جدول 3، برای برخی پارامترهای 
انحراف معیار، چندک  مدل مقادیر شبیه سازی شده میانگین پسین، 
 R̂ effN و  0/025، میانه و چندک 0/975 و همچنین معیارهای 
effN بیشتر از 300  آورده شده است. برای تمام پارامترها، مقدار 
است که نشان دهندة اطمینان پذیری نمونه های تولیدشده برای برآورد 
که  است   1 برابر  پارامتر ها  تمام  برای  نیز   R̂ مقدار  پارامترهاست. 
نشان دهندة آمیخته بودن سه زنجیر و همگرایی آن ها به توزیع پسین 
پارامتر هاست. همچنین، در شکل های 2 و 3، ردنگاشت پارامترهای 
نشان دهندة  که  است  شده  رسم   2

2σ و   2
1σ  ، 12θ  ، 2θ  ، 1θ

است.  زنجیر  سه  آمیختگی  همچنین  و  پسین  توزیع  به  همگرایی 
2θ با استفاده از میانگین  1θ و  برآورد بیزی پارامترهای همبستگی 
نشان دهندة  که   0/78 و   0/41 با  است  برابر  به ترتیب  پسین  توزیع 
وابستگی  است. همچنین،  تأخیر  مثلث  دو  در هر  تقویمی  وابستگی 
تقویمی در مثلث تأخیر مربوط به رشتة بیمة شخص ثالث بیشتر از 
وابستگی تقویمی مربوط به رشتة بیمة بدنه است. برآورد بیزی پارامتر 
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جدول 3: شبیه سازی مشخصه هایی از توزیع پسین پارامترها در مدل وابستگی تقویمی با مدل میانگین تحلیل کواریانس
Table 3: The simulated characteristics of posterior distribution of parameters in the calendar dependence model 

with the ANCOVA mean model

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 θ12 ,θ2 ,θ1 ردنگاشت پارامترهاي   :2شكل  

Figure 2: Trace plot of parameters 𝜃𝜃�،𝜃𝜃�،𝜃𝜃�� 

  

  

شکل 2: ردنگاشت پارامترهای 
Figure 2: Trace plot of parameters 

نشان دهندة  که  است   0/48 برابر   ، 12θ یعنی  مثلث،  دو  وابستگی 
وابستگی بین خسارت های معوق دو رشتة بیمة بدنه و بیمة شخص 

ثالث است.  

در جدول  4 و جدول  5 پیش بینی خسارت های معوق نرمال شده 
محاسبه  پسین  آن ها  توزیع  میانگین  براساس  بیمه ای  رشتة  دو  در 
شده است. در جدول 4، به طور مثال، مقدار خسارت معوق نرمال شدة 

 

R� 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒  𝑄𝑄𝑄𝑄0/975 Median 𝑄𝑄𝑄𝑄0/025 SD Mean پارامترها 
(Parameters) 

1 4993 0/61 0/41 0/24 0/09 0/41 θ1 
1 2164 0/89 0/78 0/64 0/06 0/78 θ2 
1 2347 0/64 0/48 0/31 0/08 0/48 θ12 
1 2940 0/81 0/44 0/25 0/14 0/47 σ12 
1 1348 0/47 0/21 0/1 0/1 0/23 σ22 
1 1101 0/09 0/01 -0/04 0/03 0/01 α(1) 
1 740 0/14 0/04 -0/01 0/04 0/05 α(2) 
1 6899 9/86 6/17 3/49 1/65 3/6 υ 
1 1274 5/37 4/9 4/29 0/28 4/88 β1

(1) 
1 746 1/22 0/86 0/13 /27.0 0/82 β1

(2) 
1 5315 -0/81 -2/34 -3/88 0/77 2/34- β16

(1) 
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Figure 3: Trace plot of parameters 𝜎𝜎��، 𝜎𝜎�� 

   

  

شکل 3: ردنگاشت پارامترهای 
Figure 3: Trace plot of parameters 

مشاهده شده مربوط به بهار سال 1393 و سال تأخیر 3 برابر 0/0669 
است که مقدار پیش بینی  شدة آن )که در پرانتز قرار دارد( برابر 0/0583 
است. همچنین، مقدار پیش بینی خسارت معوق نرمال شده مربوط به 
بهار 1394 و سال تأخیر 11 برابر 0/0008 به دست آمده است. براساس 
مقادیر پیش بینی شده از خسارت های معوق در مثلث های پایینی دو 
جدول 4 و 5، ذخیرة کل به تفکیک دو رشتة بیمة بدنه و بیمة شخص 
ثالث پیش بینی و مشخصه هایی از توزیع پسین آن ها در جدول 6  آورده 
شده است. بر این اساس، ذخیرة کل پیش بینی برای بیمة بدنه برابر 
300560562314 و برای بیمة شخص ثالث برابر 1013×8/591 است. 
در شکل 4 نیز تابع چگالی توزیع پسین ذخیره کل برای دو رشتة بیمة 

بدنه و شخص ثالث رسم شده است.

جمع بندی و پیشنهادها
نیاز  از خسارت های معوق  ناشی  تعهدات  پرداخت  برای  بیمه گر 
می شود.  نامیده  معوق  خسارت های  ذخیرة  که  دارد  ذخیره ای  به 
اندازه گیری این ذخایر یکی از عوامل مؤثر در محاسبة توانگری مالی 
شرکت های بیمه شناخته می شود. مجموعه دادة خسارت های معوق 
تأخیر  مثلث  نام  به  جدولی  به صورت  بیمه ای  رشتة  یک  به  مربوط 
مختلف  رشته های  معوق  خسارت های  معمولاً  می شود.  داده  نمایش 
بیمه در یک شرکت بیمه وابسته هستند و ازاین رو از توزیع های توأم 
استفاده  لازم  ذخیرة  محاسبة  و  معوق  پیش بینی خسارت های  برای 
پژوهشگران  معوق،  خسارت های  میانگین  مدل بندی  در  می شود. 
تأخیر  سال های  تعداد  و  خسارت  وقوع  سال  مانند  عامل هایی  از 
سال  یک  در  شرکت  یک  که  مدیریتی  تصمیمات  کرده اند.  استفاده 
با  لحاظ می کند می تواند بر تمامی پرداخت های خسارت های معوق 
اثر  می گیرد  انجام  تقویمی  سال  آن  در  که  متفاوت  وقوع  سال های 
بنابراین خسارت های معوقی که در یک سال  باشد.  هم زمان داشته 
برخی  هستند.  وابستگی  دارای  می شوند  پرداخت  یکسان  تقویمی 

مدل بندی  در  تقویمی  سال  عامل  گرفتن  نظر  در  با  پژوهشگران 
میانگین خسارت ها، این نوع وابستگی را در نظر گرفته اند. به تازگی، 
Shakoori et al. (2022) با اضافه کردن عامل اثر سال تقویمی در 
تابع میانگین خسارت های معوق، به پیش بینی خسارت های معوق در 
بین  وابستگی  همچنین،  آن ها  پرداخته اند.  وابسته  تأخیر  مثلث های 
مثلث های تأخیر را به صورت سلولی در نظر گرفته و توزیع چندمتغیرة 
در  معوق  خسارت های  توأم  توزیع  مدل بندی  برای  را   SMMNC
سلول های متناظر مثلث های تأخیر وابسته معرفی و استفاده کرده اند. 
جایگزین اضافه کردن عامل اثر سال تقویمی در تابع میانگین برای 
سال  یک  در  پرداخت  شده  خسارت های  بین  وابستگی  مدل بندی 
تقویمی، استفاده از توزیع چندمتغیره به عنوان توزیع توأم آن است. 
در این رویکرد، به جای وابسته در نظر گرفتن سلول های متناظر دو 
تقویمی  سال  یک  در  مثلث  دو  متناظر  پرداخت های  تأخیر،  مثلث 
از توزیع چندمتغیره برای توزیع توأم آن ها  وابسته در نظر گرفته و 
استفاده می شود. در این صورت، وابستگی بین دو مثلث و وابستگی 
از  استفاده  با  تقویمی  سال  یک  در  پرداخت شده  خسارت های  بین 
این  براساس  می شوند.  مدل بندی  توأم  به صورت  چندمتغیره  توزیع 
به  این مقاله  نامیده می شود، در  تقویمی  وابستگی  رویکرد که مدل 
دو  برای  نیاز  مورد  ذخیرة  محاسبة  و  معوق  پیش بینی خسارت های 
رشتة بیمة بدنه و بیمة شخص ثالث یک شرکت بیمة ایرانی با استفاده 
از  منظور،  این  برای  است.  شده  پرداخته  آن ها  تأخیر  مثلث های  از 
SMMNC با مفصل گاوسی استفاده شده است.  توزیع چندمتغیرة  
با استفاده از معیار MAPE نشان داده شده است که استفاده از توزیع 
چندمتغیرة SMMNC با رویکرد بالا، برای لحاظ کردن وابستگی بین 
خسارت های پرداخت شده در یک سال تقویمی، دارای دقت پیش بینی 
 Shakoori et al. (2022) بیشتر نسبت به رویکرد مورد استفاده در
است، یعنی حالتی که این وابستگی با اضافه کردن عامل سال تقویمی 

در تابع میانگین لحاظ شود.  
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  شخص ثالث   ة و بيم   رشتة بيمة بدنهدو    كل   ةتابع چگالي توزيع پسين ذخير :4شكل  
Figure 4: Posterior distribution density of total reserve for collision and comprehension insurance and motor third party insurance 

 

شکل 4: تابع چگالی توزیع پسین ذخیرة کل دو رشتة بیمة بدنه و بیمة شخص ثالث
Figure 4: Posterior distribution density of total reserve for collision and comprehension insurance and motor third 

party insurance

جدول 6: میانگین و انحراف معیار توزیع پسین ذخیرة کل به تفکیک دو رشتة بیمه با در نظر گرفتن وابستگی تقویمی و مدل میانگین تحلیل کواریانس
 Table 6: Mean and standard deviation of the posterior distribution of total reserve for both lines of insurance with 

the calendar dependence and ANCOVA mean model

ذخیرة خسارت های معوق نشان دهندة میزان بدهی و بزرگ ترین 
منبع عدم اطمینان مالی در شرکت های بیمه است. ازاین رو، دقت در 
محاسبة ذخیره بسیار مهم است، زیرا اگر کم برآورد شود، سبب می شود 
که شرکت بیمه نتواند تعهدات خود را به طور کامل انجام دهد و ممکن 
است سبب ورشکستگی آن شود و اگر زیاد برآورد شود سبب می شود 
که شرکت بیمه به صورت غیرلازم سرمایة اضافی نگه دارد. با توجه به 
نتایج این مقاله، لحاظ کردن وابستگی بین خسارت های پرداخت شده 
خسارت های  دقیق تر  پیش بینی  در  می تواند  تقویمی،  سال  یک  در 
معوق تأثیرگذار باشد. علاوه براین، مدل بندی این وابستگی با استفاده 
تقویمی  سال  اثر  از  استفاده  با  مقایسه  در  چندمتغیره  توزیع  یک  از 
در تابع میانگین خسارت ها به پیش بینی دقیق تر خسارت های معوق 
و در نتیجه محاسبة دقیق تر ذخیرة مورد نیاز شرکت های بیمه منجر 
می شود که باعث کاهش عدم اطمینان شرکت های بیمه خواهد شد. 
بنابراین پیشنهاد می شود شرکت های بیمه در محاسبة ذخایر، علاوه بر 
در نظر گرفتن وابستگی بین مثلث های تأخیر رشته های بیمه ای )به ویژه 
رشته های بیمة بدنه و شخص ثالث خودرو(، وابستگی بین خسارت های 
معوق پرداختی در یک سال تقویمی را نیز با به  کارگیری یک توزیع 

چندمتغیره برای توزیع توأم آن ها لحاظ کنند. 

مشارکت نویسندگان
مسئله،  حل  و  طراحی  در  نویسنده  مشارکت  شکوری:  افروز 
تجزیه وتحلیل داده ها و نگارش مقاله و محتوای کیفی با دیگر نویسندگان 

به طور یکسان است. 

مسئله،  و حل  در طراحی  نویسنده  مشارکت  ایزدی:  محی الدین 
تجزیه وتحلیل داده ها و نگارش مقاله و محتوای کیفی با دیگر نویسندگان 

به طور یکسان است. 
مسئله،  حل  و  طراحی  در  نویسنده  مشارکت  خالدی:  بهاء الدین 
تجزیه وتحلیل داده ها و نگارش مقاله و محتوای کیفی با دیگر نویسندگان 

به طور یکسان است. 

تشکر و قدردانی
نویسندگان از داوران محترم مقاله که با پیشنهادهای ارزنده باعث 

بهبود مقاله شدند، قدردانی و سپاسگزاری می کنند.

تعارض منافع
 نویسندگان اعلام می دارند که در خصوص انتشار این مقاله تضاد 
منافع وجود ندارد. علاوه براین، موضوعات اخلاقی شامل سرقت ادبی، 
رضایت آگاهانه، سوء رفتار، جعل داده ها، انتشار و ارسال مجدد و مکرر 

توسط نویسندگان رعایت شده است.

دسترسی آزاد
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 با در نظر گرفتن وابستگی تقویمی و مدل میانگین تحلیل کواریانس به تفکیک دو رشتۀ بیمه . میانگین و انحراف معیار توزیع پسین ذخیرة کل 6جدول 

 Table 6. Mean and standard deviation of the posterior distribution of total reserve for both lines of insurance with the calendar 
dependence and ANCOVA mean model  

 
 

  )motor third party insuranceبیمۀ شخص ثالث (  )collision and comprehension insuranceبیمۀ بدنه (
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